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Zur  Geschichte  des  Dualismus  in  der  Geometrie. 

Von 

Herrn  Oberschulrath  Dr.  J.  H.  T.  Müller 

zu  Wiesbaden. 


Einsender  dieses  hatte  in  seinem  Lehrbuche  der  Stereo-  / 
metrie  (Halle  1851)  am  Schlüsse  in  den  historischen  Notizen 
bemerkt,  dass  er  die  .ersten  Spuren  des  Dualismus  bei  Mauro- 
lycus  (D.  Francisci  Maurolyci,  Abhatis  Messanensis, 
Opuscula  matbematica.  Venetiis  MDLXXV.  4.)  gefunden. 
Bei  der  Seltenheit  dieses  Werkes  dürfte  es  vielleicht  Manchem 
erwünscht  sein,  die  betreffende  Stelle,  deren  Mittheilung  dort 
unterblieb,  wörtlich  kennen  zu  lernen.  Sie  findet  sich  in  der, 
wahrscheinlich  1532  geschriebenen  Vorrede  zu  seiner  Uebersetzung 
des  13.  Buchs  der  Euklidischen  Elemente. 

Quinque  sunt  solida  regnlaria  Geometrarum,  scilicet 
cubus,  sive  hexnhedrum,  quod  sex  basibus  quadratis,  et 
octo  angulis  solidis  clauditur.  Octahedrum,  quod  octo  tri- 
angulis  basibus  et  sex  angulis  solidis  finitur.  unde  baec  sibi 
invicem  correlativa  sunt:  quia  quot  bases  habet  unum,  tot 
solidos  angulos  habet  reliquum.  Sequitur  Icoshaedrum  viginti 
triangulis  basibus  et  duodecim  angulis  solidis  constructum. 
lnde  Dodecahedrura  sub  duodecim  basibus  pentagonis  et 
viginti  angulis  solidis  clausum.  et  est  aliud  par  correlati- 
vorum  corporum  vicissim  alternans  basium  etangulorum  nume- 
rum.  Quintum  vero  solidum  Pyramis  unicum  est,  ac  soii- 
tarium,  correlativo  carens.  ipsum  enim  inet  sibi  respondet: 
quandoquidem  quatuor  triangulas  bases  et  totidem  solidos 
sortitnr. 

Theü  XXXIV.  1 
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Der  von  Maurolycns  für  unser  „dual“  gebrauchte  Name 
correlativ  ist  sehr  bezeichnend  und  lässt  vermuthen,  dass  jene 
Gegenüberstellung  der  regulären  Polyeder  kein  flüchtiger  Einfall 
gewesen,  sondern  bei  ihm  aus  anderweitigen  Studien  hervorge- 
gangen sei.  Diess  bestätiget  sich,  wenn  man  dessen  Arithmetik 
(Ej.  Arithmeticorum  libri  duo,  nunc  primum  in  lucem 
editi.  Venet.  MDLXXV.  4.)  vergleicht,  worin  er  sich,  der 
damaligen  Richtung  gemäss,  namentlich  mit  den  figurirten  Zahlen 
beschäftigt.  In  der  Einleitung  zum  2.  Theile  des  1.  Buches  be- 
handelt er  (wie  es  scheint  zum  ersten  Male)  die  centrale  An- 
ordnung der  Punkte  in  den  regulären  Körpern. 

Seite  47. : Agendum  nunc  de  solidis  regularibus  centralibus, 
in  quibus  semper  vnitas  in  centro  ponitur  sicut  et  in  planis  nume- 
ris  centralibus.  Sed  opereprecium  est  intelligere  inprimis  quo 
pacto  disponendae  sint  caeterae  unitates,  et  quibus  in  locis,  ad 
efformanda,  ut  decet,  talia  solida  numeralia.  Nec  dubium,  quin 
in  singulis,  posita  unitate  centri  tarn  per  singulos  solidos  angulos, 
quam  per  singula  basium  centra  singulae  sint  unitates  disponen- 
dae. Itaque  cum  pyramis  babeat  quatuor  angulos  et  totidem  bases, 
habebit  cum  centrali  unitate  novem  unitates.  Cum  autem  octahe- 
drum  habeat  sex  angulos  et  octo  bases  et  centrum;  habebit  uni- 
tates quindecim.  et  totidem  unitates  cubusr  quandoquidem  habet 
angulos  octo  et  bases  sex  et  centrum.  Unde  sicut  secundus  ab 
unitate  octahedrus,  secundo  adequatur  cubo ; ita  et  tertius  tertio, 
etc.  ut  postea  demonstrabimus.  Deinde  cum  icoshaedrum  habeat 
12  angulos  solidos,  bases  autem  20  et  centrum;  constituetur  ex 
unrfatibus  33.  et  ex  totidem  unitatibus  dodecahedrus,  ut  pote  qui 
habet  angulos  20.  bases  12  et  centrum,  hoc  est  secundus  Icos- 
haedrus  secundo  DodeCahedro  aequalis  est.  Et  similiter  deinde 
tertius  tertio  etc.:  et  sequentes  sequentibus  siuguli  singulis  Icos- 
haedri  üodecahedris  in  infinitum  semper  adaequabuntur  propter 
eandern,  quae  in  Octahedro  et  Cubo,  reciprocam  anguiorum 
et  basium  oumerorum  aequali  tatem.  Sed  quo  pacto  sequen- 
tes soiidi  numeri,  hoc  est,  sequentium  locoruro  formentur,  audi. 
Nec  te,  perspicacissime  lector,  taedeat  ea  perpendere,  quae  ad 
hujusmodi  numerarias  formas,  ab  aliis  omissa,  et  ad  speculationis 
Arithmeticae  perfectionem  maxime  spectant.  Cognosces  enim 
proprietates  earum  notatu  dignissimas,  nec  nisi  curiosis  ingeniis 
patulas.  Imaginor  itaque  in  hisce  quinque  singulis  regularibus 
solidis,  a centro  ad  angulos  educi  siugulas  semidiametros : quae 
quidem  in  pyramide  erunt  4,  in  octahedro  6,  in  cubo  8,  ia  icos- 
haedro  12,  in  dodecahedro  20;  quot  scilicet  sant  solid!  anguli, 
seu  vertices  solidorum.  Deinde  in  iisdem  intelligo  linearis  latera 
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quae  vortices  ipsos  coniungunt.  in  pyramide  scilicet  latera  6.  lu 
octahedro  12.  In  cubo  totidem.  ln  icoshaedro  30.  In  dodecahe- 
dro  totidem.  Quae  quidem,  cum  semidiametris  latera  singula 
binis  totidem  trianguios  continent  quut  sunt  latera. 

Aus  Letzterem  ergiebt  sich  zugleich,  wie  nahe  Maurolycus 
bereits  dem  Eulerseben  Satze,  dass  e-\- f—k+l,  gewesen  ist. 

Die  Verfolgung  des  oben  angedeuteten  Zweckes  bat  unwill. 
kürlich  in  ein  anderes  Gebiet,  das  der  iigurirten  Zahlen  im  wei- 
teren Sinne  des  Wortes,  geführt,  und  vielleicht  bei  Manchem  die 
Frage  nach  des  Maurolycus’  Ceutralzahlen  der  successiven 
regulären  Körper  mit  längseiuander  fallenden  Halbmessern  ange- 
regt Da  die  wörtliche  Mittheilung  des  Originals  hier  zu  viel 
Raum  in  Anspruch  nehmen  würde,  zumal  ihr  die  Darstellung  der 
Centralzahlen  der  ebenen  Polygone  vorausgehen  müsste:  so  wird 
ein  kurzer  Auszug  aus  dem  Ganzen  genügen  und  vielleicht  selbst 
erwünschter  sein. 

Den  Mittelpunkt  jedes  regulären  ebenen  Vielecks  sieht  Mau- 
rolycus als  dessen  Kern,  als  die  Einheit,  an.  Aus  diesem 
zieht  er  nach  allen  Ecken  die  Halbmesser.  Dann  ist  die  Zahl 
jedes  Halbmessers  =1,  also  die  Ccntralzabl  * 

des  lsten  3ecks,  4ecks,  Secks,.... 

= 1 + 3.1,  1+4.1,  1 + 5.1 

Werden  alle  Halbmesser  verdoppelt  und  zu  deren  Endpunkten 
die  2ten  Vielecke  construirt,  so  sind 

3.2,  4.2,  5.2,,... 

die  Zahlen  dieser  Halbmesser.  Hierzu  kommen  jetzt  noch  die 
Halbirungspuukte  der  neuen  Vielecksseiten,  so  dass  die  Central- 
zahlen  der  zweiten  Vielecke 

= 1+3. 2 + 3.1,  1 + 4. 2 + 4.1,  1+5.2  + 5.1,.... 

sind. 

' Durch  Verdreifachung  der  Halbmesser  gelangt  man  zu  den 
dritten  Vielecken,  deren  Seiten  zu  dritteln  sind,  wesbalb  die 
Centralzablen  der  3ten  Vielecke 

= 1 + 3. 3+3. 3,  1+4. 3 + 4.3,  1+6. 3 + 5.3 

und  die  der  nten  Vielecke  ... 
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Baut  man  aus  diesen  successiven 

' * 

3ecken,  4ecken,  5ecken,.... 
mit  den  Centralzablen 

1,  1,.... 

5 G 

13  16 

‘25  31 

41  51 

die  3-,  4-,  5- seifigen  Pyramiden  auf,  so  sind  die  Zahlen 

(nicht  die  Centralzahlen)  dieser  Pyramiden: 


1. 

1, 

1,- - 

6 

6 

7 

15 

19 

23 

(©) 

34 

44 

54 

65 

85 

105 

Diese  hier  erhaltenen  Werthe  nun  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
Centralzahlen  der  regulären  Polyeder  zu  finden. 

Wie  bei  den  Polygonen  bildet  nach  Maurolycus  auch  bei 
den  Polyedern  der  Mittelpunkt  dessen  Kern  oder  das  nullte  Po- 
lyeder mit  dem  Werthe  1. 

Aus  diesem  Mittelpunkte  werden  die  Halbmesser  nach  allen 
Polyederscheiteln  gezogen,  wodurch  eben  so  viel  Dreiecke,  als 
das  Polyeder  Kanten,  und  eben  so  viel  Pyramiden  bestimmt  sind, 
als  das  Polyeder  Flächen  hat. 

Die  2ten,  3ten,  4ten,....  zugehörigen  Polyeder  erhält  man 

durch  Ver-  2-,  3-,  4- fachung  der  Halbmesser  der  fünf  Isten 

Polyeder,  wenn  durch  die  Endpunkte  der  Verlängerungen  die 
entsprechenden  Ebenen  gelegt  werden. 


1, 

4 

10 

19 

31 


Demnach 

hat  das  Tetraeder 

„ „ Oktaeder  . . . . . 

„ „ Hexaeder 

„ „ Ikosaeder  

„ „ Dodekaeder  . . . . 


Halbmesser  Dreiecke 

Pyramiden 

4 

6 

4 3seitige, 

6 

12 

8 3seitige, 

8 

12 

6 4seitige, 

12 

30 

20  3seitige, 

20 

30 

12  Sseitige. 

\ 
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Nach  Maurolycus  nun  sind  für  die  lteu. 

2ten, 

3ten, 

4ten , .... 

Polyeder  die  Zahlen  für  die  Dreiecke  = 

0, 

1, 

3. 

6,.... 

die  Zahlen  für  die  3seitig.  Pyramiden  = 

1. 

5, 

15, 

34,.... 

79  m >»  »»  4seitig.  ,,  — — ■ 

1, 

6, 

19, 

44,.... 

9*  »»  99  9t  Sseitig.  t9  = 

1, 

7, 

23, 

54,.,.. 

# 

Vergl.  (*). 

Hiernach  ergeben  sich  folgende  Centralzahlen  fürdielsten, 
2ten,  3ten,  4ten,....  Polyeder,  und  zwar 


für  das  Tetraeder: 

Kern,  Halbm.,  Dreiecke,  Pyram. 

1 + 4.1  + 6.0  + 4.1  ±=  9 

1 + 4.2  + 6.1  + 4.5  = 35 

1 + 4.3  + 6.3  + 4.15=  91 

1 + 4.4  + 6.6  + 4.34  = 189 

für  das  Oktaeder:  für  das  Hexaeder: 

1+6.1+12.0+8.1  = 15  = 1+8.1  + 12.0+6.1 
1+6.2  + 12.1+8.5  = 65  = 1+8.2  + 12.1+6.6 
1+6.3  + 12.3+8.15  = 175  = 1+8.3+12.3+6.19 
1+6.4+12.6  + 8.34  = 369=1  + 8.4+12.6  + 6.44 

II*  I I f I I I ! 

für  das  Ikosaeder:  für  das  Dodekaeder: 

1 +12.1  + 30.0  + 20. 1 = 33=1+20.1+30.0+12.1 
1 +12.2  + 30.1  + 20.5  =155  = 1+20.2  + 30.1  + 12.7 
1 + 12.3  + 30.3  + 20.15  = 427=1  + 20.3  + 30.3+12.23 
1 + 12.4  + 30.6  + 20.34  = 909=1+20.4  + 30.6  + 12.54 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  von  den  Reihen  in  (<£), 
nämlich  von 


1,  5, 

15, 

34, 

65, 

1,  6, 

19, 

44, 

85, 

1,  7, 

23, 

54, 

105, 

die  nten  Glieder  beziehungsweise 

n.na  + l n.2na+l  n.5na+l 
"1.2  ’ 1.3  ’ 1.6 

sind. 
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Heller:  Geometrische  Aufgaben 


Von  den  drei  Reiben  unserer  Centralzahlen  aber,  nämlich  von 


1, 

9, 

35, 

91, 

189, .... 

1, 

15, 

65, 

175, 

369, .... 

l, 

33, 

155, 

427, 

909,.... 

erhalten  wir  als  ntes  Glied: 


(2it — I)  (n3 — n + 1)  für  das  Tetraeder; 
(2n-l)(2n*-2*  + l)  „ 

(2«  — 1)  (5«*  — 5n-|-l)  „ 


Octaeder 
Hexaeder  ’ 


Ikosaeder 

Dodekaeder 


Geometrische  Aufgaben  durch  Berechnung  gelöst. 

• Von 

Herrn  H.  J.  Heller; 

Oberlehrer  an  der  Königlichen  Kealschule  zu  Berlin. 


Die  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  durch  Coestruction 
zu  treffen,  ist  oft  eine  Sache  des  Zufalls;  in  nicht  wenigen  Fäl- 
len ist  man  des  Erfolges  bei  vorhergehender  Berechnung  gewis- 
ser. Allerdings  ist  die  Construction  gewöhnlich  kürzer  und  ele- 
ganter, die  Berechnung  nicht  selten  weitläuftig  und  schwerfällig. 
Dagegen  gelangt  man  bisweilen  auf  dem  berechnenden  Wege  zur 
ganz  allgemeinen  Construction  algebraischer  Ausdrücke.  Ich  lasse 
ein  paar  Beispiele  solcher  Lösungen  durch  Rechnung  folgen,  die, 
meines  Wissens,  noch  nicht  veröffentlicht  sind,  obgleich  Lösun- 
gen durch  Construction  allgemein  bekannt  sind. 
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Aufgabe.  Ein  beliebiges  Dreieck  in  ein  gleichaei-> 
tiges  zu  verwandeln.  (Taf.  I.  Fig.  1.) 

Gesetzt,  ABC  ist  das  gefundene  gleichseitige  Dreieck  und 
AD  ein  Lotb,  so  ist 

AC*  = AD*  + DC *. 


und  da  DC=ißC  — ',AC: 


AC*  = AD*  + \AC*, 

oder 

ADA~\AC*, 

oder 

iAD*  = 3AC *, 

also 

* , 

2AD-ACV3 

oder 

AD  = lAC\/3. 

Da  aber 

DC—  iAC,  so  verhalten  sich 

AD:DC  = \ACV3-.\AC, 

d.  h. 

AD.DC=V 3:1. 


Zieht  man  AE  parallel  DC  und  CE  parallel  AD,  so  ist  das  Rechteck 
AECD  = Dreieck  ABC.  Die  Aufgabe  wird  also  gelöst  sein,  wenn 
man  das  gegebene  beliebige  Dreieck  in  ein  Rechteck  verwandelt, 
dessen  Seiten  sich  wie  V3 : 1 verhalten. 

Man  verwandelt  also  zuerst  das  gegebene  beliebige  Dreieck 
in  ein  Parallelogramm,  dies  in  ein  Rechteck,  das  Rechteck  in 
ein  Quadrat. 

Gesetzt,  abcd.  (Taf.  I.  Fig.  2.)  sei  das  Quadrat,  so  muss  dies 
einem  Rechtecke  gleich  gemacht  werden,  dessen  Seiten  sich  wie 
V3: 1 verhalten. 

Es  sei  dies  das  Rechteck  cefy.  Da  man  die  Länge  der  Seite 
ce  nicht  kennt,  werde  sie  mit  x,  und  ef  mit  g bezeichnet;  oder 

X 

da  x:y  = V 3:1,  so  ist  y = 

Wird  nun  das  Quadrat  abcd=l  gesetzt,  so  ist 
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Heller:  Geometrische  Aufgaben 


oder 

x1  — y'.i , x — v3 

und 


Die  Construction  dieser  Ausdrücke  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise  : 

Legt  man  die  Seite  des  Quadrats  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  das  man 
durch  Verwandlung  bekommen  hat,  und  welches  man,  wie  seine 
Seite  =1  gesetzt  hat,  doppelt  an  einander  in  inn  (Taf.  I.  Fig.  3.), 
und  schlägt  von  ihrer  Mitte  o einen  Halbkreis,  trägt  ferner  von 
n aus  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  p ab  und  zieht  mp,  so  ist 
diese  Linie  mp  = V3. 

Verlängert  man  mp  um  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  q und 
schlägt  von  r,  der  Mitte  der  Linie  pq,  einen  Halbkreis,  und  trägt 
von  p aus  in  diesen  die  Differenz  V3 — 1 bis  s ab,  zieht  alsdann 

4 

qs,  so  ist  diese  Linie  qs  das  Doppelte  von  y3,  und  ihre  Hälfte 
gleich  der  einen  Seite  x des  gesuchten  Rechtecks.  Denn 

9i*  = (V3+l)*-(v'3-l)2, 

also 

qs1  = 4V3 

und 

qs  = 2V3,  |'=V3  = *. 


Mau  siebt  sogleich,  dass  durch  Fortsetzung  desselben  Ver- 
8 16 

fabrens  sich  eben  so  würden  y3,  \/3  und  überhaupt  y3  («  als 
ganze  positive  Zahl  genommen)  construiren  lassen. 


Errichtet  man  ferner  über  x ein  Quadrat,  theiit  es  in  3 gleiche 


Rechtecke  und  verwandelt  eines  derselben,  welches  also  =' 


3 


"3  = V3 


y3 


oder  d.  h.  gleich  der  andern  Seite  des  gesuchten  Recht- 

eckes, dessen  Verwandlung  in  das  verlangte  gleichseitige  Drei- 
eck sich  aus  Taf.  I.  Fig.  1.  ergiebt. 

Oder  — da  aus  Taf.  I.  Fig.  1.  deutlich , dass  ^ACE— JR  ist,  — 
•an  legt,  wenn  x gefunden  ist,  an  den  einen  Endpunkt  derselben 


Digitized  by  Google 


durch  Berechnung  gelöst. 


9 


einen  R,  an  den  andern  einen  Winkel  = ;R  an;  die  Linie,  die 
mit  x den  R bildet,  wird,  bis  zum  Durchschnittspunkt  mit  der 
anderen  angelegten  Linie,  y sein. 

In  einem  Lehrbuche  der  Geometrie,  welches  dem  Unterrichte 
in  einer  preussischen  höheren  Lehranstalt  zu  Grande  gelegt  wird, 
findet  sich  folgende  Lüsurig  der  vorstehenden  Aufgabe,  — eine 
Lösung,  die  so  abenteuerlich  ist,  dass  ich  mir  ihre  Mittbeilung 
nicht  versagen  kann. 

„Auflösung.  Man  gebe  dem  gegebenen  Dreiecke  einen 
Winkel  von  JR;  und  es  sei  ABC  (Taf.  I.  Fig.4.)  das  auf  diese 
Weise  entstandene  Dreieck,  dessen  Winkel  bei  B jene  Grösse 
hat.  Man  lege  nun  in  A auch  einen  Winkel  von  JR  an , wodurch 
das  gleichseitige  Dreieck  BAD  entsteht,  halbire  CD  in  G und 
ziehe  GE  parallel  mit  AD,  so  ist  BEG  das  gesuchte  Dreieck.“ 

Bei  dieser  Constrnction  wird  vorausgesetzt,  wenn  \ BEG 
= \BAC  sein  soll,  dass  &CFG  — &AFE  ist  Das  Letztere 
scheint  der  Erfinder  dieser  Coustructionsmethode  ohne  Weiteres 
deshalb  angenommen  zu  haben,  weil  CG=  GD  = EA  ist. 

Jene  Dreiecke  aber  sind  ungleich.  Denn  verbindet  man  A 
und  G,  so  müssten,  wenn  \ CFG  und  &AFE  gleich  sein  soll- 
ten, auch  &CAG  und  &AGE  gleich  sein,  da  zu  jenen  Drei- 
ecken nur  das  gemeinschaftliche  A GAF  hinzugekommen  ist. 

Nun  sind  aber  \CAG  und  \AGE  ungleich;  denn  sie  haben 
zwar  die  gleichen  Grundlinien  CG  und  EA,  aber  ihre  Höhen/!// 
und  GK  sind  ungleich,  da  GK  < DL,  DL  aber  — AH  ist. 

Folglich  sind  auch  & CFG  und  \AFE  ungleich,  also  auch 
das  construirte  Dreieck  BEG  dem  gegebenen  ungleich. 

Man  sieht  aus  dem  Obigen,  dass  es  bei  dieser  Constructions- 
w-eise  auf  die  Annahme  hinausiäüft,  als  könnten  Dreiecke  von 
gleichen  Grundlinien  und  ungleichen  Höhen  dem  Flächenraume 
nach  einander  gleich  sein. 

In  einer  anderen  Aufgabe:  „Ein  beliebiges  Dreieck  in 
ein  Dreieck  zu  verwandeln,  dessen  Winkel  gegeben 
sind“,  wird  die  Sache  auf  ähnliche  Weise  angestellt. 

D.  h.  wenn  ABC  (Taf.  I.  Fig.  5.)  das  Dreieck  ist,  indem  man 
den  einen  gegebenen  Winkel  bei  B schon  angelegt  hat,  so  soll 
der  andere  Winkel  bei  A an  BA  angelegt  werden,  so  dass  BAD 
der  zweite  gegebene  Winkel  ist;  es  soll  ferner  CD\n  E halbirt  und 
fFparallel /ID  gezogen  werden,  um  &BFE—  ^IMCzu  bekommen. 


t 
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Heller:  Geometrische  Aufgaben 


Aber  diese  Construction  ist  wiederum  falsch. 


Denn,  bezeichnet  man  AB  mit  c,  BC  mit  a,  CD  mit  A, 
CE  mit  Z?F  mit  so  muss  sieb,  da  FE  parallel  AD  ist,  ver- 
halten: 


d.  h. 


{a-\-b)-.{a+z£  — c:y, 


(a  + §)c 


y a + A 

Ferner  Ist,  wenn  \ BEF  = A BAC, 

b 


d.  h. 


(«  + $y  — oc, 
ac 


y~- 


a + 2 


6’ 


folglich  müsste 


(«  + 2>c 


a+A 


sein,  oder 


o + 2 


a+2 


a + b b 
0 + 2 


oder 


(a  + 2)*  = “(o  + &) 


oder 


2 2aAA*  . 

al  + ~2~  + -j-  = a®  + nA 


oder 


A* 


u’+  oA  + -j-  = o*  + aA  > 


welches  falsche  Resultat  nur  von  der  unrichtigen  Annahme,  dass 
A BEF  — A BAC  ist,  herrührt. 

Solche  Constructionen  den  Schülern  vormachen, 
das  heisst  doch,  sie  hinter  das  Licht  führen. 
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Die  richtige  constructive  Lösung  ist  bekanntlich  dieser  zwei- 
ten Aufgabe  mit  der  ersteren  gemeinsam.  Wie  hei  jener  aber 
setze  ich  auch  für  diese  Aufgabe  eine  auf  Rechnung  gegründete 
Lösung  her. 

Gesetzt  wieder,  ABC  (Taf. I.  Fig. 6.)  sei  das  Dreieck,  dem 
man  schon  den  einen  Winkel  bei  B gegeben  hat,  BAD  sei  der 
zweite  Winkel,  der  dem  zu  construirenden  Dreieck  gegeben  wer- 
den soll,  so  handelt  es  sich  darum,  zwischen  C und  D den  Punkt  ' 
zu  finden,  von  dem  aus  die  Parallele  mit  AD  gezogen  werden 
muss,  durch  welche  ein  dem  &ABC  gleiches  Dreieck  entsteht, 
welches  einen  dem  Z.  BAD  gleichen  Winkel  hat. 

Ist  F dieser  Punkt  und  FG  die  Parallele,  so  werde  BC  mit 
a,  CD  mit  b,  BA  mit  c,  die  noch  unbekannte  CF  mit  x,  die 
ebenfalls  noch  unbekannte  GA  mit  y bezeichnet.  Danach  ist 
FD=b—x. 

Sollen  die  Dreiecke  CFH  und  GAH  gleich  sein,  was  bei  der 
Lösung  der  Aufgabe  stattfinden  muss , so  muss  GC  parallel  AF  sein. 
Alsdann  verhält  sich  : 

a:x=(c— r, 
und  da  auch  GF  parallel  AD, 

(c—y):y  = (a  + x):(b—x), 

folglich 

a:x  = (a+x):(6 — x), 

oder 

a{b — x)  ~x(a-{-x), 
ab — nx  = ax  + x®, 
ab  ~ lax  -f-  x *. 

Die  Censtrnction  ist  also  so  zu  machen,  dass  die  Gleichung 
x*  -f  2ox  — ab  stattfindet. 

Zu  diesem  Zwecke  schlägt  man  um  BD  einen  Halbkreis,  er- 
richtet in  C ein  Loth,  das  den  Halbkreis  in  J treffen  möge,  zieht 
BJ,  schlägt  von  B aus  mit  BJ  einen  Kreis,  und  wenn  dieser  die 
BD  in  F trifft,  so  verhält  sich,  da  BJ  — BF  =.a+x  ist, 

a:(«  + *)  = («  + *0 : («  + b) 

oder 

(n  + x)*=  a(a  + b), 
n*  + 2ox  + x* = a®  + a6 
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König:  Die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks. 


oder 


'iax  + x*  = ab. 

Dies  ist  aber  die  erforderliche  Gleichung. 


IIY. 

Die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks. 


Von 

Herrn  Dr.  J.  F.  König, 

Professor  am  Knciphüf  sehen  Gjmnasio  zu  Königsberg  i.  Pr. 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  fordert  Theil  If. 
Seite  326.  die  Leser  desselben  auf,  für  das  sphärische  Viereck  einen 
Ausdruck  zu  suchen,  welcher  dem  entspricht,  den  Herr  Director 
Strehlke  dort  für  das  ebene  Viereck  gegeben  hat.  So  viel  ich 
weiss  ist  nur  der  verstorbene  Professor  Sohncke  dieser  Aufforde- 
rung in  soweit  nachgekommen,  dass  er  Thl.  IV.'S.  447.  einige  zwar 
interessante  Flächenformeln  für ’s  sphärische  Viereck  mittheilt,  von 
denen  aber  wohl  keine  der  fraglichen  entsprechend  genannt  wer- 
den kann.  Mehr  dürfte  in  dieser  Beziehung  die  zunächst  fol- 
gende Formel  befriedigen.  - * 

Bezeichnet  man  die  auf  einander  folgenden  Seiten  AB,  BC, 
CD,  DA  mit  a,  b,  c,  d,  die  Diagonale  AC  mit  e,  a + ö + c-frf 
mit  2s,  dann  hat  schon  Herr  Strehlke  a.  a.  O.  die  auch  auf 
etwas  anderra  Wege  leicht  abzuleitende  Gleichung: 

sin(*-a)sin(s-6)sin(*-c)siii(*-<2)=(isinasin6sin/?-f  2sincsinrfsin.D)2 

f sin  a sin  b sin  c sin  d cos  « (Ä-pZ))8 
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König:  Die  Fläche  de»  sphärischen  Vierecks. 

gefunden.  Hieraus  ist  nun: 

sinasinösinZi  -f  sincsinr/sinZ) 

=2v/t8in(f-fl)sin(i-6)sin(i-c)sin(*-rf)-sinasin68inesinrfcosJ(fl+2>)1! 

=2F, 

und,  wenn  man  die  Flächen  der  Dreiecke  ACB  und  ACD  mit  f 
und  f bezeichnet,  da 

.a.b.  e , f 

sm^  sini2Sin«=  cos^sin  ^ , 

.c.d.  e . f 

singsin  ^ sin  U = cos^sin^ 


ist  : 


. f 2F — sincsin fisin  1) 

sin  o — — £ » 

Z . e a b 
4 cos  ^ cos  ^ cos^ 

f 2 V — sin  a sin  b sin  B 

. e c d 
4 cos  ^ cos  -}  cos  ^ 


s,n2  = 


Ferner  ist: 


f 1-f  cose-f-cosa-f  cos6 


cos.t  = 


. e a b 
4 cos  ^ cos  ^ cos  ^ 


f l-f-cose  -f-cose  + cosd! 

COS  — - i > 

2 . e c a 

4cos^  cos  ^ cos  ty 

und  diese  vier  Werthe,  in  das  aufgeloste 

(f  f'\  F 

2 + Yy  = sin  2" 

gesetzt,  geben,  wenn  man  noch  mit 

, e2  n b c d 
4cos-g-  cos  ^ cos  g COS  jj  cos  ^ 


multiplicirt : 


e2 , cosad-cos6-f  cosc-fcosi/ 


4 cos  cos^  cos^  cosg  cos  ^ sin  ^ =2  F|cos  ^ + 

ei 

— i cos  (sin  a sin  b sin B-\- sin csin rfsin D) 

, . ...  „cosa-fcosö  • . . cose+cosdf, 

— | sin  a sin  6 sin  Z? j — — + sine  sin  rfsinü ) 
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Nun  ist 


König:  Me  Fläche  de»  sphärischen  Vierecks, 


sin  n sin  6 sin  B + sin  csin  rfsin  D = 2 V, 


sinasin6sinZ£??H±^=2  - sinCsi„rfsinZ>C-°ia  + C°-Si, 

si  n c sinrfsi  n/)^^i-C-^^r=2  — sina  si  n 6si  n 2j£2f£dl£2?^; 


also 


. . , . n cos  n 4-  cos  b ...  „cosc  + cosd 

sina  sino  sin/? j 1 sine  sind  sin  D j 


cosa  + cosft+eose+costZ 


2 


V — ijsinosinfisinßcos^i^  C08£—jL 
Z Z 

. * . , . n <i  + 6 a— 6, 

+ smcsin  asin//cos  — 5—  cos  — i. 


und  durch  Substitution  schliesslich: 


. F 

Sin  2-: 


V{ 


sin  (s — a)  sin  (s  — 6)  sin  (* — c)  sin  (1 — d) 

. ...  . , B + D* 

— sin  asin  osin  csin  acos  — ^ — 


. a b c d 
4 cos  g cos  ^ cos  g cos  2 


sinasin6sinZ?cos?^  cos  <4^+sinesindsinZ)co8--i^  cos^-j^ 


Aber 


0 a b c d e * 

ocosg  cos  2 cos 2 cos  2 cos -2 


e*  a + 6*  B*  ' 

cos-2-=cos — 2“  + sin  asin  6 cos  2"  —P 

c + d * . Z)*  , 

= cos — g-  + sin  csin  dcos =p  , 

also  aueh 

=«+£'=  VFF. 

f 

Diese  Formel  giebt  für  d=0  den  richtigen  Werth  fär  sin^, 

e% 

da  dann  c~e  und  der  Zähler  des  zweiten  Bruches  = 2cos2  V 
wird,  und  entspricht  wohl  dem  Flächenausdrucke  des  Herrn 
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Strehlke  fflr’s  ebene  Viereck.  Dass  die  Wurzeigrösse  nicht.  ’ 
allein  Vorkommen  kann,  wie  bei’m  ebenen  Viereck,  folgt  schon 

daraus,  dass  hier  allgemein  nicht  cos  - = cos — , wie  es 

liei’m  Viereck  in  der  Ebene  der  Fall  ist. 


» y 
• . 


Satz.  Die  Fläche  des  sphärisehen  Dreiecks  ist  durch  die 
Grundlinie  und  den  die  beiden  anderen  Seiten  halbirenden  Bogen 
bestimmt. 

Beweis  1.  Heisst  in  unserer  Figur  der  a und  b halbirende 
Bogen  y,  so  ist: 


a + b2 


B* 


COS. j sr  cos — g—  -f-  sin a sin  b cos 
a2  b 2 . a2  . b2 

— cos  2 cos  ^ + sin  2 sin  2 -f  4 sin  nein  AcosB, 

a 6 . a , b „ 

cos  y = cos  cos  2 + sin  2 sin  cos B; 


also 


und 


d.  b. 


a2  6*  , . o!  . b2  ^ 

cosf‘=cos^  C0S2  +SIU2  sin 2 cosB2  + £ sin  er  sin  6 cos  B 

J 


e2  ■ . a*  b2  e2  f* 

cos  2 — cosy2  =sui2  sin  2 810^=0062  sin ^ , 


f cosy 

cos  — - 

£ e 


cos  J 


Beweis  2.  Setzt  man  in 


« A . . « . & _ 

cos  y=  cos 2 cos  ^ + sin  sin  2 cos  B 
für  cosB  den  Werth,  nämlich 

cos  e — cos  a cos  b 


so  entsteht: 


sin  a sin  6 


1 + cosa  + cosA  -f  cose  e f 
cos  r— “ -Ä = cos  2 cos| . 


.ob 

4 cos  2 cos  ,j 
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Hieraus  folgt  zugleich,  dass  immer  y>  ^ sein  muss  und  dass 

sich  y als  Hypotenuse,  ^ und  ^ als  Catheten  zu  einem  recht- 
winkligen Dreieck  verbinden  lassen. 

Heisst  der  c und  d halbirende  Bogen  5,  so  hat  man : 


f cosy 

cos2= e' 

cos2 


f 1 \[  e* 

'2= i V C082 


— cosy* 


cos  2 


= Vsin  (y  + 1)  sin  (y  — , 


C082 


f'  cos  3 . f 1 

!rfE- — smr  — 


COS  2 = 


cos2 


also 


cos  g 


. f\r  . f 

sin  2 ~ =sin-2 


Vsin  (3  + 2)  sin  (<5  — <y) ; 


ß C ß ß c 

— sec-2  1 cos y Vsin (3 -}  sin (3— ) + cos 3Vsin (y  + ^ ) sin (y  — ^ I 


y±r 

2 


f 

*2 


=sec  2-|cosycos3 — Vsin(y  + 2)sin(y — 2")sin(3  -f-  ^)sin(3 — (. 

Setzt  man  (ur  cosy  und  cos 3 die  Werthe,  also  auch  gleich 

slna2sin62sin.B2  für  cos-j — cosy2, 
e2 

sin c4 sind2 sin ß2  für  cos — cos 52; 

so  erhält  man,  was  man  auch  ohne  Einführung  der  Bogen  y und 
3 findet, 

. F e*.  , a . b c d . _ 
sin  g = sec  ^ t s>n  2 s,n2  cos  j cos  £ 810  B 

+ sin  c sin  dcos^  cos  ^ sin  D + sin^  sin  sin  ^ sin  ^ sin(jB+Z))|, 


cos  2 = sec  -g-  { cos  2 cos  2 cos  2 cos  2 s‘n  2 8'n  2 cos  2 008  2C08 
. . c . d u b n . a . b . c . d B 

+8in  2 Sln2  cos2  cos2  c08^  ' sm2  810  2 s,n2  Sln2 
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Dividirt  man  cos-^  durch  sin  ^ und  dann  Zähler  und  Nenner 

a b c d F 

durch  cos cos  y cos  cos  » so  entsteht  für  cot-^  der  Ausdruck 

des  Herrn  Sohnke  a.  a.  O.  S.  448. 

Ferner  ist 

ff1  f C € € 

F sin  + sin  ^ V8in(y+t-j)sin(y— + Vsin(3  + ^sinfd-jj) 

Ung^-r- 


f 

cos.j  + cos  2 


cosy  + cosd 


. * ’• 
9 m 

_ m 


Gewiss  giebt  es  auch  für  tang^  einen  Ausdruck,  der  für 
f 

d=  0 in  die  tang^-  des  Simon  Lhuilier  übergeht;  aber  wie 
findet  man  ihn? 


> 


IV. 

De  integralibus  quibusdam  definitis. 


Auctore 

Dre.  Christian»  Fr.  Lindman, 

Lect.  S trengne aensi. 

(Ex  conspectu  Actorum  Keg.  Acad.  Seiest.  Holm.) 


Abhinc  aliquot  annos  Reg.  Societas  scient.  Upsaliensis  in  novis 
Actis  suis  (Vol.  I seriei  tertiae.  Ups.  1855.)  locunt  dedit  commen- 

n 


tariolo  meo  de  functione  transcendente  / x Cot  axdx(=  H(a)), 


f 


o 

ex  qna  multa  integralia  pendent.  Non  pauca  1.  c.  sunt  allata;  postea 
vero  in  alia  incidi,  quae  formula  „ 


Theil  XXXIV. 


2 
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/* 1 xm~l  Ixdx 

K~J  ! + *• 


contineniur,  ubi  sunt  m et  n nunieri  integri  positivi  et  m ti. 

Si  brevitatis  caussa  posuerimus 

('2/>  + 1)jt 

n -<Pp’ 

1(1— 2x  Cos  rpp  -f  x1)  = Lj, , 

. , arSincpp  ^ 

Arct§T^C^-^’ 

indefinita  integratio  dabit*): 

(n=  num.  par.) 

• ' —-—1  p=--l  ‘ 

nxm^Hxdx__lx  j * Coamv  i <z  S Sinmcpp./lpj 

J 1+*”  n ( p=„  ™ p=o  ’ 

i .H-1  Hb1  - , 

-p  — J — | S Cosmqpp.Lp-— 2 S Sinmqpp.^p|  , 


(n=  num.  imp.) 

/xm~1fxdx 
“1  + *" 


= ff  pa;)—  S Cosmyp. Lp+2  S Sinmg>p./<pl 

W i)— 0 p=o 


P=" 


r=o 


1 rdx  i'1  ^ Cos  L 2 SZSin»i9Pp.^p| , 

quae  integralia,  ut  inveniatur  integrale  "’Jn,  intra  iimites  0 et  1 
sumenda  sunt.  Occurrit  tarnen  difficultas  quae  dam,  quod  termini, 
a signo  / soluti,  si  est  x = 0,  in  formam  indeterminatam  Ox® 
abeunt.  Posito  autem,  ut  verus  valor  inveniatur, 

u=lxl( 1 — 2a;Cos^p  -f  a:2), 
facile  apparet,  esse 

il.v  l(  1 -f  x)  > u > 21*  1(1  —x). 


n—  S 


n—  s 

r=~T- 


*)  Vide  M inding,  Integral -Tafeln  pag.  57. 
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Evolutis  l( 1-J-x)  et  /(]  — x),  termini  harum  functionum  fiuut 
xr  n 

l'orroa  — - Ix,  qui  quidem,  si  est  x — 0,  in  nibilum  abeunt,  atque 

ideo  functiones  2lx/(l  + x),  2lxl(l~  x)  cum  interja’cente  u.  Prior 
igitur  summa  =0  est,  exsistente  x = U. 


Positoque 


et  deinde 


habebimus 


co  — Ix  Are  tg 

arSiinjpp 
X Cos  <Pp  3 ^ 


1— 


.rSinrpp 
1 — x Cos  <pp 


tcT'«P  Sin  i// 

Sinqjp  tgq>Cosq!p  Sin  (<Pp  -J-tp)  ’ 

co  s=  ip/Sinq> — if»/Siu(9rp  + i})). 


Quia  est  ifi  = 0,  si  est  x — 0,  valor  functionis  co,  posito  ip  — 0, 
quaerendus  est.  lllico  patet,  hunc  terminum  tum  evanescere,  id 
quod  de  illo  quoque  solita  ratio  docet.  Omnes  igitur  termini  extra 
/ evanescunt,  si  est  x = 0,  id  quod  quoque  fit,  si  est  x—\. 
Itaque  est 


l /»i  ,lxr~2  1 

"Jn  — / — S Cos  nupvl(\ — 2x  CosqPp  f X2) 

nt/  x p=o 

nfl  1F  Jo  Sinm^ArctSi-xCosfP  5 


(n  = num.  imp.) 


I 

n J x 


P= 


S Cos  mepp  l (1  — 2x  Cos  <jpp  + x 2) 


2 p1dxT  * x Sin <pp 

n,/  x pfoS'nm^ArCtgl-7c('osVp' 
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Integrale  igitur,  de  quo  agitur,  ex  his  tribus 

~l(l  +*)»  J'-1^l(l-2xCos'Pp+x*), 

0 o 

/*  dx  . . arSinqPp 

x rC  ® 1 — a:Cos<jPp 
o ' 

pendet.  Evoluto  /(1+a-),  integratio  dabit 

fl^K  l+*)=p-^  + J-p  + celt 
0 

Quia  summa  bujus  seriei  =p>  eat,  evadit 

/*  dx , . ?t2 

— /(I  + x)  = J2 


(1) 


Jam  cognitum  est  *) 
•*  dx. 


■ J*  dx 


1 +a; 


W+2xCosy  + a:4 


— 4ya» 


quod  integrale  ope  theorematis  cogniti  evadit 


=/'?■ 


l+i 


V l+2iCosy+ 


/*  dx. 


1 +x 


V l+2a:Cosy-fx* 


Substituto  in  posteriore  termino  — pro  x,  invenitur 


1 +x 


p 1 dx 

= =2  / — i 

hx1  J * 


1 +x 


V l-f-^arCosy-f^* 


r**z 

«/  Vl-^Cosy-H 

Itaqoe  est 

/’  ^/(l4-*)-4  f ^I(l  + 2o:Cosy4-x*)=Jr*, 

0 o 

quae  aequatio,  de  aequationc  (I)  deducta,  multiplicatione  per  2 
facta,  dabit 

J*  ^/(1+2o:Cosj-4 -x*)z=~  — ^-. 

O 

Posito  y = n — tpp , invenitur 


•)  Vide  M inding  I.  c.  pag.  149. 
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(2) 

f'^Kl-VxCos^+x*)  = £-}(*-*,)*=£  -^[1-^V 
0 

Jam  restat,  ut  integrale  tertinm  inveniatnr.  Posito  igitur 


. a:Sin  <pp 

Arot*i-*c0J^sa»» 


habebimus 


Sin  tl>  dx  _ . , _ . , . , , 

*-SÜ.(9,  + ¥)'  *=C«t^-Cot(V,  + ^)dv. 

Quia  limitibus  a:  = 0,  x = 1 resp.  respondent  limites  y = 0, 
ip  = 4(sx  — $>,),  evadit 

/ Px  dx  . . xSinipp 

J X fC  ® 1 — X Cos  <Pp 
0 

/Jt*— <P ) /»  1(71— 9_) 

p iprftp  Cot  ip — / p ipdtyCot(<pr  -f-  ij/)- 
o o 

In  termino  priore  dextri  membri  posito 


It  — CDp 


• ..  , 2p  + 1 

invemtur  (<pp=  ^ — jt)  s 

/ “—'Wn. = o - tti)-/  Cota  - 

0 0 

=d_?2-±i)*  ^(1-?^^). 

' n ' ' n 

Integrale  posterius  ad  eandem  functionem  transcendentem  reduci 
potest.  Posito  enim 

9’p  + 1I'  = i> 

fit  . 

/i(3T— » ) /»  {(7T+SP  ) /»  l(7t+®  ) 

p tprfipCot((pp+ifi)=/  p jrfiCotr— 9>p/  p Cotxdr 

0 *> 

=/“'*’-■  Cot 
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Posito  jam  in  primo  integrali  2 — — et  in  secundo  1= 
introductoque  valore  ipsius  <pp,  inveniemus 


f U”  fp)  l>dvCot(<pP  + f)=(l  + f * »/rfyCot(l  + 

0 0 

_ 4 QZP)'/1  ydy  O.  8E±S!nsto0^2f 


vel 

f fdf  Cot  (Vp  + *)  = (1  + H (1  + 

o 

Substitutione  igitur  recte  facta,  habebimns 

jT 

-"<>  + *±V,,<. + ^ > 4 (>,*')•  „ 

_(2£±l^  (^+)W 

n 2n 

In  commentariolo,  cujus  mentio  supra  facta  est,  deifronstratur  esse 
(l  — 6)2//(l -b)  — (1  t Ä)2 (1+6)  = 262 [//(*) - 2//(2A)] , 
(6<1) 

atque  ideo  est 

(|_2JP±i)»//(I  _?^±i)_(I  + ?PiJ)*^(l  + SLU) 

' 7i  ' x n'n 

et' 


,ai±J)ü  ßSil,<?e+i>?. 

n , 2n 


(3) 
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Tribus  bis  iutegralibus  in  mJ%  introductis  et  reductionibus  qui-j 
busdam  factis,  invenimus 


(n  = nun»,  par.) 


nt r=i~l 

mJn  = -S  Cosm<Pp[a — (1- 

p=ö 


2p  + 1 


)*] 


(n=  num.  irap.) 

(•2p  + 1)». 


(4) 


(5) 


(9>P  = • 


*)■ 


Si  definit!  valores  numeris  m et  n dantur,  saepenumero  reduc-.' 
tiones  baud  eontemnendae  ausiiio  formularum  *),  in  comnienta- 
riolo  demonstratarum,  fieri  possunt.  Huc  accedit,  ut  integralia,  in 
quibns , usurpata  prius  formula  (4),  post  Substitutionen»  quandam 
formula  (4)  aut  (5)  uti  liceat,  diversarum  functionum  H inter  se 
nexum  praebeant.  Positis,  ut  exemplum  proferam,  m=l,  « = 4^ 
babebimus 

lJ* = ■ - sh  | T + ^v'2 +1)  + "«>  “ *»>  | • 

Attamen  formula  illa  multaeque  aliae  in  simplicioren»  formam  trans- 

71 

/2  xilx 

Sinti’  q-»el.c.perL(«) 
o 

designata  est  quaeque  cum  //(fl)  hac  simplici  conjunctaest  aequatione 

L(a)  = //(|) -//(«). 


•)  E tjuibua  afferatn 

(1  — by  H(\  — A)  + (1  + by ‘ H(\  + b)  = ^ /2  Co» 


bn 
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Quo  facto,  formula  nuper  allata  mutatur  in 

V4=-8^2  f 2*  + nliV'2+ l)  + £<4>  | ' 

Quod  si  integrale  sine  auxilio  formulae  (4)  quaerimus,  incidimus 
iu  integrale 


/*  dx  xV2 

-Arctgr^ 


quod  solitis  rationibus  invenire  non  potui.  Quura  vero  sit 


*V2 


invenitur 


Arc  ‘8  = Arct8  V2=i+  Arcts  ’ 

y ^ Are  tg  = J{*J(V2  + 1)+ L(i)  t. 


Duplex  usus  formulae  (4)  et  (5)  demonstrari  potest  integrali 

x*lxdx 


+x*  ’ 


quod,  substituendo  x pro  x*,  mutatur  in 

Ixdx 


c_  V 1+ 


Quum  formula  (4)  in  utreque  adhibitur,  invenimus,  reductio- 
nibus  quibusdam  factis, 

6£f(i)-L(i)=y  MCotg. 

»el , quia  est  H(\)  — U{\)  + L(l)  = | fl  + L(l) , 

6i(l)-L(J)  = yfCot^. 


E functione,  quam  per  //(....)  designavimus,  pendet  quoque 
integrale 


J 


1+x* 


dxi 
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quod , posito 
mutatur  in 

Jam  vero,  quia  est 


* = Arctg«  = s, 


V2  Sin  I 7 


l + tg^= 


ß+t) 


evadit 


Cosip 


J — tlVl+J'  lS\a(~+ri>^drl>  — J*  ICoaif/df, 

0 0 . 

»ei,  per  partes  integrando: 

/=t/V2Sin^j  + e^-a/Cosf— f*  ip Cot(j+ip^dip-f'\p tg tpdtp. 


Posito 


iovenitur 


4+Tp  = 9> 


f 'Kot ß + v)rftP=y’4  <pCot<pd<p-^lVilS\nfä  + t'\ 

0 it  ' ' 


= ö +*)t"(l  + ”)-im  - J /V2Sin  (j+t). 
Positoque  invenitur 


2r. 


^/*  i/>  tg  $ dy  =£  Z1*  Cot  <p  dtp—  C * <pCot<prf<p 

° * 

* * *" 

=-  JfCos*  - »(1)  + (1  - ^(1  - ?!) 

*y  tt 

= -|/2Cost  + (l-l£)»Ä'(l-^). 

Si  ralores  inventi  subetituuntur,  prodit 
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J = + /V2Sin  (j  + *)  + |/2Cose-e/Cosc  + \H(\) 

Positn  « = 1 vel  t=  y,  invenimus 

r u}±xidx-nv, 

J 1+**  ö*“’ 

o 

quod  integrale  (vide  Toni.  VI.  praec.  pag.  448.)  a Serret  et  ante  eiim 
a Bertrand  in  diario  C*  Lionville  propositum  est. 


r 


v. 


Ueber  krummlinige  Coordinaten. 

■H- ' 

von 

• .> 

v * Herrn  Doctor  Böklett 

, 

zu  Snlz  a.  N.  im  Königreich  Würtemberg. 


Im  Allgemeinen  wird  die  Lage  eines  Punktes  im  Raume  da- 
durch  bestimmt,  dass  man  drei  sich  rechtwinklig  kreuzende  Axen 
annimmt  und  den  Punkt  als  den  Durchschnitt  von  drei  auf  diesen 
Axen  beziehungsweise  perpendikulären  Ebenen  betrachtet.  Diese 
Ebenen,  welche  gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen,  bilden 
das  erste  und  einfachste  Beispiel  eines  orthogonalen  Flächensystems 
dar.  Eine  zweite  Bestimmungsu'eise  der  Lage  eines  Punktes  im 
Raume  ist  die,  dass  derselbe  als  der  Durchschnitt  von  drei  ortho- 
gonalen Flächen  zweiten  Grades  angesehen  wird,  und  zwar  von 
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einem  Ellipsoid  (p),  einem  einmantligen  Hyperboloid  (ft)  und  einem 
zweimantligen  Hyperboloid  (v).  Diese  Flächen  haben  zugleich 
die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  ihre  Hauptschnitte  dieselben 
Brennpunkte  haben,  wesshalb  sie  horaofokal  genannt  werden.  Die 
Gleichungen  derselben  sind  : 


(I) 


g2  ■ , 

p2  Tfa_6a-t-e2_c2— •. 


a:2  y2 

p 2 + f.2-62'"ca-(r2 


sP  _ ya 

v2  62— v2 


Die  grossen  Halbaxen  dieser  Flächen  sind  p,  ft,  v;  b und  c sind 
die  Entfernungen  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkt  der  beiden 
Hauptscbnitte,  welche  die  grosse  und  mittlere,  die  grosse  und 
kleine  Axe  enthalten,  also  ist  c>  A.  Ein  Punkt  (pjtv)  im  Raume 
ist  sonach  bestimmt,  wenn  die  grossen  Halbaxen  p,  ft,  v der  drei 
durch  ihn  gehenden  homofokalen  Flächen  gegeben  sind.  Will 
man  von  einem  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  zu  einem  andern  auf 
dieser  Fläche  übergehen , so  bleibt  p constant ; p — const.  ist  also 
die  Gleichung  aller  Punkte  auf  dem  Ellipsoid,  gerade  so  wie  z.  B. 
z=  const.  beim  gewöhnlichen  Coordinatensystem  die  Gleichung 
der  Ebene  ist,  welche  auf  der  z-Achse  senkrecht  steht.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen , auf  dem  Ellipsoid  (p)  gezogenen  Linie 
hat  die  Form  g.—f(y),  weil  beim  Uebergang  von  einem  Punkt 
des  Ellipsoids  (p)  zu  einem  anderen  von  den  drei  Grössen  p,  ft,  v 
sich  nur  die  beiden  letzteren  ändern.  Die  Gleichungen  einer 
Durchschnittslinie  von  zwei  homofokalen  Flächen,  z.  B,  von  (p) 
und  (p),  sind 

(2)  p = const. , ft  = const. , 

wie  z.  B.  beim  gewöhnlichen  Coordinatensystem  die  Gleichungen 
einer  Linie,  die  parallel  der  x-Axe  ist,  const.,  y = const.  sind. 

Nach  dem  Satze  von  Dupin  schneiden  sich  orthogonale 
Flächen  in  ihren  Krümmungslinien ; bestimmt  man  also  einen  Punkt 
im  Raume  durch  drei  homofokale  Flächen  oder  durch  elliptische 
Coordinaten,  so  nehmen  die  Gleichungen  der  Krümmungslinien 
die  äusserst  einfache  Form  (2)  an.  Die  beiden  Brennpunkts- Ent- 
fernungen 6 und  c sind  unveränderlich  für  ein  elliptisches  Coor- 
dinatensystem ; veränderlich  sind  nur  die  Halbaxen  p,  ft,  v der 
drei  durch  den  Punkt  (g/rv)  gehenden  homofokalen  Flächeu,  wenn 
man  zu  einem  anderen  Punkte  (p'ftV)  übergeht.  Es  liegt  in  der 
Natur  dieser  Fläcbeo,  dass  immer  p>c,  u < c und  >A,  v<6 
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Wir  bezeichnen  die  Entfernung  eines  Punkts  (ppv)  vom  Mit* 
telpunkte  des  elliptischen  Coordinateosystems  (dem  gemeinsamen 
Mittelpunkte  der  drei  homofokalen  Flächen)  durch  D,  so  ist 

(3)  7i*  = e2  + ft*  + v*— Ä*— c*. 

Ist  D constant,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  einer  Kugel  in 
elliptischen  Coordinaten : 

(4)  q1  p2  ■+■  v® = const. , 

welche,  wie  man  sieht,  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleichung 
der  Kugel  in  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten,  und  fol- 
gendes Theorem  enthält : 

Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Kugel  bewegt,  so  ist  die 
Quadratsumme  der  Halbaxen  der  drei  durch  ihn  gehenden  kon- 
zentrischen homofokalen  Flächen  konstant. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  (o)  so,  dass  seine 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  konstant  bleibt,  so  ist  in  (3)  D=z  const-, 
q = const.  zu  setzen , mitbin  erhält  man : 

(5)  p2  -j-  v*  = const. 

für  die  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades. 

Wir  betrachten  ein  durch  vier  Krümmungslinien  auf  dem  Ellip- 
soid  (p)  gebildetes  Viereck  abed.  Die  vier  Punkte  a,  b,  c,  d 
sind  durch  elliptische  Coordinaten  auf  folgende  Art  bestimmt: 
a durch  (ppv) , b durch  (pp^),  c durch  d durch  (ppv,). 

a und  c sind  also  Gegenecken.  Die  vier  vom  Mittelpunkte  nach 
den  Ecken  dieses  Vierecks  gezogenen  Radien  sollen  Da,  Dt,  Dc,  Di 
heissen.  Durch  Vergleichung  mit  (3)  erhalten  wir  die  Gleichung: 

(6)  D£\D?  = D?\D£-, 

hierin  liegt  der  Satz:  Wenn  man  nach  den  vier  Ecken 

eines  von  vier  Krümmungslinien  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  gebildeten  Vierecks  vom  Mittelpunkt  aus 
Radien  zieht,  so  ist  die  Quadratsumme  der  nach  zwei 
Gegenecken  gezogenen  Radien  gleich  der  Quadrat- 
summe der  beiden  andern. 

Wir  nehmen  nun  ein  zweites  Ellipsoid  (p')  an,  welches  die 
vier  homofokalen  Flächen  (p)  und  (p'),  (v)  und  (v'),  die  durch  die 
krummlinigen  Seiten  des  Vierecks  abed  bestimmt  sind,  in  dem 
Viereck  a’b'c'd'  schneiden,  so  sind  diese  vier  neuen  Punkte  durch 
elliptische  Coordinaten  also  zu  bezeichnen:  «'  durch  (p'pv)> 
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durch  (p'p'v),  c'  durch  (p'/i'v1),  d'  durch  (p'pv');  die  vier  vom 
Mittelpunkte  nach  den  Ecken  a'b'c'd'  gezogenen  Radien  bezeich- 
nen wir  mit  Da-,  Df,  Dt-,  Df,  die  Gleichungen  (3)  und  (6)  füh- 
ren nun  sogleich  auf  die  Formel : 

(7)  Da“2  + />e2  = Dfi  + Di*  = Dt 2 + Dt*. 

d.  h. : Zieht  man  vom  Mittelpunkte  nach  den  Ecken 
eines  von  sechs  homofokalen  Flächen  gebildeten  Pa- 
rallelepipeds  Radien,  so  sind  die  Quadratsummen  der 
nach  je  zwei  Gegenecken  gezogenen  Radien  einander 
gleich. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

p*-(6*-|-c2-J-x2-|-^2-f-22)p4-f-{62c2+82(x2-|-J2)-|-c2(x2-|-y2))p2-62c2x2:=:0. 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichuug  sind  p2,  p2,  v2,  und  zwar  ist 
nach  der  Theorie  der  Gleichungen: 

M e24-fi2  + v*  = 62  + c2+  x2+3t*+i2, 

p2 p2  -f  - p2v2  -f-  p*v*  = b2c2  -j-  b2  (x*  -f- 12)  -j-  c*  (x2  + y2) , 
p2p2v2  = b2c2x2. 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Werthe  : 

(8)  bcx  — ppv,  6Vc2— 6*.$p=V"p2 — b2  Sf  p2 — 6*  V" b2 — v2, 

cVc2 — b2.i—  V p2 — c2V c2 — p2  V c2 — v2. 

Man  ziehe  nun  vom  Mittelpunkte  O nach  einem  beliebigen  Punkte 
M oder  (ppv)  die  Linie  OM  — D,  so  lassen  sich  die  Cosinus 

X Qi  Z 

D’  T)’  ~D  ^er  ,Telche  OM  mit  den  Axen  bildet,  zu- 

folge der  Gleichungen  (3)  und  (8)  sogleich  in  elliptische  Coordi- 
naten umsetzen.  Für  einen  zweiten  Punkt  M’  oder  (p'pV)  sei 
OM'  = D' , so  ist 

cos  MOM'  = JJJp  + Dly  TTD1 

oder 

(9)  D.D'qobMOM' 

_ppvp'p<v< . V p2— b2\f  p2— 62V"  6*— v*V  p'2-A2V  p'2-  62VrA2—v'2 
~ b2c2  *■  6*  (c2 — 62) 

+ C^C2-«2) 


so 
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Diese  Formel,  angewendet  auf  die  Winkel  aOc  und  bOd,  welche 
die  nach  den  Ecken  des  von  vier  Krümmungslinien  auf  dem  Ellip- 
soid  (q)  gebildeten  Vierecks  gezogenen  Radien  Oa—  Da,  Ob— Dt, 
Oc=Dc,  Od=Dd  mit  einander  machen,  führt  auf 

(10)  Da.  Dc.  cos  a Oc  = Di. Da.  cos  bOd. 


Nun  ist,  zufolge  eines  bekannten  geometrischen  Satzes: 

<ic2  = Da2  -f  Dc2 — 2 Da . Dc.  cos  aOc 

und 

biP  = Dt2  + Da2  — 2Z>6 . Da  . cos  b Od. 

Diese  Gleichung,  in  Verbindung  mit  (6)  und  (10),  führt  auf: 

(11)  ac=bd. 

ln  jedem  von  vier  Krümmungslinien  einer  Fläche 
zweiten  Grades  gebildeten  Viereck  ist  die  Entfer- 
nung von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der 
beiden  andern  Ecken. 

Ganz  auf  ähnliche  Art  lässt  sich  der  Satz  beweisen: 

ln  jedem  von  sechs  homofokalen  Flächen  gebilde- 
ten rechtwinkligen  Parallelepiped  ist  die  Entfernung 
von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der  beiden 
andern. 


Würde  man  die  acht  Ecken  dieses  Parallelepipeds  durch  gerade 
Linien  verbinden , so  erhielte  man  ein  achteckiges  Polyeder,  worin 
die  drei  Diagonalen  gleich  sind,  welche  je  zwei  Gegenecken  ver- 
binden. 

Für  die  Entfernung  zweier  beliebigen  Punkte  M und  M‘  haben  . 
wir  die  Relation : 

MM‘2=  ÖM2+ÖM‘2— 2031.  OM1. cos MOM‘. 


Um  hieraus  die  Gleichung  einer  Kugel  zul  finden,  deren  Mittel- 
punkt M‘  ist,  bezeichnen  wir  die  konstanten  Ausdrücke 

p'*-f  ft'2  + v'* — 262— 2c2  mit  o,  2 mit  ß, 


und 


y „12  _ 6*V b2  - v12  . 

2 b2  (c2 — b2)  m,t  V 

V d«  - c*  V c2  - p'2  V c2  — v'2  . . 

2 c2(c2—b2)  m,t  3 
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gnd  erhalten : 

M *•  -•  .... 

(12)  MMn=Qi  + li?  + v*  + u—ei iv. ß 

- v p*-  y - Vq^c*  7*. ö. 

Setzt  man  hier  p = p'=const.,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  einer 
sphärischen  Curve  auf  dem  Ellipsoid  (p),  wenn  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  auf  dieser  Fläche  liegt. 

Man  lege  durch  den  Punkt  M oder  (ppv)  eine  Tangential- 
Ebene  an  die  Fläche  (p)  und  falle  vom  Mittelpunkte  O auf  die- 
selbe eine  Senkrechte  P,  so  ist 


(13) 


p p V pa — 1>1  V~  p2 — c* 

Vp*— p.*V~  p*— v® 


Bezeichnen  wir  nun  die  vier  Senkrechten,  welche  von  O auf  die 
vier  Tangential  - Ebenen  von  (p)  in  den  Ecken  des  Vierecks  abcd 
gelallt  werden  können,  mit  Pa,  Pt,  Pc,  Pd,  so  erhalten  wir  aus 
(13).  die  Formel 


(M)  Pa.Pc=PbPd. 


Die  vier  Perpendikel,  welche  vom  Mittelpunkte  ei. 
nerFläche  zweiten  Grades  auf  die  Ebenen  sich  ziehen 
lassen,  welche  dieselbe  in  den  Ecken  eines  von  Krüm- 
mungslinien  gebildeten  Vierecks  berühren,  bilden 
eine  Proportion. 

Es  Hessen  sich  hieraus  wieder  weitere  Consequenzen  ziehen 
hinsichtlich  der  24  Perpendikel,  die  man  auf  die  Ebenen  fallen 
kann,  welche  sechs  bomofokale  Flächen  in  den  Ecken  eines  von 
ihnen  gebildeten  Parallelepipeds  berühren,  doch  wollen  wir  da- 
von abstrahiren  und  zu  den  wichtigeren  Formeln  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  übergehen.  Wir  bezeichnen  die 
beiden  Hauptkrüromungs -Halbmesser  von  (p)  imPunkte  (pjav)  mit 
ft  und  R* , so  ist 


dg D<_vp— »»vp-^ 

Q V pa — b*  V pa  — C2’  pV p2  — ffl  V p2_c2- 

Hieraus  lässt  sich  analog  dem  Früheren  schliessen,  dass  die  vier 
Krümmungshalbmesser  Ra,  Rt,  Rc,  Ri  in  den  Ecken  des  von 
Krümmungslinien  gebildeten  Vierecks  einer  Fläche  zweiten  Gra- 
des eine  Proportion  bilden,  und  dass  diess  gleichfalls  bei  den  an- 
dern vier  Krümmungshalbmessern  in  diesen  vier  Ecken  stattfindet. 
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Die  beiden  Hauptkrömmungs- Halbmesser  der  Fläche  (p)  im 
Punkte  (ppv)  bezeichnen  wir  mit  M und  M‘  und  diejenigen  von 
(v)  mit  N und  N',  so  ist: 


(16) 

(17)  2V=- 


V~  p*-y*3 
pV^^Vc®^’ 

vVrP^v*Vrc*^v®’ 


Jr_  ^p®-p®,Vr^7® 

pVp2-6®V  c2-p2’ 

v V"  — v2V^  c* v* 


Hieraus  ergibt  sich : 


(18) 

(19) 


R.M'.N^R'.M.N, 

R ,M  R'  JV'  Ttf' 
R,  + ß + JV“  *'  jlf 


+ 


Die  Gleichung  (18)  ist  von  Lamd  angegeben  norden,  welcher 
in  dem  Memoire  sur  les  coordonnees  curviligne^  die  all- 
gemeinen Formeln  für  ein  beliebiges  krummliniges  Coordinaten- 
system  aufstellte  und  insbesondere  auch  als  der  Schöpfer  der 
elliptischen  Coordinaten  angesehen  werden  muss.  Die  Gleichun- 
gen (19)  sind  von  Bertrand.  Sie  lassen  folgende  einfache  geo- 
metrische Deutung  zu:  Wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Raume 
drei  homofokale  Flächen  legt  und  auf  ihren  Normalen  die  Krflm- 
mungsmittelpunkte  mit  R und  R‘ , M und  M‘ , N und  N‘  bezeich- 
net, so  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  durch  M und  R mit 
diesen  Normalen  gezogenen  Parallelen  auf  der  Richtung  M‘R‘, 
der  durch  M‘  und  N gezogenen  Parallelen  auf  MN‘  und  der 
durch  R‘  und  N‘  gezogenen  Parallelen  auf  NR. 


Wenn  p um  df  wächst,  so  ist  die  Entfernung  der  unendlich 
nahen  Punkte  M auf'(p)  und  M‘  auf  (p  + dg)  — dt : 


(20) 


ds  — 


Vp®— p^Vp2— v® 


Bezeichnen  wir  die  Werthe  von  ds  in  den  vier  Ecken  abcd  mit 
dtat  dss , dSc  t dsd,  so  -ist  , 

dsa . dsc  = dsb  . dsd • 


Die  vier  unendlich  kleinen  Seiten  eines  von  sechs  homofokalen 
Flächen  gebildeten  Parallelepipeds,  wovon  zwei  gleichartige  ein- 
ander unendlich  nahe  sind,  bilden  eine  Proportion. 
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VI. 


Allgemeine  Berechnung  der  Stromstärken  in  Galvano- 
metern. 


Von 


Herrn  I)r.  fVilh,  Matzka , 

Professor  der  Mathematik  an  der  Horli.i  linle  zu 


yy  y,  . 

,,r‘>p  . /y, 

S/. 


Der  Ban  der  jetzt  gebräuchlichen  Galvanometer  < nemlich 
Poniliet’s  und  Gaugain’s  Tangentenboussole,  so  tvie  l’ouil- 
let’s  und  Poggendorff’s  Sinus  - Botissole,  besteht  bekanntlich 
im  Wesentlichen  darin,  dass  durch  einen  in  Inthrechter  Ebene 
stehenden  metallenen  Kreisreif  ein  "galvanischer  Strom  geleitet 
wird,  welcher  eine  in  seiner  Nähe  befindliche  wagrechte  Ma<t- 
netnadel  um  einen  Winkel  aus  dem  magnetischen  Meridian  ab- 
lenkt, aus  dessen  beobachteter  Weite  man  die  jedesmalige  Stärke 
dieses  Stromes  zu  berechnen  vermag.  Bei  Beobachtungen  mittels 
der  Tangentenboussolen  wird  die  Ebene  des  Kreisringes  fest  in 
den  magnetischen  Meridian  gestellt,  bei  jenen  mittels  der  Sinus- 
boussolen  dagegen  so  weit  um  den  lothrechten  Durchmesser  ge- 
dreht, bis  die  Nadel  in  die  Ebene  des  Reifes  selbst  zu  stehen  kommt. 

Ursprünglich  stellten  die  Erfinder  dieser  galvanischen  Mess- 
werkzeuge den  Drehpunkt  der  Nadel,  der  wegen  ihrer  Kürze 
immer  in  ihrer  Mitte  zwischen  Nord-  und  Südpol  liegend  ange- 
nommen werden  darf,  in  den  Mittelpunkt  des  Kreisreifs;  Gau- 
gain  (1853)  richtete-  ihn  jedoch  verschiebbar  in  der  (zu  seiner 
Ebene  senkrechten)  Axe  des  Kreisreifs  ein.  Diese  letztere  allgemei- 
nere Einrichtung  will  ich  in  vorliegender  Abhandlung  auch  bei 
den  Sinusboussolen  dergestalt  voraussetzen,  dass  bei  ihrem 
Gebrauche  die  Nadel  zur  Ebene  des  Stromringes  parallel  zu 
stehen  kommen  solle. 

Für  die  gewöhnlichen  Galvanometer,  bei  denen  der  Dreh- 
punkt der  Magnetnadel  mit  dem  Mittelpunkte  des  Stromkreises 
Thril  XXXIV.  3 
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zusammenfällt,  hat  Herr  Oberlehrer  Dr.  Hädenkamp  (im  Archiv 
1854 , 23.  Theil,  S.  217 — 223)  die  allgemeine  Berechnung  der  Strom- 
stärke genügend  skizzirt;  für  Gaugain’s  Tangen ten b o us- 
sole  aber  hat  vornehmlich  Bravais  (in  den  Annales  de  Chi- 
mie  et  de  Phys.,  1853,  3.  ser.,  vol.  38,  pag.  301  — 311)  die 
analytische  Untersuchung  elegant  und  vollständig  durchgeführt. 
Im  Folgenden  sollen  nun  die  allgemeinsten  Messwerkzeuge  dieser 
Art  rechnend  erforscht,  sohin  die  Annahmen  gemacht  werden  : 
I)  dass  der  Dreh-  oder  Mittelpunkt  der  Nadel  wo  immer  io  einer, 
gegen  den  beliebig  geformten  Stromreif  unwandelbaren  Stellung 
stehe,  und  2)  dass  während  aller  Beobachtungen  an  Tangenten- 
boussolen  die  Ebene  des  Stromringes  unter  einem  bestimmten 
Neigungswinkel  gegen  den  magnetischen  Meridian  fest  stehen  ge- 
lassen werde,  hingegen  bei  Benützung  von  Sinusboussolen  beim 
Ablesen  der  Stellung  der  Magnetnadel  diese  mit  der  Strom -Ebene 
oder  mit  dem  zu  ihr  parallelen  Durchmesser  des  unterhalb  der 
Nadel  angebrachten  und  in  Grade  getheilten  Vollkreises  einen 
bestimmten  (immer  gleich  bleibenden)  Winkel  einschliesse. 

Als  höchst  merkwürdiges  Ergebniss  aus  meinen  Rechnungen 
glaube  ich  die  bisher  nicht  bekannte  Wahrheit  hervorbeben  zu 
dürfen,  dass  bei  der  S i n us bousso le  die  Stromstärke 
jederzeit  dem  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der 
Magnetnadel  aus  dem  magnetischen  Meridian  streng 
proportionirt  ist,  es  mag  der  Stromring  in  seiner  loth- 
rechtcn  Ebene  was  immer  für  eine  krumme  Linie  bilden, 
der  Drehpunkt  der  Nadel  hinsichtlich  des  Stromringes  und  seiner 
Ebene  wo  immer  fest  stehen  und  bei  der  Beobachtung  der  end- 
lichen Nadelstellung  diese  mit  der  Ebene  des  Stromreifs  was 
immer  für  einen  bestimmten  unveränderlichen  Winkel  machen. 


1. 

Allgemeine  Bestimmung  der  Einwirkung  eines  elek- 
trischen Stromleiters  auf  einen  m agnetisirten  Punkt. 

I.  Sei  AB  (Taf.  1.  Fig.  1.)  ein  beliebig  gestalteter  linearer 
Leiter  eines  elektrischen  Stromes,  der  auf  einen  magnetisirten 
Punkt  N einwirkt.  Im  Punkte  M , am  Ende  des  Leiterbogens 
Alfl  — s,  beginne  das  Strom-Element  MM'—ds,  welches  gegen 
dessen  Abstand  von  N,  nemlich  gegen  NM—t,  unter  dem  Win- 
kel 6 geneigt  ist.  Des  Stromes  Stärke  (Intensität)  sei  z",  des 
Punktes  N Magnetismus  m,  die  specifische  (eigenthüraliche)  be- 
ständige Wechselwirkung  der  Elektricität  und  des  Magnetismus 
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x;  dann  geschieht,  gemSss  der  aus  Savart’s  und  Biot’s  elek- 
tromagnetischen Versuchen  durch  Laplace  abgezogenen  Pro- 
portionalitäten und  Lehren,  die  Wirkung  dp  des  Strombestand' 
theilchens  ids  auf  den  Magnetismus  m im  Punkte  N,  nach  der 
auf  der  Ebene  NMM‘  (von  r und  ds)  senkrechten  Richtung  N .dp 
and  mit  der  Stärke 


dp—xim 


ds.  sind 


oder  wenn  man  abkürzend  xim  = (i  setzt,  mit 


if?  i.ay 


, sind. (fr 
dp  = p—~ ■ 


(p  11.  ln  Bezug  auf  ein  beliebig  wo  aufgestelltes  System  win- 
kelrechter  Coordinatenaxen  seien  x,  y,  x die  Coordinaten  des 
Strompunktes  M\  so  sind  dx,  dy,  dz  die  Projectionen  und 
dx  dy  dz 

ds’  ifs  ’ ds  ^,e  Kichtcosinus *)  des  Stromtheilchens  ds. 


ferner  seien  X,  V,  Z die  Projectionen  des  Strahles  NM=r 

X T Z 

auf  die  Coordinatenaxen,  also  — , — , — die  Richtcosinus  des- 
~ r r r 

selben;  so  hat  man  fiir  die  Richtninkel  a,  ß,  y der  auf  ds  und 

r zugleich  senkrechten  Richtung  IS  .dp  der  Kraft  dp  die  Bedin- 

gnngsgleichungen 


dx 

ds 


dy  ds  ,, 

coso  + ^cosp  + ^cosy  = 0, 


— -cos«-}-  — C0Bß  + — cosy  = 0» 

und  sonach  die  Proportionen 

cosu  coaß  cosy  1 

1 d:  Z dy~~  Z dx  X X dy  lf  dx  sind  { ß 't • 

r ds  r ds  r ds  r ds  r ds  r ds 

Demgemäss  zerfallt  die  Elementarkraft  dp  in  die  drei  zu  den 
Coordinatenaxen  parallelen  Componenten 

dp . cos  ce,  dp. cosß,  dp. cosy, 

and  folglicb,  wenn 


*)  Cosinus  der  Richlwinkci  der  Beriihrungalinie  am  Punkte  ,H  der 
Krummen  AB,  d.  i.  der  Winket  der  positiven  Richtung  dieser  Geraden 
mit  den  poaitiven  Richtungen  der  Aren  der  x,y,  %. 

3* 
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x,  r,  z 


die  eben  so  gerichteten  Componenten  der  vereinten  oder  Gesammt- 
wirkung  P des  ganzen  Stromleiters  Aß  auf  defo  magnetisirten 
Punkt  N bedeuten,  bat  man 

X—fdp.c  os«,  Y=/dp.  cosß,  Z—fdp.  cosy; 

oder  wenn  man  nach  Obigem  die  Richtcosinus  ausdrückt  i 


PXdz—%dy 


='*/• 
-/ 
= f‘/ 


TLdx  — Xdz 


Xdy-Xdx 


wobei  selbstverständlich  die  Integrationen  über  die  ganze  Aus' 
dehnung  des  Stromleiters  AB  sich  erstrecken. 


Hierin  ist  bekanntlich  auch  noch 


r2  = X*  + X2  + X2, 

und  die  Coordinaten  des  magnetischen  Punktes  N sind : 
x — X,  y — X,  z — ®. 


Einwirkung  des  Stroms  auf  eine  Magnetnadel. 

Denkt  man  sich  den  Magnetismus  einer  Magnetnadel  blos  in 
ihren  beiden  Polen,  dem  Nordpole  N und  dem  Südpole  S,  an- 
gehäuft; so  mögen  für  jenen  Nordpol  die  bisher  allgemein  lur 
einen  magnetischen  Punkt  N angenommenen  Grössen  und  abge- 
leiteten Ausdrücke  gelten,  für  diesen  Südpol  S aber  die  gleich- 
namigen Grössen  je  mit  einem  Striche  (Accent)  unterschieden 
werden.  Dann  findet  man  die  Componenten  der  elektromagneti- 
schen Wirkung: 


X'dz — It'dy 
ria 

%‘dx  — X'rfz 
r‘a 

X'dy-X'dx 
— > 5 
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für  r‘  = SM  den  Ausdruck 

I 

und  des  Südpols  Coordinaten : 

x — X',  y — Y',  z — JP. 

3. 

Wirkung  des  Erdmagnetismus  auf  die  Magnetnadel 
und  Gleichgewicht  zwischen  den  beiderlei  Wirkungen. 

Auf  die  Magnetnadel  oder  auf  ihre  beiden  Pole  wirkt  auch 
noch,  und  zwar  ununterbrochen,  der  Magnetismus  des  ganzen 
Erdkörpers  — der  Erdmagnetismus  — nach  einer  gewissen 
Richtung  und  mit  einer  Starke,  welche  beide  auf  die  Dauer  der 
anzustellenden  Messheobachtungen  jedesmal  für  unveränderlich 
angesehen  werden  dürfen.  Seien  u,  e,  io  die  Richtcosinus  der 
positiven  Richtung  dieser  Axe  der  erdmagnetischen  Kraft,  und  sei 
J die  Stärke  des  auf  die  Einheit  des  Magnetismus  einwirkenden 
Erdmagnetismus,  also  Jm  und  Jm'  seine  Wirkungen  auf  den  Nord- 
uod  Südpol  der  Nadel,  endlich  seien 

U,  V , W die  Componenten  des  auf  den  Nordpol 
und  V,  V‘,  W‘  „ „ „ „ „ Südpol 

wirkenden  Magnetismus,  so  gelten  bekanntlich  die  Proportionen: 

Jm:  U:  V:  W-Jm‘:  ZJ‘:  V:  W = 

welche  zur  AusdrückuDg  dieser  Kraftcomponenten  dienen. 

Zwischen  den  Einwirkungen  des  elektrischen  Stromes  und 
des  Erdmagnetismus  auf  die  Magnetnadel,  welche  um  eine  unver- 
rückbare Axe  sich  zu  drehen  vermag,  muss  nothwendig  im  Augen- 
blick des  Ablesens  des  Standes  der  zur  Ruhe  gelangten  Nadel 
Gleichgewicht  herrschen.  Es  muss  demnach  sowohl  die  Summe 
der  Projectionen  aller  auf  die  Nadel  einwirkenden  Kräfte  auf 
diese  feste  Axe,  als  auch  die  Summe  der  Drehmomente  sämmt- 
licher  dieser  Kräfte  um  dieselbe  standfeste  Axe  einzeln  verschwinden. 

4. 

Abschweifung  (Digression)  auf  eine  allgemeine  Zusam- 
mensetzung von  Kräften  au  einem  Systeme  von  Stoff- 
punkten. 

Da  erwähnte  Gleichgewichtsbedingungen  in  den  Lehrbüchern 
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der  Statik  immer  nur  beschränkt,  nemiicb  blos  für  den  Fall,  wo 
man  die  feste  Axe  zu  einer  Coordinatenaxe  gewählt  hat,  ab- 
gehandelt  werden;  so  wollen  wir  sie,  und  ihr  entsprechend  die 
allgemeine  Zusammensetzung  von  beliebigen,  auf  ein  System  von 
Stoffpunkten  einwirkemlen  Kräften,  mittels  Zerlegung  nach  einer 
willkürlichen  Axe  hier  kurz  vornehmen. 


I.  Sei  eine  Kraft  P am  Punkte  x,  y,  z thätig  und  in  ihre 
drei  winkelrechten  Coordinaten  X,  V,  Z zerlegt;  ferner  sei  eine 
feststehende  Axe,  deren  Richtcosiuus  zu  a,  b,  c proportionirt 
sind,  durch  einen  festgestellten  Punkt  xlytzl  geführt,  also  ihre 
Gleichungen : 

xr-xt  _ y—y1  _ 

a b c ’ ' 


wenn  x y z laufende  Coordinaten  vorstellen.  Wir  zerlegen  nun 
die  Kraft  P parallel  und  senkrecht  zur  standfesten  Axe  in  die 
Kräfte  P‘  und  P" , oder  wir  suchen  ihre  Projectionen  P1  und  P" 
auf  diese  Axe  und  auf  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene. 

Setzt  man  abkürzend 


o2  + 62  + c*  = A2, 

und  nimmt  h positiv  an,  so  sind  ^ ^ die  Richtcosinus  der 
standfesten  Axe,  folglich  ist  die  erste  Projection: 

„ \a  . vb  i aX  + 6V+  cZ 

^~ÄA+1  h+Z7>  = Ä 


Die  auf  ihr  senkrechte  zweite  Projection  ist  sonach : 

P"  = P*  = v"  (a2+62+ci)-(aA+A  Y-t-cZ)1 


oder 


P"=\  V[(6Z-cF)a  + (CJf-aZ)*-Kar—  bX)*]. 

Diese  Kraft  strebt  die  Drehung  ihres  Angriffspunktes  um  die 
ständige  Axe  an,  mit  einem  Drehmomente  (einem  Drehbestreben) 
= P"p,  wenn  p den  senkrechten  Abstand  der  Richtung  der  Kraft 
P"  oder  der  Kraft  P von  derselben  Axe  vorstellt. 

Dieser  Abstand  p ist  aber  die  Projection  jedweder  Verbin- 
dungsstrecke der  genannten  zwei  Geraden,  also  auch  der  vom 
Punkte  xt  yt  zl  zu  x y z hin  gehenden  Strecke,  oder  ihrer  drei 
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minkeirechten  Projectionen  * — y— y,=:ij,  i — zt  — £ auf 
jede  zu  den  beiden  angeführten  Richtungen  zugleich  senkrechte 
Gerade.  Nun  sind  die  Richtcosinus  der  Richtung  der  Kraft  P 
proportional  zu  X,  Y,  Z,  jene  der  festen  Axe  proportional  zu 
a,  b,  c,  mithin  sind  die  Richtcosinus  ihrer  gemeinschaftlichen 
Senkrechten  proportional  zu 

bZ  — cY,  cX-aZ,  aY  — bX, 

und  sonach  ist  der  fragliche  senkrechte  Abstand : 

, bZ—cY  cX—aZ  uY—bX 
P — s-  AP " + v AP " + £ hP"  ' 

Demgemäss  ist  endlich  das  Drehmoment  der  Kraft  P oder  die, 
im  Abstande  1 und  auf  der  Axe  senkrecht  drehend,  ihr  gleich- 
wirksame (äquivalente)  Kraft: 

P"p=%(tY—nZ)+~  (SZ  - £X)  + eK  (VX  - 1 Y). 


II.  Seien  nunmehr  an  einem  starren  Systeme  von  Stoffpunk- 
fen  (x  y z),  (xt  y,  i|),  (x2  y2  z2) ....  Kräfte  P,  Pt,  P2, ....  oder 
ihre  Componentcn  (X,  Y,Z),  (^fj,  F,,  Z, ),....  angebracht.  Da 
zerfällt  jede  dieser  Kräfte  in  eine  zur  Axe  gleichlaufende  Kraft 
and  in  ein  auf  der  Axe  senkrechtes  Drehmoment,  folglich  das 

ganze  Kräftesystem  in  das  System  der  Parallelkräfte  P“ , Py‘,  P2 

und  in  das  System  der  Drehmomente  P“p,  P\!‘p\,  Pi"Pi 

Ersteres  System  hat  zur  resultirenden  Kraft  R‘  die  Summe 


Rl=P‘  + P1‘  + Pa,+ 


o-X+AF+cZ  aZX  + bZ  Y+cZZ 

Z r = — “» 


wirksam  am  Punkte  (ftff),  bestimmt  durch  die  auf  die  Ebenen 
yi,  ix,  xy  bezogenen  Momentengleichungen: 


a X + 6 F+  cZ  . a£Xx 4- bZYx  +c£Zx 

2 h * = Ä ’ 

„aX-f  6F+  cZ  ■ a2Xy  + bZYy  + cTZy 
Z j-  y — h 

„aX+bY+cZ  ■ aZXz  + b2Yi  + cZZi 

2. r * = i > 


das  andere  System  dagegen  hat  zum  resultirenden  Drehmomente 
R"r  die  Summe: 
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R“r  = P"p  + Pt  “px  + P^pt“  4- 

= l £(tr-vZf  + \ saz-sx)  + 1 2^x-iY). 

111.  Indem  wir  die  sonstigen  leichten  Wahrnehmungen  und 
Schlussfolgen  dem  Leser  überlassen,  benützen  wir  hier  nur  fol- 
gende. Sollen  sämmtliche  erwähnte  Kräfte  an  dem  starren  Systeme 
der  Stofftheilchen,  mit  Hilfe  der  befestigten  Axe  und  zwar  in- 
sofern im  Gleichgewichte  stehen,  dass  blos  die  von  den 
Kräften  angestrebte  Drehung  des  Systems  um  diese  Axe  auf- 
gehoben werde,  so  muss  offenbar  das  resultirende  Drehmoment 
U“r  zu  nichte  werden,  also 

a2(tY — r\Z)  + bSÜZ-tX)  + c2(vX—^Y)  = 0 

- S 

sein.  Sollten  sie  dagegen  an  einem  festen  Punkte  (xx  yt  z,) 
dermassen  im  Gleichgewichte  stehen,  dass  die  Drehung  um  je- 
derlei durch  diesen  Punkt  denkbare  Axe  ( n,b,c ) behoben 
werde;  so  muss  diese  Gleichung  für  alle  W'erthe  der  drei  von 
einander  unabhängigen  Grössen  a,  6,  c bestehen,  also  jeder 
ihrer  MultipKcatnreu  verschwinden,  ncmlicb  gleichzeitig  sein: 

2(£Y-VZ)  = 0,  £(£Z-tX)=  0,  Z(VX-^Y)  = 0. 


Verwendung.  Be d in gn issgl e ic h un g für  die  Gleicli- 
ge wich tsstel lu ng  der  Magnetnadel  am  Galvanometer. 

I.  Da  die  galvanometrische  Magnetnadel  um  eine  feste  Axe 
sich  dreht,' so  seien  xx  yx  *i  die  beständigen  Coordinaten  ihres 
Drehpunktes  C,  und  die  Richtcosinus  dieser  Drehungsaxe  pro- 
purtionirt  zu  den  Beständigen  a,b,c.  Dann  sind  (gemäss  Art.  1. 
und  3.)  am  Nordpole  N,  dessen  Coordinaten  wir  gleich 

x = x — X,  y — y — X,  z = z — JB 
fanden  , die  Kraftcomponenten 

A+t7,  F+  V,  Z\W 

thätig,  und  die  Projectionen  der  nördlichen  Nadelhälfte  CN=z  L sind : 
§ = x — Xj  = x — X — xx, 
n—y~yi  =y  — v ~yt, 

J = z — z,  =z  — * - 
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Eben  so  sind  am  Süd  pole  S,  dessen  Coordinaten  wir  gleich 
x'  — x — X',  y'—y  — X',  i'  = : — *' 
fanden,  die  Kraftcomponenten 

X‘  + U‘,  Y'  -f  V , Z‘+W 

thätig,  und  die  Projectionen  der  südlichen  Nadelhälfte  CS=L‘  sind: 
£*  = x‘ — xt  —x — XJ  — xx, 

n‘  = y‘—y  1 =y— x‘— y,, 

£*  = Z1  — Zx  — z — lj. 

II.  Mithin  übergeht  die  vorige  allgemeine  Bedingungsgleicbung 
für  die  Drehmomente  in  dem  gegenwärtigen  Falle  des  Gleichge- 
wichts der  galvanometrischen  Magnetnadel  in  nachstehende  : 

alKY+r)-r,(Z  + W)  + ?(Y'+V)—n‘(Z‘  + W')] 
+6[S(Z+lF)-t(*+  D+.«'(Z/+W”)-£/(*'+  ü')] 

+ c[y(X  +ü)~UY+V)  + v‘(X‘  + V')-t‘(Y<+  F')]=0, 

I 

welche  zur  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  t aus  der  beob- 
achteten Ruhestellung  der  Magnetnadel  dienen  wird. 

III.  Beachtet  itian  noch,  dass  man  den  Drehpunkt  C die- 
ser Nadel  jederzeit  mit  dem  Nordpol  N und  Südpol  S in  einer 
Geraden  liegend  anzunehmen  pflegt,  so  gelten  noch  die  Pro- 
portionen : 

1 _ V _ £.  _ L 

t'-v'-tf-'u 

\ 

IV.  Die  nördliche  Hälfte  CN  = L der  Magnetnadel  mache 
mit  ihrer  Drehungsaxe  (a,  b,  c ) den  beständigen  Winkel  v,  so  ist 

aUbyct 

C08V=Ä  L + AL  + ÄT 

Die  durch  die  Nadel  und  ihre  Drehungsaxe  gehende  bewegliche 
Ebene,  deren  Normale  sonach  (wie  in  Art.  1.)  die  veränderlichen 
Richtcosinus 


bj—cri  c|  — <i£  arj  — Ai: 

AL  sin  v’  ALsinv’  AL  sin  v 

hat,  weiche  aus  einer  standfesten  solchen  Ebene,  deren  Normale 
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die  ständigen  Kichtcosinns  A,  B,  C,  gebunden  an  die  Bedin- 
gungsgleichungen 

^ + Ä*+  C*  = 1, 

An  -f  Bö  -f  Cc =0, 

haben  möge,  um  den  Winkel  ö ab,  so  ist: 

cosd= b£f=^A+  ^ B + C. 

ÖL sinv  ' hL smv  hLsmv 

• ’ • )'t 

Sohin  hat  man  zur  Ausdrückung  der  g,  rj,  J durch  L,  v,  5 die 
Bestimmungsgleichungen  : , » j 

o|  + f>V  + cf  = hL  cosv, 

(J 3c  — Cb)  £ + ( Ca  — Ac)  ij  + ( Ab — Ba)t  = hL  sin  vcos  5 , [ 

£*+l)*  + f*  = D», 

und  sonach  bleibt  der  Ablenkungswinkel  S als  alleinige  Grund- 
veränderlicbe  flbrig,  von  welcher  die  in  p und  fi1  als  Factor  ent- 
haltene fragliche  Stromstärke  i eine  auszumittelnde  Function  ist. 


6. 


Vereinfachungen  der  aufgesteilten  Ausdrücke  und 
Bestimmungsgleichungen. 

I.  Gewöhnlich  liegt  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  mit- 
ten zwischen  deren  Nord-  und  Südpol,  daher  ist; 

L‘ — — L und  sonach  |'s=  — £,  ij'sa—  y,  = — f, 

und  sonach  wird  die  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichtes 
(Art.  5.); 

a[t(r-r'+  v-  r‘)-V(Z-z‘+  w-wo] 

+ 6[£(Z—  Z‘+  W-W‘)-t(.X-X‘+  U~ü‘)] 

+ c[r,(AT-Z'+  U — DO  - {(K-  *<+  V-  F0]=O. 

II.  Wählt  man  die  feste  Drehungsaxe  der  galvanometrischen 
Magnetnadel  zu  einer  Coordinatenaxe,  etwa  zur  2-Axe,  so 
muss,  weil  auf  ihr  die  x - und  y- Axe  senkrecht  stehen,  a=0, 
6=0  sein  und  klos  c willkürlich  bleiben.  Dann  übergeht  diese 
Bedingungsgleichung  iu 

f,  (x — x> + v - do ~ g ( r-  Y‘  + F-  FO = 0 . 
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und  die  Bestimmungsgleichungen  von  £,  q,  £ in  Art  5.,  IV.  ver- 
wandeln sich  in : 

t J=3iiCOSV, 

-Art  *=  Xisinvcosd, 

|*  = L*  sin  v*, 

wobei  noch  Cc=0,  also  C= 0 und  bl3  J /?*  = 1 ist. 

III.  Die  Magnetnadel  pflegt  man  jederzeit  so  vorzurichten, 
dass  sie  auf  ihrer  Umdrehungsaxe  senkrecht  steht,  also  v=90° 
ist.  Dann  hat  man  : 

J=0,  Bl  — Aij  — Lcosi,  + jj*  = L*. 

IV.  Nimmt  man  die  willkürlich  festzustellende,  durch  die 

Drehungsaxe  gehende  Ebene  (A,  B,  C)  zur  Ebene  der  ^z,  so  kommt 
zu  C = 0 noch  = 11  — 0.  Wählt  man  A— — 1,  so  wird: 

-V  - tik 

l —LainS  = — £',  y = LcosS  — — 7j',  J=0  = — J', 

und  sonach  die  Bedingungsgleichung  fur’s  Gleichgewicht: 

(X—X‘  -f  U—  I/O  cos  <5  = ( F—  Y‘  + F—  F0  sin  d. 

V.  Da  die  Magnetnadel  wie  jeder  andere  Körper  der  Schwer- 
kraft unterworfen  ist,  so  lässt  man  sie  am  fiiglichsten  wagrecht 
schweben  und  in  wagrechter  Ebene,  der  xy- Ebene,  sich  drehen, 
wonach  ihre  Drehungsaxe,  diez-Axe,  lothrecht  wird.  Dann 
kann  man  die  ebenfalls  lothrechte  yz-Ebene,  von  der  aus  man  die 
Ablenkungswinkel  d zählt,  entweder  in  den  astronomischen  oder 

— was  wir  hier  thun  werden  — in  den  magnetischen  Meri- 
dian verlegen,  dabei  zugleich  die  positive  Richtung  der  y- Axe 
nordwärts  uod  die  positive  Richtung  der  x-Axe  ostwärts 
laufen  lassen. 

Bedeutet  da  T die  wagrechte,  längs  der  y- Axe  wirksame 
Componente  des  auf  den  Magnetismus  1 einwirkenden  Erdmagne- 
tismus J , so  ist  nach  der  (in  Art.  3.)  gewählten  Bezeichnung: 

J:T=l:v,  also  T=Jv  und  Jm:F=  l:t>, 

mithin 

*J i V = Jnw  = Tm  und  ebenso  F * = TW. 

Zugleich  ist,  da  die  Richtung  von  J im  magnetischen  Meridian 

— der  yz-  Ebene  — liegend  auf  der  a:-Axe  senkrecht  steht,  der 
Cosinus  u — 0 folglich  auch  17  = 0 und  17'  =s  0. 
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Danach  wird  unsere  Drehmomenten -Gleichung: 

(X—  X')cosö  — (F — F')sind  = T(m  — m')siud. 

Gewöhnlich  und  mit  Recht  nimmt  man  den  Magnetismus  m‘  des 
Südpols  jenem  m des  Nordpols  gleich  an  Grösse,  aber  entgegen- 
gesetzt in  der  Beschaffenheit  an,  nemlich  m‘ = — m.  Dann  wird 
letztere  Gleichung : 


(.Xcosd  — Feind)  — (.Y'cosd — F'sin  d)  = 2m7’sind 

und 

- ft/  = xtm/=  — aim  — — p. 

VI.  Stellen  wir  noch,  mit  Rücksicht  auf  die  Artikel  1.  und  2., 
zur  Abkürzung: 

.Ycosd — Fsind  X'cosS — F'sind 

________________  MM  t 7 — ■ • MM  . 

li  p' 

so  übergeht  letztere  Bedingungsgleichung  in: 

(//  -f  H‘)xi  — 27'sind, 

und  sofort  erhält  man  für  die  Stromstärke  i allgemein  deren 
umgekehrten  Werth : , 


1 

i 


H+  H‘ 


■T  sind. 


Aus  dem  Absätze  IV.  und  aus  Art.5.,1.  (indet  man  nunmehr: 

— xt — Fsind,  X.‘=x — a^+Fsind, 

Y =y  — yl — Fcosd,  Y'  = y — y, -f  Fcosd, 

® = z-r,,  ®'=z  — Hi 

daher: 

r1  ==(a:— a;,)2  + (y— y,)2+  (z— z,)2— 2F(io— -6)  + F2, 
rl*=(x— *,)*+(y—  yi)*  + (*  — z,)*+2F(tp— 6)  + F*, 
wenn  man  abkürzend  setzt: 

:r  sin  d + ycosd  = w, 

X\  sind  + y,  cosd  = 6, 

nemlich  mit  tc  und  b die  Projectionen  der  Strahlen  OM  und  OC 
auf  die  Magnetnadel  bezeichnet. 

Schreibt  man  die  Ausdrücke  von  X,  Y des  Art.  1.  und  darin 
obige  von  X,  Y,  * in  jene  von  H,  so  erhält  man  erst: 
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(X  sin  5 -|  Y cos  9)  dz — ® (dx sind  + dy  cos  9) 


und  danach  : 


-/ 


(w  — 6 — L)dz  — (z—zt)  dw 


mithin,  trenn  man  L in  — L umtauscht, 


(to  — b -f  L)  dz  — (z — *j)  dw 
r1* 


Dies  sind  nun  die  allgemeinsten  Ausdrücke  der  Hilfsgrossen 
H und  H 1 durch  die  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z der  Linie  des 
Stromringes,  welche  überhaupt  wohl  auch  uneben  (doppelt  ge- 
krümmt) sein  könnte.  Kennt  man  demnach  von  dieser  Linie  zwei 
Gleichungen  in  x,  y,  z,  so  kann  man  mittels  ihrer  zwei  der  Coor- 
dinaten durch  die  dritte  oder  alle  drei  durch  eine  passliche  vierte 
Hilfsreränderiiche,  also  durch  selbe  auch  die  Integrande  in  H und 
H1  darstellen,  die  danach  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Strom- 
reifs integrirt  werden  müssen. 

Anmerkung.  Eine  andere  interessante  Darstellung  der  Hilfs- 
grösse H wäre  noch  folgende.  Setzt  man  oben 


X sin  <$  + X cos  d = T , 
also 


T = (a? — zr,)sind  -f  (y — yi)eosd — L — w — b — L, 


so  ist 


t/T  = dar. sind  -f  dy. cos d, 


folglich,  da  auch  noch  dh  = dz  ist,  erhält  man: 


„ /»Tr m~Tbdr  />  1 X 

H—f  r»  —J  f* T*dT 


7. 

Stromlinien  in  s c hei tel rech ten  Ebenen. 

Lenken  wir  jetzt  auf  die  bei  Galvanometern  vorkommende 
Beschaffenheit  des  Strgmringes  ein,  dass  er  nemlich  (Taf.  I.  Fig. II.) 
eine  in  einer  scheitet-  oder  lothrechten  Ebene  enthaltene  geschlos- 
sene Linie  ABA'B ‘ sei  und  dass  diese  Ebene  um  eine  lothrechte 
die,  die  wir  zur  z-Axe  bestimmen,  sich  drehen  lasse.  In  dieser 
Ebene  erfassen  wir  noch  als  eine  fernere  oder  Hilfsaxe,  die  auf 
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derselben  z-Axe  senkrechte  Ginschnittslinie  OA  der  Stroroebene 
in  die  wagrechte  Ebene  der  ary,  und  zählen  auf  ihr  vom  Coordi- 
natenursprunge  O aus  eine  neue  Hilfscoordinate  l des  laufenden 
Punktes  M(x,  y,  z)  im  Stromreife.  Dann  sind  in  dieser  drehba- 
ren Stromebene  t und  z die  beiden  zusammengehörigen  Coordi- 
naten  dieses  Punktes,  zwischen  denen  sonach  für  die  gewählte 
Gestalt  der  Stromlinie  eine  eigentümliche  Gleichung,  wie 

f(f,  z)=0  oder  z=f{t), 

besteht. 


Tritt  die  Stromebene  aus  dem  magnetischen  Meridiane  (der 
yz-Ebene),  oder  die  t- Axe  aus  der  y- Axe  um  den  Winkel  yOA=s 
heraus,  so  sind  die  zwei  ursprünglichen  Coordinaten  x,  y des 
Punktes  M die  Projectionen  der  neuen  Coordinate  t auf  die  Axen 
der  x und  y,  also 

a;  = lsinr,  y = i cos«; 

daher  wird 


to  = <cos  (5 — e). 


Dieser  veränderliche  Winkel  S — e wird,  wie  leicht  zu  sehen, 
von  der  (wagrechten)  Magnetnadel  mit  der  scheitelrechten  Ebene 
des  Stromrings  gebildet  und  wird  in  den  ferneren  Untersuchungen 
häufig  Vorkommen,  weshalb  wir  ihn  eigens,  und  zwar  durch  y, 
bezeichnen  wollen.  Es  ist  sonach : 


ö — t = y,  w — tcosy,  dw  = dt.cosy. 

Der  Drehpunkt  C (xt  y,  z,)  der  Magnetnadel  NS  erhält  jeder- 
zeit eine  bestimmte  unabänderliche  Stellung  gegen  die  Stromlinie, 
nemlich  gegen  die  in  ihrer  Ebene  befindlichen  Axen  der  t und  t, 
so  wie  gegen  die  durch  den  Coordinatenanfang  O gehende  nor- 
male Axe  derselben  Ebene  — die  Axe  der  Stromebene.  Es 
sei  demnach  der  (zur  letzteren  Axe  gleichlaufende)  Abstand  die- 
ses Drehpunktes  von  der  Stromebene  = D,  sein  Abstand  von 
derselben  Normalaxe  —E  und  seine  Erhöhung  über  die  wag- 
rechte ay-Ebene  —F;  so  bleiben  diese  seine  drei  Coordinaten 
ungeändert,  wie  sich  auch  die  Stromebene  um  ihre  lothrechte 
z- Axe  herumdrehen  möge.  Projicirt  man  nun  den  in  der  ay-Ebene 
enthaltenen  Coordinatenzug  der  D und  E,  welche  mit  der  a:-Axe 
die  Winkel  — s und  — £-f  90°  machen,  auf  diese  Axe  und  ihre 
Normale  (die  y-Axe),  so  hat  man  für  den  Drehpunkt  C die  Ur- 
coordinaten : 

xt=  Dcost  -f  £sin  e, 
y,  = — Z>sinr  -f  JEcosr 
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mit  dem  selbstverständlichen 


Schreibt  man  sofort  diese  Ausdrücke  in  Art.  6.,  VI.  ein,  so 
findet  man: 

sHUIäw  ■; 

6 = Z>siny + £cosy, 
w — b ~(t— £)cosy  — Dsiny, 
x — Xi  = (t—  £)sine — Dcoet, 

1 y — «,=(<  — £)  cos  t -f-  I)  sine, 

* v.ov  ; • i ' 3 s 

grtb  \<  ' * — ti  =*  — £, 

(i— £)*  + !>*+(*— £)*-2£[(<— £)cosy  — Z>sinr]  + £* 
= (f  — £ — L cos  y)4  + (Z)  + £ sin  y)a  + (i—  £)*. 


Setzt  man  noch  zur  Abkürzung: 

W+£siny  = £,  £ + £cosy  = A, 


so  wird 

-t 

ond 


-/ 


r2  = <?2  + 0rrA)*+(z-F)* 


(fafz — zrfQcosy — (b -{■  L)  <li -\-F  cos  y .ilt 


welche  beide  Grössen  r und  H man  sich,  vermöge  der  angeführ- 
ten, zwischen  den  Coordinaten  t und  2 bestehenden  Gleichung  der 
Stromlinie  nur  durch  eine  dieser  Veränderlichen  ausgedrückt  zu 
denken  hat. 

Denkt  man  sich  nunmehr  z durch  t ausgedrückt  und  die  an- 
gedeutete Integration  nach  der  Grundreränderlichen  t innerhalb 
ihrer,  bezüglich  der  ganzen  Ausdehnung  des  Stromringes  festzu- 
stellcnden  bestimmten  Grenzen,  etwa  von  t=t0  bis  <=fj  vollzo- 
gen, so  muss  das  fertige  Integral  II  an  der  Stelle  von  t die  be- 
ständigen Grenzwerthe  ln  und  also  nur  noch  die  Veränderliche 
y enthalten  und  kann  sohin  als  Function  von  y und  L,  nemlich 
H—  f(y,  L)  angesehen  werden. 

Dann  ist  > • 

Zf'  = f (/,-£) 

und  sonach : 

1 _ f(y,  L)  + f (y,  — L)  % 

i ’2  ' T% in  d ' 


. Digitized  by  Google 


48 


Manko:  Allgemeine  Berechnung 


Wenn  man  daher,  «ie  bei  der  üblichen  Sinusboussole,  die 
wagrechte  Magnetnadel  mit  der  scheitelrechten  Stromebene  gleich- 
laufend oder  einen  gewissen,  voraus  entschiedenen  Winkel  bil- 
dend stehen  lässt,  folglich  y=0  oder  diesem  beständigen  Win- 
kel gleich  macht;  so  ist  im  Ausdrucke  von  i Alles,  ausser  dem 
sind,  vom  Winkel  d unabhängig,  mithin  t proportionirt  zu  sind. 

Hieraus  folgt  demnach  allgemein  der  Satz: 

Wenn  man  bei  einem  Galvanometer  den  Stromring  in  eine 
(lothrechte)  Ebene  versetzt,  welche  um  eine  in  ihr  enthaltene  loth- 
rechte  Axe  drehbar  ist  (wie  bei  den  gebräuchlichen  Sinusbousso- 
len),  und  wenn  man  diese  Strom-Ebene  bei  jeder  Beobachtung 
so  weit  dreht,  bis  die  wagrecht  schwebende  Magnetnadel  mit 
derselben  Ebene  einen  gewissen  voraus  bestimmten  Winkel , z.  B. 
0°,  30°,  45°,  90°  o.  dgl.  macht;  so  ist  die  Stromstärke  jedenfalls 
streng  proportional  zum  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der  Mag- 
netnadel vom  magnetischen  Meridian ; es  mag  der  Stromring  was 
immer  für  eine  geschlossene  ebene  Linie  bilden  und  der  Dreh- 
punkt der  Magnetnadel  was  immer  für  eine  gegen  die  Strom-Ebene 
und  Stromlinie  unverrückbare  Stellung  einnehmen. 

Die  Giltigkeit  dieses  Satzes  erheischt  demnach  lediglich  blos, 
dass  der  Stromring  eine  einfach  gekrümmte  (ebene)  Linie  bilde, 
dass  seine  Ebene  lothrecht  und  um  eine  lothrechte  Axe  drehbar 
sei,  endlich  dass  die  Magnetnadel  wagrecht  schwebe. 


8. 


Stromreife  von  gewählter  Gestalt. 

I.  Elliptische  Stromreife.  Stro m - E 1 1 i psen. 

Weisen  wir  nunmehr  dem  Stromringe  eine  bestinfnite  Gestalt 
zu,  etwa  vorerst  die  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  A und  B in 
der  t-  und  2- Axe  liegen  mögen,  so  ist  seine  Gleichung: 

A*  + BP  ~ 

Zur  weiteren  Vereinfachung  der  Hechnungsausdrücke,  vor- 
nehmlich der  in  H und  H‘  stehenden  Integrande,  kann  man  nun 
entweder  als  Polarcoordinaten  den  Strahl  OM—R  und  seinen 
Polarwinkel  o>  mit  der  / - Axe  benützen , folglich 

t=/2 cosco,  t — Rsinco 
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setzen,  wonach  die  vorige  Gleichung  der  Ellipse  in 
1 cos  ro2  t sin  o * 

S*  = A*  + ~W 

übergeht;  oder  man  kann  blos  den  Hilfswinkel  <p  dergestalt  be- 
messen, dass 

t . i 

^ =cos  cp,  als«  ß = s\\\tf> 

ist,  da  dann  die  Gleichung  der  Ellipse  in  die  zwei: 

< = Acos9>,  z = B$\n<p 

zerfallt.  Die  erstere  Annahme  ist,  wenngleich  auch  sonst  bei  ande- 
ren Linien  verwendbar,  hier  dennoch  minder  vortheilhaft  als  die 
zweite. 

Diese  zweite  Annahme  gibt  demnach : 
dt  — — A&mcpdcp,  dz  = Bcasipdcp,  tdi  — zdt  — ABdtp 
und 


r*=  (A  cos  cp  — E — L cos  y)2  + ( 1 ')  + L sin  y)2  -f  (Äsin  q>  — F)2 
= ß2 +(/)-(- Lsiny)2-f  (E  -f  Lcosy)2  + F2 — 2A(E  + Leos y)  cos  cp 
— ‘1BF  sin«p  + (A2  — B2)coacp2. 


Die  für  H vorzunehmende  Integration  muss,  weil  sie  sich  über 
den  vollen  elliptischen  Stromring  erstrecken  soll,  von  t= — A bis 
/ = -f-  ^4  und  von  da  wieder  bis  l — — A,  also  von  <p=  — n bis 
g>=0  und  von  da  noch  bis  <p—  + n ausgeführt  werden.  Sonach 
findet  man,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

A cos  y — a 

setzt, 


P*  B\a  — (6-f L)cos^]  — aFsinm 

7J  i»  'lq>’ 


folglich,  indem  man  L in  — L um  wandelt: 

_.  P”  B[a — (6 — L)cos«pl — aFsinrp 
" —J  jää  "W’ 


rn=  B2  4-  (Z)  — L sin  y)2 -f  (E  — Leos y)2-f  F2  — 2 A ( E — L cos  y)  cos  cp 
— 2BFs\ncp  -f  (A2  — B2)  cos  cp2. 


Th.il  XXXIV. 


4 


50 


Matzka:  Allgemeine  Berechnung 


Nun  könnte  man  die  Differential-Coefficienten  dieser  lntegrande, 
weil  sin  q>  = (1  — cos  qp2)!  ist,  in  eine  nach  den  steigenden  Poten- 
zen von  cos <jp  fortschreitende  unendliche  Reihe  unter  der  Vor- 
aussetzung entwickeln,  dass  die  Bedingnisse  ihrer  Convergenz 
erfüllt  seien ; da  man  dann  nur  Integrale  von  der  Form 


/n  r*  71 

cos  <pkdq>  = 2 / cos  rpkdcf> 


auszuwerthen  hätte,  welche  für  gerade  A=2n : 


j*  cos  rp'*ndrp= 


cos  rp^dy  zx 


1 .3.5....(2n— 1) 
2. 4. 6. ...2« 


und  für  ungerade  k = in  -f  1 : 


— » « 


71 


cosg>2"+*  d<p  ~ 0 


geben.  Indess  dürfte  von  den  Ergebnissen  dieser  schwierigen 
Entwickelung  wohl  kaum  je  ein  ernster  Gebrauch  gemacht  werden. 


9. 


Fortsetzung.  Verlegung  der  Magnetnadel  in  die  wag- 
rechte C o ord  in  aten  ebene. 


Weil  erwähnte  Schwierigkeit  hauptsächlich  durch  die  Anwe- 
senheit des  sin <p  im  Integrand  von  H hervorgebracbt  wird,  so 
wird  man  trachten,  denselben  zu  beseitigen,  was  offenbar  dadurch 
bewerkstelliget  wird,  dass  man  die  Erhöhung  F des  Drehpunktes 
oder  der  ganzen  Magnetnadel  selbst  über  die  wagrechte  Ebene 
der  xy  zu  Null  macht,  folglich  am  Galvanometer  die  Einrichtung 
trifft,  dass  die  Magnetnadel  in  der  wagrechten  Ebene  xy  der 
wagrechten  Axe  2 A des  elliptischen  Stromringes  schwebt. 


Setzen  wir  demnach,  bei  der  Annahme, 
Abkürzung: 


dass  F= 0 sei,  zur 


E + Leos  y = h,  E — Lcosy  — h‘\ 

D Ls\ay  z=g,  D — Ls\ny—g‘ 

und 

ß*  + y2  + A2  = f*.  ß*  + + A'2  = /■'*; 
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so  sind  g,  h io  der  wagrecbten  Coordinateu -Ebene  die  auf  die 
<- Axe  und  die  Axe  der  Strom -Ebene  beziehlichen  Coordinateu 
des  Nordpols  der  Magnetnadel,  f ist  der  Abstand  dieses  Nord- 
pols vom  höchsten  Punkte  der  Strom-Ellipse,  und  g' , h‘ , f‘ 
bedeuten  Aehuliches  Itir  den  Südpol  der  Nadel.  Demgemäss  er- 
halten wir: 

r2  = f1  — (2  Ah  cos  cp  -f  A cos  cp2) , 

r'2  = f'2  — (fl  Ah!  cos  <p  + A cos  qj*) , 

und,  weil  jetzt  in  H und  H‘  der  DifferentialcoelBcient  durch 
Umwandlung  von  cp  in  — cp  keine  Abänderung  erfährt, 

H = ™fn  "—  V +^^dcp, 

O 

H'=  2ß  fn  a-lb^>^d<p. 

o 

So  lange  im  Ausdrucke  von  r2  noch  die  zweite  Potenz  von  % 
cos tp  vorkomrat,  dürfte  die  Ausführung  der  bevorstehenden  Inte- 
gration nur  dadurch  ermöglicht  werden , dass  mau  — 9 nach  den 

steigenden  Potenzen  von  cos  cp  entwickelt.  Thun  wir  dies,  so 
erfolgt : 

1 1 3 (iAhcoscp  f Acoacp2)  3.5  (2AAcos<p  -p  ^/cos cp2)2 

r>—jra  + 2 fi  + O 

3.Ö.7.9  (-lAkcoscp  +z/cosq)2)8  3.5..  . II  (2<4Acosq>-4-  Acoscp2)* 

+ 24.fT8  p + 5747.10  / lT 

+ .... 


1 i'lAh 


. _ ■LAh  |~3  A 

— « + 2 f»  C0StP  + |_2  /*  + 2.4 


P 

_ 

+ |_27^ ' f n + 


3.5  (2AA)2“1 

r J 


cos  cp2 


3.5  2 llAh.A 
.4  1 p 


3. 5. 7. 9 (2AA)«n 

2. 4. 6. 8 p 


| cos  cp 3 


3.5  ^f2  3. 5. 7.9  3 (2Ah)2A  , 3.5....11  (2AA)4 


4 p T2.4.6.8  I p 


L3.0  A2  .J 

2.4  p +2 

L 


2.4....  10  f 


ri 


cosqp* 


3.5.7.9  3.2  2 Ah.  A2  3.5....H  4 (2JA)M  3.5...  13  (lAhp 


J5.4.6.8 1.2 
■f  u.  s.  w. 


2.4... .101  P'  +2.4..:.12  f 


0 


COS<p° 
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Diese  ans  der  Entwickelung  von 

I . 2,4Acosip-f  Acoacp9 

rs  — ^a(*  ~ yä  ) * 


nach  dem  binomischen  Lehrsätze  entstandene  unendliche  Reihe 
oonvergirt,  wenn  der  für  9 = 0 stattfiodende  grösste  Werth  des 
. 2Ah  A~  A . , 

zweiten  Binomialgliedes  — ~ — < 1 ist,  demnach  wenn 


P-A-'lAh  = g*  + (A—h^>0 


ausfällt.  Letzteres  tritt  aber  sicher  immer  ein,  mithin  conver- 
girt  auch  diese  Reibe  jedenfalls. 

Setzen  wir  jetzt,  mit  Rücksicht  auf  die  zu  Ende  des  vorigen 
Artikels  aufgeführteu  Integrahverthe,  abkürzend: 


folglich 


3.5  (2^A)2-|  1 
2.4  /*  J2 


[3.5,4®  3. 5. 7.9  3 (2Ah)9A  3.5....11  (2^A)«-|  1.3 

2.4  p +2.4.ö.8  i f 9 "•  2.4....  10  fl*  J2.4 


, -f  u.  s.  w., 


3 2 Ah  .1  r3.5  2‘2Ah.A  3. 5. 7. 9 (2^A)»-|  1.3 

2 /•»  *2+ L2.4  • I p +2. 4.6.8  f9  J2.4 

, p3.5.7.9  3.2  2 Ah.  A* , 3.5....11  4 (2Ah)3A  3.5....13  (:2Ah)*~l  1.3.5 
+L2.4.6.81.2  f9  +2.4....10*i  f11  +2.4....I2  f1*  J2.4.6 

+ u.  s.  w.; 

so  erhalten  wir  endlich: 

H=z2nB[aM—(b  + L)N]. 

Wenn  wir  auch  noch  h und  f in  h‘  und  f‘  Umtauschen,  fin- 
den wir  aus  den  Ausdrücken  voo  M,  N,  H jene  von  IM' , N' , H1, 
und  zwar: 

H‘  = 2nB [aiW'  - (b - L)N'] , 

mithin  für  die  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  i die  Gleichung; 

) „adWA-  M^-bCN+N1)- L(N—N') 

— = Kn  ti v-  1 • 

1 Tbwo 
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1.  Bei  der  Tangentenboussole,  wo  e=0  gemacht  wird, 
ist  y = d,  also  a = AcosS,  mithin  enthält,  so  lange  E nicht  Null 
ist,  folglich  der  Drehpunkt  der  Nadel  ausserhalb  der  Axe  der 
Strom -Ebene  liegt,  in  dem  zusammengesetzten  Zähler  zwar  u, 
aber  nicht  N und  N1  den  Factor  cos  <5,  mithin  ist  da  die  Strom- 
stärke i auch  nicht  einmal  genähert  der  tangd  proportionirt.  — 
Ist  hingegen  £ = 0,  d.  h.  liegt  der  Drehpunkt  der  Nadel  in  der 
dritten  Axe  der  Strom -Ellipse,  so  ist  h~L  cosd-= — A';  daher 
enthalten  alle  drei  Glieder  des  Zählers  den  Factor  cosd  und  so- 
hin ist  die  Stromstärke  i mindestens  genähert  der  tangd  proportional. 

‘2,  Lässt  man  bei  der  Sinusboussole  den  Winkel  y—S — t 
der  Nadel  mit  der  Strom -Ebene  einen  gewissen  unabänderlichen 
sein,  so  sind  nicht  allein  y,  sondern  auch  a,  b,  g,  g' , h,  h‘ , f, 

M,  M‘ , N,  N‘  allesammt  beständig,  folglich  ist  die  Stromstärke 
i sicher  dem  sind  proportionirt,  was  mit  Art.  7.  übereinstimmt. 


10. 

II.  Kreisförmige  Stromringe.  Stromkreise. 

Die  in  Art.  9 aufgestellten  Ausdrücke  von  ra  und  r'a  gewin- 
nen namhaft  an  Einfachheit,  wenn  aus  ihnen  die  zweite  Potenz 
des  cosip  herausfallt,  also  der  Unterschied  A=B2 — A2  ver- 
schwindet, folglich  die  Halbaxen  A und  B des  elliptischen  Strom- 
rings  einander  gleich  werden  und  sonach  aus  der  Strom- Ellipse 
ein  Stromkreis  wird. 


Nennen  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreisfes  R,  so  ist 


A — B — R,  folglich 

a — R cos  y , 
g — D + Lsxny, 

A = £+ 2/cosy, 

/a=Ä*  + 0a+.Aa,  . 

’A  — f2 — 2 Uh  cos  <p, 


A =0, 

b — Dsmy  -f  Ecosy, 
g‘  = D — Lsxny, 
h‘  — E — Lcosy, 
fl2=R2  + g‘2  + h'2, 
r'2  — f'2  — 2KA'  cos  ga , 


H=2R  f 


n a— (b+L)  cos  q>  , 
d<p 


— (b— L)cosip 


=z-l7tR(aM — (b  + L)  N),  =2nR(aM‘—  (b  - L)N'), 

r—Tn  K — ^ — - 

l 
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»vofern 

1 3.5  1 (2ÄA)*  3.5....  11  1.3(2#fA)« 

— p ^ 2. 4'2  p "■  2.4....10’2.4  Z"11  + "■  * 

3 1 2 Rh  . 3.5.7. 9 L3  (2  Rh)3  3J5....13  1.3.5  (2  Rh)* 
2'2  p + >.4.6.8 '2.4  p +2. 4T.'.  12'  2.4.6  p*  + 


ist  und  hieraus  M‘ , N‘  dadurch  entsteht,  dass  man  A und  f in 
h‘  und  f‘  umtauscht. 


Diese  Reihen  M,  IS  convergiren  jedesmal,  weil  in  jeder 
von  ihnen  der  Quotient  jedes  Gliedes  durchs  nächst  vorherge- 


hende, bei  unendlicher  Ausdehnung  der  Reihe,  der  Grenze 


zustrebt  und  diese  stets  < 1 auslallt.  Denn  damit  Letzteres  ein- 
trete, muss  p — 2ßA  = <y2  -f  (ß — A)a5>0  sein,  was  in  der  That 
immer  ist. 


Auch  liier  noch  gelten  die  am  Schlüsse  des  9.  Artikels  be- 
züglich der  Proportinnalitäten  der  Stromstärken  gemachten  Be- 
merkungen. 


II. 

Fortsetzung.  Darstellung  der  Integrale  H,  //'  in  ge- 
schlossenen Formen  mittels  elliptischer  Functionen. 

Vermag  man  über  die  Beziehungszeichen  der  Coordinaten 
A = IJ-f  Lcosy  und  h‘ — E — .Lcosy  mit  Sicherheit  zu  entschei- 
den, so  gelingt  es,  die  Integrale  H,  H‘  auf  elliptische  Functio- 
nen zurückzuleiten,  folglich  abgeschlossen  darzustellen.  Ist  nun 

I.  der  Abstand  E nicht  Null,  also  der  Drehpunkt  C der 
Magnetnadel  ausserhalb  der  Axe  (der  Ebene)  des  Stromkreises, 
so  sind,  weil  cosy  von  —1  bis  -fl,  also  A und  h‘  von  E — L 
bis  E -fL  sich  erstrecken,  A und  k‘  gewiss  positiv,  so  lange 
E nicht  kleiner  als  L ist.  Lassen  wir  demnach  die  Annahme 

E~^L  gelten,  so  ist  in 

r*  = P — 2ßAcos<p 

2Rh  gewiss  positiv;  deshalb  setzen  wir 

rp  = i i — 2ip,  eosqp  = — cos2ip  = 2sinip3  — 1 
und  erhalten: 

r*,=  p,+  2 Rh  — 4 Rh  sinrpa, 
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so  dass  hier  ein  stets  positives  Product  mit  sin^2  abgezogen 
wird.  Nunmehr  stellen  mir  nach  und  nach  : 


und 


f*  + 2ÄA  = <7*  + (R  + h)*  = c* , 


1 — Ifl  sin  ip*  = J(k,  i p)2 ; 

dann  wird 

t=zc4(/c,  vp), 

wobei  c,  k,  4(k,  t|>),  r altesammt  positiv  genommen  » erden  sollen. 

Hiernach  verwandelt  sich  das  im  vorigen  Artikel  gefundene 
Integral 

H= 2Rf* 


nach  einfachen  Umstaltungen  io 


«=f/ 


* a + (6  + L)  cos  2ip 
J(Ar,  ip)s 


dtp. 


Auf  ganz  gleiche  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  L in  — L 
verwandeln,  weil  auch  h‘  positiv  entfallt,  hei  den  Annahmen 


A'  = p V"  Rh'  i 


- 1 

A^sin^»*  = d(k‘ , ifi) 


das  Integral 


2 a + (b  — L)  cos  2ip  , 
i dsft. 


d(A',  tp)» 


11.  Ist  aber  E Null,  d.  h.  liegt  der  Drehpunkt  C der  Nadel 
in  der  Axe  des  Stromkreises,  so  ist 


h-=Lcosy  = — h' , 

folglich,  wenn  der  Winkel  y der  Nadel  mit  der  Stromebene  spitz 
ist,  fällt  h wie  früher  positiv,  dagegen  h‘  negativ  aus;  mit- 
hin gelten  in  Bezug  auf  //  die  früheren  Hilfssatzungen  und 
Schlussformen. 

Für  H‘  dagegen  ist  h‘  = — Lcosy,  daher: 
r'2  = fn  — IRh'  cos  tp ; 
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deshalb  setzen  wir  <p  = 2ip,  cos<p  = cos  2tp  = 1 — 2 sin  ij>a  und 
erhalten : 

r' 1 = f‘2  - 2 ßA'  - (—  4ßA')  sin 
Nun  stellen  wir  nach  einander: 


/'*  - 2 Rh' =g*  + (ß— A 0a  = c'*. 


,r/4  — Ä » 


und  finden: 


I — A^sin  i/;*  — Alk',  ip)2, 


T1  = c'zf  (Ä',  1p). 

Hiedurch  verwandelt  sich  das  im  vorigen  Artikel  aufgestellte  Integral 

ß'=2ß  f*  a-Q^co**dv 

O 

nach  geringen  Umstaltungen  in 


a — (6  — L)cos2-ü/  , 


UI.  Ist  hingegen  £ zwischen  Null  und  L gelegen,  oder 
kurz  £<L,  so  lässt  sich  über  die  Vorzeichen  von  h und  h'  nichts 
für  alle  Fälle  Gütiges  oder  Bleibendes  Voraussagen;  ja  es  kann 
sogar,  wenn  der  veränderliche  spitzige  Winkel  y von  0 bis 
90°  wächst,  die  A'  = £ — Lcosy  von  — (L — E)  bis  E,  nemlicb 
von  dem  negativen  L — E durch  0 bis  zum  positiven  E ansteigen. 
In  diesem  Falle  muss  inan,  nachdem  man  hei  Tangenten- 
boussolen  den  (stets  als  spitz  vorausgesetzten)  Winkel  y ab- 
gelesen, bei  Si n us b ouss o len  aber  ein  für  allemal  fest 
gestellt  hat,  uachsehen,  ob 

< £ , E 

cos  y oder  cos 


also  k‘  positiv  oder  negativ  ausfalle. 

Zu  positiven  A'  = £— Lcosy  benutzt  man  dann  für  H‘ 
die  Schlussform  in  I. ; 

zu  negativen  A'  = — (Leos y — E)  aber  jene  in  II.,  während 
man  zu  den  fortwährend  positiv  bleibenden  A = £-f-£cosy  jeder- 
zeit für  W die  Scblussform  in  I.  verwendet. 

IV7.  Aus  dieser  Darstellung  erhellet  demnach,  dass  die  Inte- 
grale H,  //'  auf  die  Integralform 
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/ 


* a -f-  ft  cos  2# 
d(k,  y3) 


dil> 


zurückgebracht  werden  künnen,  und  es  handelt  sich  daher  jetzt 
nur  um  Weiterleitung  dieser  Form  oder  der  noch  allgemeineren 

f * a + ßcoscp 


/ 


( a -|-  6cosqp)n  d^>> 

aus  der  dieselbe  durch  die  Annahme  cp  = %tf>  entsteht.  Es  ist 
aber  allgemein  *) 


ß 


o -f-  (3  cos  cp 


dcp=. 


aß — ba 


sin  cp 


~ (a  + b co8<p)"“v/  («  — 1)  (a* — 6 *)  (a  + 6cos  (p)1*- 1 

(n — 1)  (oa— 6(3)  -f  (n— 2)(aß—  bä)  cosqp 


(»- 


J n 

■1)  (o® — b*)J 


(a  -f-6cosqp)"— 1 


dtp, 


und  begrenzt  für  n = J : 

/*  a + (3  cos  <p  __  1 

(a  + 6cosqp)S  a®  — b*  J 


aa — bß  + (ba  — aß)  cos  cp 
(a-f  6cos  qp)l 


dtp. 


Setzen  wir  nun  hierin  g>=:2ip,  und  damit 
V a -f-  b cos  q>  = V a + 6 — 26sini/>*  = V"  1 — 6*sini/;®  = zf(6,  rp) 
ausfalle,  26=6®  und  2a=2 — 6®,  so  finden  wir: 


~2{\-k*)f 


/®o-f(3cos2t(;  , 

O 
V 

* 0(2— 6»)— (36®  + [a6®— (3(2— 6®)]  cos  2» 
d{h,  s\i) 


dtp. 


Es  ist  aber  noch 


/cos2t)>  , P 1 — 2sini(i*  • 

pr 2 2—6® 

-J  U*- 6*(l-Ä*ein*V^(Ä’ 

2 /V„  . j 2-6®  p dq> 

~PJ  ■d(k’V)d*-  ki  ! zf(6,t«-' 


*)  Nach  Meier  Hi  rach,  Integra  len  t' ein.  1810.  S.  297.  und  Martin 
Öhm.  System  der  ül u th e in t* ti k , 4.  Thl. , 1830,  l'ah.  52. 
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mithin  ist  schliesslich : 


a-{-ße.fts  '2ili 
4(k,  tJ>)5 


A dq 

1PJ  J (*,*)  + 
0 


n 


Pa  — (2  — P)  ß f' 

**(!-**)  J 


* 

d(k,  ip)dtp. 


Die  beideo  allgemeinen  integrale 


dtp 

A(k,  i/T)  ’ 


/ 


♦ 

J(k,  tp)dip 


können  aber  bekanntlich  weder  auf  einander,  noch  auf  sonstige 
einfachere  lutegralformen  zurückgebracht  werden;  deshalb  wer- 
den sie  nach  Legendre  (Traitr*  des  fonct.  elliptiques,  1825, 
tome  1-  pag.  18.).  als  eigentümliche  transcendente  Functionen 
von  if>  behandelt  und  zwar  elliptische  Functionen  erster  und 
zweiter  Art  genannt  und  durch 

F(£-,ip),  E(A,rp) 

bezeichnet.  Sonach  sind  die  bestimmten  Integrale: 

7t 

/*  dty  7t 

2Jk,  ip)  —F(k’  £>  oder  kfirzer  =*ri(Ä), 

0 

n 

j*  4(k,  n>)drp=  E(A,  tj)  „ „ = E*(A), 

O 

welche  Legendre  vollständige  elliptische  Functionen  ihrer 
Art  nennt. 

Führen  wir  nunmehr  diese  Bezeichnungen  ein,  so  gilt  allge- 
mein die  Reductionsform : 


71 


o±/3cos  2*  _ , 


A2«  — (2  — k*)ß 
A2(l  — A2) 


E>(A), 


und  wenn  wir  selbe  auf  die  im  laufenden  Artikel  entwickelten 
Ausdrücke  von  H und  H‘  anwenden,  erhalten  wir  in  I.,  wo 


E ~ L ist, 


4 R |~A2«  — (2  — A2)  (6  + L) 


A*caL 


1 — A2 


E*(A)+2(6  + Z,)F‘(A)], 


H‘ 


,_*«  | A'2« — (2 — A(2) (& — L)r , 


~ kncn 


1 — A'2  - 


E‘(A')+ 2(6— jL)F'(A')  J; 
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dagegen  in  II.,  wo  £ = 0 ist, 

Ali  rk‘*a  + (2— A/2)  (6-L)„  , I 

H = iva  [ - EW  - 2(6  - L)  F‘(A')  |. 


12. 

F ortsetzung.  Zweite  Entwickelung  der  Integrale  H und 
H'  in  convergente  unendliche  Reiben. 

Diese  erzielen  wir  dadurch,  dass  wir  die  vollständigen  ellip- 
tischen Funktionen  F*(A)  und  E*(A)  in  Reihen  entwickeln.  Es 
ist  nemlich  : 


F*(A)  == /2  (1 — Ä2sin  q*)-idq=j'\\+ 

n_  7i 

E ,(&)= f * (I-Ä*sinip*)}rfrp  = /Ht [l+*T(*)(-A»)-sin^]rft|r; 

und  diese  Binomialreiben  convergiren , weil  der  grösste  Zahlwerth 
des  zweiten  ßinomialgliedes,  nemlich  A*  = jederzeit  <1  ist,  da 

c»-4RA  = .9a+(Ä— A)2 
immer  positiv  ausfallt.  Nun  ist 

71  , 

P*  . 1.3.5.... (2n  — l)  n 

J = — 4.6  -21 

0 

daher  erhält  man  die  gewönschten  Reihenentwickelungen: 

— ( l\k * /^Y*4  /1.3.5\*A« 

2l  \2/'  1 V.2.4/  3 V2.4.6/  5 *-l' 


Digilized  by  Google 


eo 


ifaltka:  Allgemeine  Berechnung 


13. 

Andere  Reiheneutwickelung  der  Integrale  H und  H‘, 
falls  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  in  der  Axe  des 
Stromkreises  liegt. 

Im  10.  Art.  lassen  sich  die  für  r*  und  r'2,  H und  H‘  ange- 
führten Ausdrücke  auch  so  darsteilen: 


| = 1 /J2  JS*-J-i2  J; 2L(6  — neos <p)  — 2£/2cns  qp. 


(> 

fi"=2  R 


(n.—  bc.ostp)^  Lcoscp 


dq>, 


(a  — 6 cos  <p)  -f  L cosy 


d<p; 

und  man  kann  es  nun  versuchen,  die  neuen  Hilfsveränderlichen 
a — bcosip  = u,  b — acos<p  = v 
mit  der  neuen  Beständigen 

£*+/>*  + £» +£*=?* 

zur  Vereinfachung  der  Ausdrücke  zu  benützen.  Sie  machen 
r2  / 

| = p2  + 2Lv  — ‘ZER  cos  cp , 


d<p> 


und  lassen  aus  den  ersteren  zwei  Ausdrücken  ersehen,  dass  eine 
namhafte  (Jebereinstimmung  der  beiden  lritegrande  eintrete,  wenn 
£=0  wird.  Machen  wir  demnach  diese  Voraussetzung,  d.  b. 
nehmen  wir  an,  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  befinde  sich  in 
der  Axe  des  Stromkreises ; dann  ist 

p2  = Ä*-f  Z^  + Z.2,  a = Rcosy,  b — D siny, 

r2  ) 2L 

rt%  | = p2  + 2Lt>  = p*(l  ±-*e), 

~ \ ~ = Rf  t“  (r~*  + ^s)  * L ‘ 08  * (r!i  ~ 73)  1 df 
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Entwickelt  man  nun  -»  und  4=  nach  dem  binomischen  Lehrsätze 

7 T 

und  unterscheidet  dabei  die  gerad-  und  ungerad2ähligen  Glieder, 
so  fiudet  man : 

«l-VZ-h/21  V"  . { -5  \tm+1 

r*~d0  U»A?17  +mf0U»  + lA7V  ’ 

r'3  ~raf0  Um  ) Vea  V “„fo  V2m  + 1 A ? V ! 

folglich 

“^Gm+l)  (P)  m+  f K '!B+,C0S^. 

“ 

Beachtenswerth  ist  nun  die  Weiterleituog  des  ersten  Integrals, 
fnr  welche  wir  auf  eineu  Augenblick 


v b — a cos  g> 
sing>  sing) 


setzen  und  sofort 


dt  « — b cos  cp 

dtp ' 


sing)* 


singr 


e = Ising),  ud  g>  = sin  g>*d< 
finden.  Danach  ist: 

f ut)Imd<p  — /sing)2m+®.  ttmdcp, 
also  factorenweis  integrirt: 

<®m+l  . 2m + 2 

— 2m  + l si"  v +2  ~2ni+l  sin  <P*m+l  cos  Vdrp 

(b  —ja  cos  gs)4"*!-1  sing>  2m+2 

= 2m + 1 -äi^Tfyo^cosgprfg), 

und  eingegrenzt: 

/*  2m  + 2 /*  * 

uv2md<p  = — 2m  ^r1  / r2’B+1  cos  cpd<p , 

" o 

so  dass  das  erste  Integral  auf  das  zweite  sich  zurückleiten  lässt. 
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H -f-  //' 

Schreibt  man  diesen  Ausdruck  in  jenen  für  — g — und  die- 
sen nieder  in  den  für  -!  (Art.  6),  indem  mau  zugleich  beach- 
tet, dass 

/-J\  _ 3.5.7 .... (4m  -f  1)  _ /'■>».+ i\ 

V2 m)~  2. 4.6.... (4 w)  2m  )’  ' 


wo- 

ist,  so  erhält  man: 


1 . * _ 2JR_”*gB  ) 
i TVind  p*  „,=0  j 


3. 5. 7.... (4m  + 3)  /2m  + |\ 

'2. 4.6.... (4m  4 2)  — \2m  + 1/ 


_ 2m+2 /2m+i\  /2Xym 

2m + 1 V 2m  A«V 


+ fiti)  (ST*  LU  " c2m+1  C°^- 

<1 

Nunmehr  entwickeln  wir  v2m+l  eos<p=( — acnnq>-\-b)*m+lcos(p 
nach  dem  binomischen  Lehrsätze  und  erwägen,  dass  bei  der  so- 
fort folgenden  Integration  nur  die  geraden  Potenzen  des  cosqj 
Werthe  oberhalb  der  Null  geben;  dann  linden  wir: 

/n  "=",/2m  + I\  /** 

p2m-fi  cos  (pdcp  — — a S ( 2M  )aam_4“61"/  cos<jD2(m  1 1~”kl(p 

« O 

"t,”1  (im  — n\ 

= ~”aJ„V  2n  Am  + I-J°  A 

— 71(1 . t/m, 

wenn  wir  abkürzend 


setzen ; und  sonach  wird  : 


1 _ k \ inR.a 

7 1 Tsind  ps 


) 2m+2  (1 m+h\  /2 Ly™  /2m+  g\  /2 J 

~"^o  ' 2m+ ' V 2m  ) UV  ~ \2m  + tj  Uv  L < 

Noch  gestattet  die  durch  Jm  vorgestellte  Summe  die  Heraushe- 
bung eines  nur  m enthaltenden  Factors,  wozu  man  die  allgemeine 
Umwandlungsgleichung 


(p~n\ : (p\  — y(y— 

\q—nj\qj  p(p  — 1).... 


y(y— i)  - (y+i— n)  _ /f/\ . fp\ 
(p+l— nj  Vn/'W 
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benützt , nach  welcher  sich  ergibt : 


(m  + l — n\  _ + /m  + l\  /m  + i\ 

\m  + l — n)  \m  + 1/  \ n /'V  a /' 


Stellen  wir  zur  Abkürzung  der  Ausdrücke  : 


so  wird 


und  hierin  ist: 


(nt  4-  » \ n=m 

m + })j0  G..»«2"-®"*2". 

/m  + J\  1.3.5....  (2m  + 1) 
Vm+iy  ~ 2.4.6.  ..(2m  + 2)’ 


Zur  weiteren  Umstaltung  von  Cn  ist 


_ (2m+ l)2w(2m—  l)....(2m-|-3 — 2n)(2m+2- — 'ln) 
2n  )—  (2n)l 

/m  + i \ _ (2m -hl) ('2m  — 1) ... . (2m  + 3—2») 

V n /—  2".n!  ' ; 


weil  allgemein  (“)=„,  ( “_»)!’  also  insbesondere  (2")  = ^ 
ist.  Sonach  erfolgt  auch: 

Löst  man  hierin  alle  Binomialcoefficienten  auf,  so  wird  nach  leich- 
ten Zusammenziebungen : 

n 2".(m+l)ms(m — l)*(m— 2)*....(m+2— n)*(m+l— n) 

1.3.5....(2n — l).w!  * 

jedoch  anstandslos  nur  erst  für  n ^ 2 verwendbar. 

Stellt  man  im  Ausdrucke  von  y jenen  von  Jm  ein  und  ver- 
einfacht, so  findet  man: 
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H 4 //' 

Schreibt  man  diesen  Ausdruck  in  jenen  för  — ^ — und  die- 
sen wieder  in  den  für  (Art.  6),  indem  man  zugleich  beach- 
tet, dass 


ist,  so  erhält  man 

1 


x 2 R 
i T'sind  9 


/-S\  3.5.7 ....  (4m  + 1) 

\.2m/  2. 4...... (4m)  ~ V 2m  )’ 

(2m  + l)'—  — 2.4.6.  .7f4m 

ält  man: 

P®  »n=0  t 


3. 5. 7. ...(4m  -}-3) /2m-fJ\ 

T2j_-Um  +1/ 

/2m+i\ /2 

2m + 1 V 2m  )\t?J 


2m +2  / 2m+i\  /2ZA*"* 


+ 6m + 1)  GO***1  L\fn  *2m+lc"s^- 

Nunmehr  entwickeln  wir  ca'"41cos<p=:( — acosg>-|- AJ^^cosqp 
□ach  dem  binomischen  Lehrsätze  und  ertvägcn,  dass  bei  der  so- 
fort folgenden  Integration  nur  die  geraden  Potenzen  des  coscp 
Werthe  oberhalb  der  Null  geben;  dann  finden  wir: 

/n  n=m/2/fl4  1\  /** 

e*"14lcos cpdtp  — — a S f ^ J aim~'lu  bln  j cosgi2(m 1 1—"!drp 

u ^ o 

[2m  4 1\  /m  4-  t — n\  . „ .„ 

= ~*aJ0\  2«  Xm4l-«jn  Ä 

■—  Kd  • «/»»> 
wenn  wir  abkürzend 

setzen ; und  sonach  wird  : 


1 , x 2nK.it 
i 7'sind  p3 


j 2m4-2  /2m4l\  /2IA*»  /2m 4-  IN  /2LY»«4i  1 

/ 2m4l  V 2m  ) \ <? ) ~ (,2m  + V VeV  L ' ” 


Noch  gestattet  die  durch  ,/m  vorgestellfe  Summe  die  Heraushe- 
bung eines  nur  m enthaltenden  Factors,  wozu  man  die  allgemeine 
Umwandlungsgleichung 


. (p\  _ g(g~  1)  — (94-1  — n)  _ /<A  . //A 

— p(p—\)....(p  + \—nj  \n)'\nj 
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benützt , nach  welcher  sich  ergibt : 

/ra  + i — n\  _ + + /m  + i\ 

Vm  + 1—  nj  V»+l/\  n J'\  n )' 

Stellen  wir  zur  Abkürzung  der  Ausdrücke : 
so  wird 

(m  + i \ *=m 

m+l)J0Cm’na*m~*nb*m' 

und  hierin  ist: 

+ 1.3.5....  (2m  + 1) 

\m  + 1/  2.4.6.  ..(2m  + 2)  ’ 

Zur  weiteren  Umstaltung  von  Cn  ist 

Cm+1\  _ (2m-f  l)2m(2m— l)....(2m+3 — 2n)(2m+2 — 2n) 
2n  )~  (2n)! 


und  hierin  ist: 


r.+i)=! 


(m  + 1 \ _ (2m  -f  1)  (2m  - 1) ...  ■ (2m  + 3 — 2n) 
\ n J 2*.»! 


c 'Hm : '■) -■ ► • © ss  ■ - 0 ■ o ■ 

weil  allgemein  (“)=n!(  ”‘_b)!.  insbesondere  (2”)  = |”| 

ist.  Sonach  erfolgt  auch : 

Lost  man  hierin  alle  Binomialcoefficienten  auf,  so  wird  nach  leich- 
ten Zusammenziehungen : 

r 2".(m-fl)m2(m — l)a(m— 2)®....(m+2— n)*(m+l— n) 
Lm’"-  1.3.5....(2n— fjTirt 

jedoch  anstandslos  nur  erst  für  n ^ 2 verwendbar. 

Stellt  man  im  Ausdrucke  von  — ' jenen  von  Jm  ein  und  ver- 
einfacht, so  findet  man: 
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1 


'in  Ra 


i ’ TsinÄ  ß3 


■2L\*m 

**/ 


*♦)  ^ 


und  dafür 

(m— «Y_  1-3.5. ... (2m— 1)  An+;\  1.3.5 ....  (2w  + I)  ; 1 

\ m J 2.4.6....  (2m)  ’ \m  + 1/  2.4.6 -~.(2m  + 2)  ’ 

Cm  + I\_3.5.7....(4m+1)  /2m+!\  3.5.7....(4m  + 3)  W 

2m  )—  2.4.6....(4m)  ’ \2m+l/~  2.4.6....(4m +2)’ 


n=0 


. 2*  (m+l)m2(m  — l)*(m  — 2)  , 

+ 3!  TX5 

, 2n(m+])m2(m-l)2(m-2)..(m+2-n)2(m+l-n)  . 

+ nl  0^5.. . 7(2« -1) tflm-*  6®»+.. 

. 2”<W+1)!  Lim 

+ 1.3.5....  (2m  — l)6  ' 

Schreibt  man  endlich  0,  I,  2,  3,....  für  m,  so  erfolgt: 


2 nRa 


+( 

+ 


t ’ 71  sin  d ß3 
'945/j4  3465L« 


i „ 3 L\  . /15 L*  10 5L*\,  n 

— (1  2 p*^\  4 ß4  « 16p®  j(a  + 46) 

64ß*  128p10)  12a26*+864) 

/15015L8  225225L8\  64 

(-W2  “ W ) (o*  + 240463  + 840,64  + ¥ 6‘) 

/3828825L*  1454Ö535Z»°\,  . ^ 1281<s 

V 16384p18  32768p18  +40n  6 +160a  * +128n  b + 7 b*) 


Dies  ist  der  möglich  einfachste,  ganz  allgemeine  Ausdruck  des 

umgekehrten  Werthes,  j,  der  Stromstärke  u Dass  es  klüger 

bleibt,  nicht  diese  Stromstärke  selbst,  sondern  ihr  Umgekehrtes 
auszudrücken,  liegt  auf  der  Hand,  da  sonst  diese  so  ausgedehnte 
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Summe  in  den  Divisor  zu  stehen  käme  und  da  bei  der  unum- 
gänglichen Rechnung  mit  Logarithmen  es  gleicbgiltig  ist,  ob  die 
Stromstärke  selbst  oder  ihr  Umgekehrtes  in  Quotientenform  darge- 
stellt ist. 

Schreibt  man  a=z  Rcosy  und  b=I)s'my  ein,  so  erscheint: 


1.x  2*ßacosv  3 L2  /15L2  105L4 


i T p3  sind’ 
+1 
+ 


=(1-2^  + 


(Tf*'"i^)ß9+(40a-Ä*)8iDy#) 

/945L4  3465L®\ 

Uv~  128^  /Äi+2Ä*(6/)2-  Ä2)si"ra+(Ä4-12Ä2/>2+  ö*)sin  y*] 


welche  Gleichung  nicht  allein  allgemein  für  jeden  Winkel  e der 
Stromebene  mit  dem  magnetischen  Meridian,  sondern  auch  ins- 
besondere, wie  hei  Sinusboussolen,  für  t = d und  y = 0 und 
überhaupt  für  voraus  fest  bestimmte  Winkel  y der  Nadel  mit  der 
Stromebene  gilt. 

Bei  der  Tang e n ten  b o ussol e hat  man  y=d,  folglich: 


j .x  InR*  _ 3 Iß  /15L* 

i'5fp3tangd  ' 2 p2  ' \4p4 


w)[ßI+(40*"'R*)sind,] 


+ 

Da  die  halbe  Nadellänge,  L,  im  Vergleich  mit  dem  Strom- 
halbmesser R,  und  noch  mehr  im  Vergleich  mit  p>Ä,  immer 
nur  sehr  klein  ist,  so  kann  man  sich  begnügen,  blos  die  Glieder 

mit  der  zweiten  Potenz  von  ^ noch  beizubebalten,  da  dann  der 

9 

eintretende  Fehler  erst  mit  dessen  vierter  Potenz  vergleichbar, 
also  von  der  vierten  Ordnung  der  Kleinheit  sein  wird. 

Um  dann  die  nahe  statt  findende  Proportionalität  der  Strom- 
stärke i zur  tangd  noch  genauer  zu  erhalten,  kann  man  den  Fac- 
tor von  sind2  verschwinden  machen,  was  lur  I)  — \R  erreicht 
»ird.  Diese  Abmessung  bat  Gauguin  in  seiue  Tangentenbous- 
sole  aufgenommen. 

Will  man  den  Ausdruck  von  l mit  der  Berücksichtignntr  nach 

» 

den  Potenzen  von  L entwickeln,  dass  auch  in  p die  L mit  vor- 
kommt, so  setze  man : 

fl2  i Z>2  = G'2, 
als» 

The«  XXXIV,  5 
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dann  ist,  wenn  man  sich  auf  die  zweite  Potenz  von  Z beschränkt: 

Q™  — Gm(  2 C1’’ 
und  nach  einigen  leichten  Umstaltungen : 


1 


2:rß2„  ^-Jß2  Z2  . ,,  ß*-  Jß*  Z*  . 

-grd-S-^-  gä+15— c2S,n<i)’ 


i 7’tangd 

daher  die  Stromstärke  selbst : 

. Ttangd  G»  „ .„D*-iß*Z*  „ D*  - Iß2  Z*._  „ 

*—  k 2jr«*(,+a  G»  G*  15  G*  G*  ^ 

Dies  ist  im  Wesentlichen  die  von  Bravais  a.  a.  O.  gegebene 
Näherungsformel  für  die  Bestimmung  der  Stromstärke  in  Gau- 
gain’s  Tangentenboussole. 

Setzt  man  in  ihr  D — 0,  so  wird  G — ß und 

; BT.  ,rl  3 Z*  J5  Z*  . . , . „Z*  15  Z* 

fe557tang,[,”lJP  + T /T*8,nd  =,+3ß*“T  ß*c08^ 

n tri  r2  1K  n 

= i7[(,  + 3fe)‘an^-8ß*sin2^ 


Der  letzte  Ausdruck  wurde  für  die  gewöhnliche  Tangentenbous- 
sole  von  Despretz  (in  den  Comptes  rendus,  4.  Oct.  1S52, 
p.  449.),  als  durch  Blanchet  und  de  la  Provostaye  hergelei- 
tet, angegeben. 


14. 


Noch  eine  Reihenentwickelung  der  Summe  — g — > 'venn 

der  Drehpunkt  der  Nadel  wo  immer  in  der,  durch  die 
Axe  des  Stromkreises  gebenden,  wagerechten  Ebene 

liegt. 

Auch  wenn  der  wasserrechte  Abstand  E des  Drehpunktes  der 
Nadel  von  der  Axe  des  Stromkreises  nicht  Null  ist,  können 
die  im  vorigen  Artikel  aufgefundenen  vollständigen  Ausdrücke 
von  r2  und  r'2  der  Reihenentwickelung  zu  Grunde  gelegt  werden. 
Es  ist  nenilich : 

£ = £[«  — ^ (ER  cos  tp  — Zr)]~! , 


Digitized  by  Google 


der  Stromstärken  tn  Galvanometern. 


67 


also 


J ?="5 (»)(■?)’ (**“•*-*•>■ 


und  ähnlich 


i-sßK^rsc)«“-^^ 

Denkt  man  sich  diese  Ausdrücke  in 

O O s 

eingesetzt,  so  werden  hei  der  Addition  obiger  zwei  Hcihensum- 
men  die  Glieder  mit  den  geraden,  dagegen  bei  ihrer  Subtrac- 
tion  die  Glieder  mit  den  ungeraden  Exponenten  n sich  ver- 
doppeln, die  anderen  aber  sich  auf 'heben;  folglich,  wenn  man  die 
Hälften  dieser  Integrale  mit  i!  und  D'  bezeichnet,  erhält  man: 

W*>™  = ***, 

U = 

4 («-0(?;T  (£)(ÄÄ)"~U  L2"  'f 

» = 

71 

n=0D/ *\  / •)\mtn~m/  «»  \ p 

,f„(  )fe)  zi0(2„+ »y 

o 

Auch  hier  lässt  sich  das  erstere  Integral  durch  die  im  vorigen 
Artikel  benützten  Mittel  auf  die  Form  des  letzteren  bringen.  Ea 
i*l  riemlich  allgemein  : 

/ or2“  cos  rpkdcp  = /sin  <p2“4  * cos  . t2ndt 


— sin<^ 


-fP’  H 


2n(  2 


COS  (jP*  . g — 


' 2n  + 1 


(2n-f2)  cos<pa— Ä-sinqD*  . 


2n+  1 


t’2"+1  cos  (plsin  rp 


-f 


2n  + l 

(2n  + 2 -f  A)  cos  qja  — k 

27h-~1 


— sin<pa“4',cos<jp,'-,rf<p  ■ 

* • l 

c*"  4 1 cos  gr*-1  r/qp, 

5 * 
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' •«  't.  • ’ - 

daher  begrenzt: 

pn 

/ «c2"  cos  rfldcp 

O » , .f  1* 

~2nT I f ” P*"41 608 y*~* ~ f r1“  1 1 cos 1 f/<p ; 

o o .•  *'*  • i h «.*  bi<:_ 

und  es  erhellet,  dass  nur  Integrale  von  der  Form 

'J'  t2*+1  cos <p'd<p  für  s—0,  1,  2 ^ 

0 

auszuwerthen  kommen.  Wegen  r = — ncosqp  -f  b erhält  man: 

/c2nA1cos(p’d<f  v 

I - 

— 1,=5+1  ('2”+1')  (_ «)2»+J-PÄP  f 7 COS^»t  >+«-P.,/<p 

p=o  V p ' % 

oder  vermöge  Art.  8.  für  ungerade  j— />: 

p=2n+i  s2n  F IN  1 .3.5....(2n-f  s— p) 

-n  pfo  V P ) 2 .4.6 .... (2n+ 1 +*—/>) 

Zum  Abschluss  hat  man  demnach  ln  den  Summen  il  und  Ti 
für  m nach  einander  2m  und  2m  +1  zu  setzen  und  zur  Abkürzung 
der  Ausdrücke  folgende  Bezeichnungen  einzuführen : 

] pn 

— — J e2"!-1  COS  (p2m— 2«— 1 _ Jfp 

O 

J‘7(2n+')(m-p-i)„w-w 

,=0v  V /v  ra  — p J 

1 

— / cos  (p2m~ 2,1 . c/<p 

=P=*/2n+lN  /m-p-JN  jip+i-j, 

p=0V2pfl/V  m — p J 

Dann  erhält  man : 

fl  fI»=3D  /— .®\  92w  fUrrm  /9m\ 

~ (2m— 2n)tf„,n -F  (2m  -f  2)(fg^i,s 

♦263  05S  2029**^« 

(2m-2n+l)Pro,  ,-F  (2m+3)%Hj. 


X 


2n  + l 
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5 "=»  /-J\  21™  «=«-»  / om  \ 

^ i0  (2„+ ,)(£«)•— 

u»=*  / — * \ 02014-1  n—m  /9  m 4-  1 \ 

+.i0  G— ; i)  F^_s„  Cs.  J ,)(**)-“■ 


.V ' * *1 

und  darin  ist  entwickelt : 


\imj  ~ ~ 172.3. ...0»)  ’ 

( -*  W.-  3.5.7....(4m  + 3) 

' ’ \2/n  +1/  1.2.3....  (2m  •+ 1) 

= (“I1 + C”C)  C.-'i1 ) 11 

N- - CY  DC?)  *-‘+CY  ')  C-V) 

+CY')(r-\‘)*-'“ 
+ CY ‘)  (”„-4i  )«■-•»' + .... + fr: 

und  insbesondere: 

- 1.3.5. .. (2ni — I) 

«"*.0  — ^ w 2.4.6.... (2///)  tf0K)  — «. 

fm  — \\  1.3.5....  (2m  — 1).  _ , 

m 2.4.6.« (2m)'  6’ 


) atn~ 1 Ir* 


Den  Ausdruck  von  Jl  kann  man  auch  — und  vielleicht  kürzer  — 
so  entwickeln,  dass  man  sogleich  m durch  ‘im  und  2 /n-f-1  ersetzt, 
dann  ci"  = ( — neos rp  -f  b)-M  nach  dem  binomischen  Lehrsätze  ent- 
wickelt, mit  der  betreffenden  Potenz  von  cos?)  und  abwechselnd 
mit  den  Gliedern  des  a = u — b cosqo  multiplicirt,  von  den  Theil- 
producten  des  Integrands  jedoch  nur  diejenigen  beibehält,  io 
denen  der  cosip  eineu  geraden  Exponenten  erhalt.  Wenn  man 
dabei  abkürzend  stellt: 
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I /* 71 

— I UP2“  C08<jP2rn— inf/(jO=  $m,n  > 

o r 

I pn  ' 

— * / uv‘ln  cos  d<P  — iVi, » > 

so  erfolgt: 

— —V>£X>  r3  5 7 - ^ m — ”s‘  C~m'\  (E/i)2'"-*'1  L2n  <£„,  n 

* L (2m)!  e“"*  „=0  w } ’ 

3.5—.  (4m  j-  3)  ’1-’"  /2m  + 1 V^Yiyim+1^2»  jßm  $ 1 

(2m+J)!e<'»+2n*0  V 2«  + 

Hierin  ist  sonach : 

(',“6cos<?,)PS  [— l)“2" * 1~'*rt>2P-lc(fs(pI'»ll-tr 

o ^ ^ 

-f-  aZn-2i’  6*P  cos  g>2m-2pj 
•#/n,n  — (° — bcosrp)  S { (-;)  <i2n~2P  6‘2Pcos<p2m+1-2P 

— a2B_2P— ’62p  f'cos  (p2n,-2P^j(/ifi; 

folglich  nach  Vollzug  der  Multiplicationen  und  Integrationen: 

-SKÖC#  i) + (Ä 

Die  hier  vorkommenden  zweitheiligen  Coefficienten  lassen  sich 
nach  den,  mittels  Auflösung  und  Hcraushebung  gemeinsamer 

Factoren  leicht  ableitbaren,  Musterformen 

• _ 1 

AVfi  + iA./  * * YfT-i\2(xfl)Qi+I)-(HL) 

UA  Au+iA  t*  y~U+iA  t*  ) 

AN/tr-i\2(*+l)(fi+D-ML) 

~Wv  12  / 2(i  + i)(f*  + i) 

umstalten  und  machen  sofort : 


/S"  {iu\  /«»— p— 1\  (m-t-l-p)(2n-f  l)-p  atn-trPr, 

p~o  X*p)  \ m—  p ) (m  + 1 — p)  (2»  + 1— 2p) 

, «’S*  /2"\  fm-p— 2(m  + I-p)(2w+l)— (2p+ 1)  _*x-%,b*P-. 
’ " -6,f0  W l m-p  ) 2(m+l-p)  (2p  + 1) 
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oder  entwickelt : 

/in  — n—  i \ (/n  + 1 — n)(2n+ I)  — n 
\ rn— n / m-fl  — n " * 

P'  V m ) 2(m+lj 


j.  (in\  (m  ~ lfA2m(2n  + l)— 3 

4 UyU-i; — 2^-3 — a'  H' 

2(m-l)(2?l  + l)-5 


“2^1)5 “2-W+....+ 


/m— n+i\ 

V/«-w+l/ 


6*J’. 


Schreibt  man  nunmehr  für  m und  n nach  und  nach  0,  1, 2,  3,...., 
so  erhält  mau  die  Anfänge  der  Hilfsausdrücke: 


£ = a-  IT^£Ä-*  + §74  [E*K*+L*(a*+W)]  Ja 
+ i2(lla*  + 46*)]  ~ ER . 6 

35  79 

+ Ti^£'4Ä4+2£afiU*  (•'’«*  +106*)  f L4(a44  12a*6*+864)]^a 

BTpiö  [£4Ä4  + 2£*ft*/,*(l7o*  66*) 

+ E* (29a4  f 68«*6*  4-  864)] |^|  ER.b 

+ U.  8.  W.  U.  S.  W. 


8 


3 L*  , 3 5L*  357 11 

ITp*' ,a  jfjrS.ifiÄ.*-  -[3£*Ä*iLi(a*+46*)].^a 

.3.5.7.9t*  1 3 

+ 41p»  [4£*Ä*  + 4 t* (3a*  f 26*)]  ER.  6 


3.5...  UL*. 


5rjio“  l5£4£4  f 2£*tf*L*(5«*4.186*)4-Z>(«4  H2a*6*+86«)].j||a 


. 3.5  ...,13t* 

+ — «t^Iä [6E4«4  f 4t*ß*t*(l5«*  4.  66*) 

4-  6t4 (5a4 4- 12«*6*+  ? V)]\*A  ER.b 
+ U.S.W.  u.8.w.  ' i-4  0 ' 
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72  Unferdinger : lieber  die  Entwichet,  um  Cos(6-|-6,-|-Ö£-F  ....+ön— 1), 

Danach  bietet  endlich  die  für  die  Stromstärke  i in  Art.  6.  Abs.  VL 
aufgestellte  Grundformel  ihren  fraglichen  Ausdruck: 

. 7' sind  g3  _ il  -f- 15 

1 x ’ l2nli ' n ’ 

in  welchem  bei  Anwendungen  auf  besondere  Fälle  die  erforder- 
lichen Einsätze  (Substitutionen)  der  für  g,  a,  b,  fl,  3?  nach  Vor- 
hergehendem zu  ermittelnden  Ziffer«  erthe  auszuführen  bleiben. 

•I uc/.  v.rb  ,r  .na  nulsJ9ink|| 

nsgido  .v»t>  jjiii.i,. .-bi  i.  ui.)  '■■■  < ■ * .i.ulr;  »jUjillulf.  isb 

»noiiitl  n io*,  mstr.  : .*  -ob  «ia}?uboi<| 


t I * i*  f I 


- Ul JC-vliJlll 

Ueber  die  Entwickelung  von 
^us(Ö  + 0i+02+- ...  + 0»-i).  Sin  (6  + 6,  + 0a  +....  + 0»_i) 
c und  über  einen  damit  verwandten  Satz  aus  der  Theo- 
rie der  Zahlen. 

Von 

Herrn  Franz  Vnferdinger 9 

Lehrer  der  Mathematik  in  der  k.  k.  österreichischen  Kriegs  - Mariae 

zu  Tri  es  L 

8-  i. 

Wenn  man  in  der  bekannten  Gleichung 
(I)  (Cos  8 -f  V— - 1 Sin  0)  (Cos 0,  -f  V — i Sin  0,) 

X (Cos  fl*  + — 1 Sin  8t) . . . . (Cos  öa_i  -|-  V"  — 1 Sin  0B-i) 

— Cos (0  F 6i  -F  0z -F  ...•  -F  0ii— i)  -F  V — 1 Sin (0\  -F  0j  -F  0z ~F* ..-  + 0«— >) 

die  im  ersten  Theil  angezeigte  Multiplication  verrichtet,  so  be- 
steht das  Resultat  aus  zwei  Bestandtheilen , von  welchen  der  eine 


i by  Google 


VII. 


t»3  ■>v«.ismi9l> 

- »»'.  i» 

I M*  \ | J*. 

••  t 

-..s 


Di 


Sin(ö+6t+öa-f  ...,+  ön-i)  u.  über  einen  damit  verwandt.  Satz  etc.  73 

reell,  der  andere  dagegen  mit  dem  Faclor  V— • 1 behaftet  Ist;  der 
reelle  Theil  ist  alsdann  der  Entnickelung  von 

Cos(«  + e1+ea  + ....+e,_i), 

dej  Coefficient  von  V"— 1 dagegen  der  Entnickelung  von 
Sin  (fl  + fla-f  ....  -f  fl«— i) 

gleich,  trnd  es  ist  unsere  Absicht,  im  Folgenden  den  Bau  dieser 
Entwickelungen  im  Allgemeinen  festzusetzen.  — Aus  der  Natur 
der  Alultiplicatinn  folgt,  dass  in  der  Entwickelung  des  obigen 
Productes  die  einzelnen  Glieder  aus  den  Gliedern  der  n Binome 

Cos  Ö + Sind,  Cos  0,  -f  — 1 Sin  fl, , 

Cosfls+  V — ISinAz,  ....  Cos fl„_i  -f  V — 1 Sin ön_i 

dermaassen  zusammengesetzt  sind,  dass  immer  ein  Glied  des 
einen  Binoms  verbunden  erscheint  mit  je  einem  Gliede  aller  übri- 
gen Binome.  Die  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  des  Pro- 
ductes bestehen  also  aus  den  sämmtlichen  Variationscomplexio- 
nen,  welche  die  « Elementenreihen 


Cosfl, 

V^iSinfl, 

Cos  0, , 

Sin  fl,. 

Cos  flj  , 

V~—l  Sinfl4, 

Co8  fln— I , 

V^-l  Sin  9,_| 

gestatten.  Diejenigen  Complexionen,  in  welchen  die  Anzahl  der 
Sinus  gerade  ist,  bilden  die  reellen  Glieder  und  gehören  der  Ent- 
wickelung von  Cos (9+  0,  + ö2  + —»  + ön-i)  an,  und  diejenigen 
Complexionen,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  ungerade  ist, 
bilden  die  imaginären  Glieder  und  gehören,  nach  Auslassung  des 

Factors  V — 1»  der  Entwickelung  von  Sin  (Ö-fflj -f  9a-)- -f  Ö„_l) 

an.  Von  den  reellen  Gliedern  sind  jene  positiv,  in  welchen  die 
Anzahl  der  Sinus  durch  4 getheilt  0 zum  Rest  gibt,  und  jene 
negativ,  in  welchen  diese  Anzahl  durch  4 getheilt  'i  zum  Rest 
gibt,  weil  (V  — l)4r=-f  J , (V — l)*r+®  = — 1 ist.  Von  den  ima- 
ginären Gliedern  haben  jene  offenbar  das  Vorzeichen  +,  in  wel- 
chen die  Anzahl  der  Sinus  durch  4 getheilt  1 zum  Rest  gibt,  und 
jene  das  Vorzeichen  — , in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  durch 
4 getheilt  3 zum  Rest  gibt,  weil 

(V'-*.l)«r4>  = + V— 1,  (V  — 1)4,+»  = - ' 'i 
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ist.  Ans  dem  Vorhergehenden  ergibt  sich  nun  mit  Leichtigkeit 
zur  Entwickelung  von 

, Cos (ö  öj  "f  öj  "f  ...■  *f  0M— i)  und  Sin (0  -f-  0j  d 0a + •■  * • + 0«— 0 
folgende  Kegel:  Man  bilde  aus  den  n Elem e n teu reih en 


Cos0, 

Sin0, 

Cos  0, , 

Sin  0| , 

Cos  02 , 

Sin  04 , 

Cos  0/t—l , 

Sin  0„_i 

alle  möglichen  Variationen  und  sortire  slimmtliche 
Complexionen  in  zwei  Kruppen,  von  welchen  die  erste 
die  Sinus  jeder  Complexion  in  gerader  Anzahl,  die 
zweite  die  Sinus  jeder  Complexion  in  ungerader  An- 
zahl enthält.  Die  Complexionen  der  ersten  Gruppe 
bilden  die  Glieder  der  Entwickelung  von 

Cosi[0  + 0i  +0a+  . ...+  0,,-i), 

die  Complexionen  der  zweiten  Gruppe  bilden  die  Glie- 
der der  Entwickelung  von 

Sin  (0  -f  0|  +0a  + -...+  0n— l). 

Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -f, 
wenn  die  Anzahl  der  Sinus  durch  4 theilbar  ist,  alle 
übrigen  bezeichne  man  mit  — . Die  Glieder  der  zwei- 
ten Gruppe  bezeichne  man  mit  -f , wenn  die  Anzahl 
der  Sinus  durch  4 getheilt  1 zum  Rest  gibt,  alle  übri- 
gen bezeichne  man  mit  — . 

Um  z.  R.  Cos  (0  + 0i  + 0*  + 03)  und  Sin  (0  + 01+0*  + 0S)  zu 
entwickeln,  hat  man  aus  den  vier  Elementen  - Reihen 

Cos  0 , Sin0, 

C os 0j , Sin0, , 

Cos  0* , Sin  0* , 

Cos03,  Sin  0a 


die  sämmtlicheu  Variationen 
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Cos0Co60,  Cos fijCos 0-, , SjnöCosfy  (,'ns 02Cns 03 , 

Cos  0 Sin  0,  Cos02Cos03,  Sind  Sin  0(  Cos02Co8  03, 
CosOCos©!  Sin  02  Cos  03 , Sin  0Cos0(  Sin  02  Cos03 , 
i s «i ! Sin  Sin q2  Cos  g3 1 Sin  0 Sin  0,  Sin  0„  Cos  03 , 
Cos0Cos0|  Cos02Sin03,  Sin0Cos0,  Cos02Sin03, 

Cos  0 Sin  0,  Cos02Sin03,  Sin  0 Sin  0]  Cos02Sin03, 

Cos  0 Cos 0|  Sin  02  Sin  03 , Sin 0 Cos  0,  Sin  02  Sin  03 , 

Cos  0 Sin  0|  Sin  02  Sin  03 , Sin  0 Sin  f)l  Sin  02  Sin  03 ; 

und  wenn  man  nun  diese  in  zwei  Gruppen  mit  gerader  und  unge- 
rader Sinusanzahl  sortirt,  endlich  die  einzelnen  Complexionen  aul 
die  angezeigte  Weise  mit  Vorzeichen  versieht,  so  erhalt  man: 

(2)  Cos  (0  | 0!  + 0a  + 03 j (3)  Sin  (0  + 0,  + 02  + 03) 

= Cos0Cos0!  Cos02Cos03  = Cos0Sin  0j  Cos02Cos03 
— Cos0Sin0i  Sin02  Cos03  -f  Cos0Cos0,  Sin02Cos03 

— Cos0Sin  0,  Cos02Sin03  -f  Cos0Cos0i  Cos02Siu03 

— Cos0Cos0iSin02Sin03  — Cos  0 Sin  0,  Sin02  Sin03 

— Sin0  Sin  0,  Cos  02Cos03  + Sin  0 Cos 0,  Cos02Cos03 

— Sin0  Cos0|  Sin02  Cos03  — Sin  0 Sin  0,  Cos02Sin03 

— Sin  0 Cos  0,  Cos  02  Sin  03  — Sin  0 Sin  0,  Sin  02  Cos 03 

-f  Sin 0 Sin  Sin 02  Sin  03 , — Sin  0 Cos 0,  Sin  02  Sin  03. ' 

Zusatz.  Um  Cos(0  — 0|  — + 03)  und  Sin(0 — 0, — 02f03) 

zu  entwickeln,  setze  man 

0— 0,-02  + 03=  0 + (-0,)  + (-02)+03 

und  verfahre  mit  den  Elementenreihen: 


Cos  0, 

Sin  0, 

Cos(-0,), 

Sin( — 0, ), 

Cos  (—  02) , 

Sin  (—  02) , 

- 

Cos  03  , 

Sin  03  , 

oder,  was  dasselbe  ist,  mit  den  Elementenreihen: 
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Cos0,  Sin  0, 

Cos6|,  — Sin0,,  , . j -•  . 

Cos0s,  — Sin0a, 

Cos03,  Sin0s 

• .V-  , (,C  • ■’(»  |f»  • 

nie  zuvor.  Man  sieht  augenblicklich , dass  in  diesem  Falle  in 
den  zweiten  Theilen  der  Gleichungen  (2),  (3)  alle  jene  Glieder 
ihr  Zeichen  ändern,  welche  Sin0j  ohne  Sin0.2  oder  Sin0a  ohne 
Sin 0|  enthalten,  die  Vorzeichen  der  Cosinusentwickelung  werden 
daher  der  Reihe  nach  sein : 

+ - + + + +-  + 
und  jene  der  Sinusentwickelung : 

.--+  — + -++• 

•»  *?Ü  OHR  I1'*" 

Dass  dieses  Verfahren  allgemein  gilt,  geht  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (1)  hervor,  wenn  man  — 0,  an  die  Stelle  von  0,,  — 0* 
an  die  Stelle  von  02  setzt,  wodurch  man  erhält : • 

(4)  (Cos0  + V — lSin0)  (Cos 0t  — V — I Sin 0,) 

X (Cos  0a  — V"  — 1 Sin  0j) .. . . (Cos  0n_i  + V — 1 Sin  0„-i) 

= Cos  (0-  0,  — 04+....  + 0»-i)  + Sin (0 - 0i — 02  + + 0n-i). 


§.  2. 

Nehmen  wir  an,  die  Entwickelung  von  Cos(0+0i+  ö2-|-— .-f- 0n— a) 
bestehe  aus  h Gliedern  und  die  Entwickelung  von 

Sin(0  + 0,+0a+....  + 0»-a) 

bestehe  aus  k Gliedern,  alsdann  muss,  weil 

Cos  (0  + 0j  + 0*  + . . . . + 0»-i) 

= Cos(0+01+01  +..|  0n-i)Co80B-i— Sin(0  f 0,  + 0a+  ...+  0,_i)Sin0«_i, 

! i' 

Sin  (0  + 0i  + 02  + . . . . + 0n— i) 

=Sin(0+0, +0a +....+ 0n-*)Cos0s_i+Cos(0+0i+0a+...+0«—z)Sin0«-J 
ist,  sowohl 

Cos  (0  + 0,  + 0a  + ....  + 0n — i)  als  auch  Sin  (0  + 0>  + 0a  + ....  + 0»-O 

aus  A + & Gliedern  bestehen,  weil  in  den  ersten  Gliedern  der 
zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  kein  Sin  0«-i  und  in  den  zw*i- 
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len  Gliedern  kein  Cos0*_j  Vorkommen  kann,  sich  also  weder 
Glieder  aufheben,  noch  sich  deren  zusamntenziehcn  lassen.  Folg* 
lieh  bestehen  die  Entwickelungen  von  Cos (6  + 0,  + 02  + ....+  0«_i) 
und  Sin  (0  + 0,  + 02 + ....+ 0*_i)  aus  gleichviel  Gliedern.  Da 
non  die  Summe  der  Gliederzahl  beider  Entwickelungen  gleich  2", 
gleich  der  Anzahl  der  Variationen  von  n Elementenreihen  sein 
muss.  Wovon  jede  Reihe  aus  zwei  Elementen  besteht,  so  besteht 
die  Entwickelung  von  Cos  (0  + 0,  + 02  + . . . . + 0«-i)  sowohl , als 
auch  die  Entwickelung  von  Sin(0  + 0,  -+  02  -+  ....  + 0„— i)  ans  2"-* 
Gliedern.  Wir  wollen  uns  nun  noch  die  Frage  stellen,  wie  viele 
Zeichen  +-  und  wie  viele  Zeichen  — kommen  in  jeder  dieser 
Entwickelungen  vor? 

Bezeichnen  wir  mit  (n)  einen  aus  n positiven  Gliedern  besteh- 
enden Ausdruck,  ist  n,  die  Anzahl  der  positiven,  »2  die  Anzahl 
der  negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Cos(ff),  ferner  n3 
die  Anzahl  der  positiven,  w4  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  in 
der  Entwickelung  von  Sin(rt),  so  können  wir,  da  es  uns  blos  auf 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder,  nicht  auf  die 
Quantität  ankommt,  setzen: 

Cos  («)  = («,)—  (w.2) , Sin  (n)  = (r/s)  — (w4) , 

and  wollen  nun  ermitteln,  aus  wie  viel  positiven  und  negativen 
Gliedern  alsdann  die  Cosinus-  und  Sinusentvvickelung  eines  n+lglie- 
drigen  Ausdruckes  besteht.  Es  ist 

Cos  (n  + ])  = Cos(«)Cos(l)  — Sin  (»)  Sin  (I), 

Sin(n  + 1)  = Sin(n)  Cos(l)  + Cos(n)Sin(l), 

und  da  man  nur  auf  die  Anzahl  der  Glieder  sieht,  so  können  die 
Factoren  Cos(I)  und  Sin(I)  weggelassen  werden,  und  man  hat: 

Cos(n  + l)  = Cos(w)—  Sin(n), 

Sin  (n  + 1)  = Sin(n)  + Cos(n), 

oder  wenn  man  (n,)  — (»«*)  für  Cos(n)  und  (ns)  — (n4)  für  Sin(n) 
setzt  und  die  positiven  Glieder  för  sich,  die  negativen  Glieder  für 
sich  zusammenfasst: 

Cos(n+l)  = (n,  + n4)  - (n2  + n3), 

Sin  (n  + 1)  = (n,  + n3)  — (n2  + n4), 

ib.  die  Entwickelung  von  Cos(»  + l)  besteht  aus  rr,  + «4  positi- 
ven und  aus  + n3  negativen  Gliedern ; die  Entwickelung  von 
Sio(n  + J)  besteht  aus  w, +n3  positiven  und  aus  n2  + n4  negativen 
Gliedern.  Vergleicht  man  die  beiden  Reihen 
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Vj  , W2  , «3 , »4 , 

»I  + «4  . na  + n3  » «1  + »3  > «2  + »4 

mit  einander,  so  sieht  man,  dass  die  Glieder  der  zweiten 'Reihe 
durch  Addition  aus  den  Gliedern  der  ersten  Reihe  nach  einem 
sehr  einfachen  Gesetze  erhalten  werden.  Sind  z.  B.  die  Glieder 
der  ersten  Reihe 

1,  1.  2,  0, 

welche  der  Entwickelung  von  Cos(0-f-0,)  und  Sin (0  + 0,)  entspre- 
chen , so  sind  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  beziehungsweise 

1,  3,  3,  1, 

d.  h.  die  Entwickelung  von  Cojs(0  + 0,  +0a)  hat  ein  positives  und 
drei  negative  Glieder  und  die  Entwickelung  von  Sin  (0  -f  0t  -f  02) 
besteht  aus  drei  positiven  und  einem  negativen  Gliede.  Betrach- 
tet man  diese  zweite  Reihe  w ieder  als  erste,  so  erhalt  man  daraus  : 

2,  6,  4,  4, 

d.  h.  die  Entwickelung  von  Cos  (0  + 0,  + 02  -f  03)  besteht  aus  zwei 
positiven  und  sechs  negativen  Gliedern;  die  Entwickelung  von 
Sin(0  + 0t +02  + 03)  besteht  aus  vier  positiven  und  vier  negativen 
Gliedern,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wurde  die  folgende  Tabelle 
gebildet. 
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Tabelle, 

enthaltend  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen 
Glieder  in  der  Entnickelung  von 

Cos (0  + fl,  + + . ...  -f  0„-i)  und  Sin (ö  + 0,  + 0*  + ....  -f  0»-,) 

von  n = l bis  n = 30. 


n 

Cosinus. 

1 

Sinus. 

+ 

— 

+ 

— 

i 

i 

0 

1 

0 

2 

i 

1 

2 

0 

3 

i 

3 

3 

1 

4 

2 

6 

4 

4 

5 

0 

10 

6 

10 

6 

16 

i6 ; 

12 

20 

7 

36 

28 

28 

36 

8 

72 

56 

64 

’ 64 

9 

136 

120 

' 136 

120 

10 

256 

256 

272 

240 

n 

496 

52tTj 

528 

496 

12 

992 

1056 

1024 

1024 

13 

2016 

2080 

2016 

2080 

14 

4096 

4096 

4032 

4160 

15 

8266 

8128 

8128 

8256 

16 

16512 

16256  1 

16384 

16384 

17 

32896 

32640  | 

32896 

32640 

18 

65536 

65536 

65792 

65280 

19 

130816 

131328 

131328 

130816 

20 

261632 

262656 

262144 

262144 

21 

523776 

524800  ; 

523776 

j 524800 

22 

1048576 

1048576  ! 

1047552 

1049600 

23 

2098176 

2096128 

2096128  i 

2098176 

24 

j 4196352 

4192256 

4194304  i 

4194304 

25 

839065:1 

8386560 

8390656 

8386560 

26 

16777216 

1 16777216 

16781312 

16773120 

27 

33550336 

33558528 

33558528 

33550336 

28 

67100672 

67117056 

67108864 

67108864 

29 

134209536 

134225920 

134-209536 

134225920 

30 

| 268435456 

j 268435456 

268419072 

268451840 
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fi.  3.  . • r * 

,!  Um  nun  die  allgemeine  lndependenzformel  für  die  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Glieder  in  den  Entwickelungen  von 
Cos(ö  + e,  + e*  + ....  + e*_o  und  Sin(e+e,  + ö2  + ....+«^ijii*«i 
erbalten,  ist  es  nothwendig,  für  n die  vier  Formen  -=oq  mb 
4r,  4r  + l,  4r+2,  4r  + 3 , 1 

von  einander  zu  unterscheiden.  Ist  für  n — 4 r in  der  Cosinus- 
und  Sinusentwickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  bezieh- 
ungsweise gleich  m und  rn' , so  ist  die  Anzahl  der  negativen 
Glieder  beziehungsweise  gleich  24r— 1 — m und  24r— 1 — m' , und 
man  findet  hiermit  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glie- 
der in  den  Entwickelungen  für  » = 4r+I,  4r  + 2,  4r  + 3,  4r-f4 
durch  schlichte  Addition  auf  die  oben  bewiesene  Art  und  hat  das 
folgende  Schema,  das  nach  dem  Vorhergehenden  einer  weiteren 
Erläuterung  nicht  bedarf. 


•Ijt  -w. 


+ + + 


05  SS  — 


I 

1 

1-9 

1 

r* 

1 

13 

19 

2 

s 

1 

90 

2^ 

2^ 

| 

4 

4 

>4-  il  ;t  " . 

19 

4* 

19 

4> 

4 

3 

+ 

i , •• ; ’ •-■  ’ i T 

»<* 

4 

19 

4k 

*» 

4 

19 

4* 

O 

iw 

4 

19 

1 

c 

s 

4 

»9 

4* 

*5 

| 

1 

5* 

F9 

4 

c 

»— 

a > 

S“ 

19 

5; 

••  v- 

g 

g 

19 

»9 

• 1 

Ür  , 1 , 

4 

IO 

4 

X 

1 

*» 

| 

. \ k, 

*• 

19 

4 

3 

! 

• 

4 

2^ 

19 

-h 

r 

I 

. • j- 

>.*.  r 

(<9 

4 

4 

li 

$ 

f 

3 

__ 

19 

? ; * .«  * ' 

’ : * • ' 

**;,•*  ; 

2^ 

I 

19 

2 

* ■ '•  *•;  »• 

• - . \ 

u 

T£ 

-i 

4 

19 

4 

4 

19 

4k 

3 

+ 

J 

+ 

■ 

»9 

4k 

l! 

«+• 

4- 

g 

/ 

19 

** 

J*. 

| 

I 

! 

c 

g 

19 

1 

19 

19 

1 

*3 

* 

19 

nt  t 

4* 

»9 

* 

*» 

4 

19 

2^ 

4 

1 

3 

4k 

T 

¥* 

| 

I 

f1*'  * -•  1 * 

.11»«»! 

4 

4 

l 

1 

1 

. .1  .0 

ixnA  ' ' * 

»0 

4k 

7 

T 

19 

| 

4 

19 

* 

3^ 

■%m-  i t»  1 ’ • 

*;/  , 
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Die  Auffindung  der  Indepeodenzformeln  für  die  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Glieder  ist  sonach  zurückgeführt  auf  die 
Bestimmung  der  Werthe  von  m und  m'.  Bildet  man  sich  aus  der 
vorhergehenden  Tabelle  die  Differenz  m — (24r— 1 — m)  der  Anzahl 
der  positiven  und  negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von 
Cosfö-f  ö,  + &£  + ... . + e4r-0,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 


»uni»'-*  ' 

für 

r=l 

— 

4 = -22, 

»» 

r=2 

+ 

16= + 2*. 

ln«  . V - • 

» 

eo 

II 

1. 

64= — 2®, 

oiiy  n-,  ■ • 

»> 

r = 4 

+ 

256=+ 2®, 

‘I-V  .-••• 

r = 5 

— - 

1024=  — 2», 

‘•ih  ;•  ’* 

1» 

r=6 

+ 

4096=  + 2“, 

gv%. "*v  » 

*» 

r=7 

— 

16384  = — 2‘«, 

und  man  schliesst  daraus  durch  inductioo,  dass  allgemein 

(5)  m — — m)  — ( — l)r2*r1 

also 

(6)  m = 2*-4  | (—  l)r  22r~1 

ist.  Bildet  man  aus  obigem  Schema  dieselbe  Differenz  für  n=4r+4, 
so  erhält  man  — 8m  + 24r+1 ; und  setzt  man  hierin  statt  rn  den 
eben  gefundenen  Werth,  so  erhält  man: 

(_l)r+X2*r+*. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  aber  auch,  wenn  man  im  zweiten 
Theil  der  Gleichung  (5)  r + 1 statt  r setzt,  woraus  folgt,  dass, 
wenn  die  für  m gefundene  Formel  für  r gilt,  sie  notbwendig  auch 
für  r + 1 gelten  muss.  Da  aber  diese  Formel  für  r = 1 gilt,  so 
gilt  sie  nach  bekannter  Schlussweise  für  r=2,3,™.,  d.  h.  allgemein. 

Aus  der  Betrachtung  der  Tabelle  ersieht  man  auch,  dass  für 
n = 4r  in  der  Sinusentwickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder 
immer  gleich  ist  der  Anzahl  der  negativen  Glieder.  Man  schliesst 
also  durch  Induction,  dass  allgemein 

m'  = 2*r-*  — m' 

oder  dass 

(7)  rn'  = 2 4r~* 

i*t  Nach  dem  obigen  Schema  ist  für  n = 4r  + 4 io  der  Sinua- 
enttvickelung  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  be- 
ziehungsweise 

Theil  XXXIV.  S 
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— 4i«'+24r  + 24r+2,  4m'-f2*r  + 24»‘H.<:<iH 

Setzt  man  min  hierin  für  m’  den  gefundenen  Werth,  so  erhält 
man  in  beiden  Fallen 

24r+2, 

woraus  folgt,  dass  wenn  die  Gleichheit  der  Anzahl  der  positiven  und 
negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Sin(0+0l+02-f-....-J-04r_i) 
und  der  daraus  folgende  Werth  von  w!  für  r gilt,  beides  notb- 
wendig  auch  für  r + 1 gelten  muss.  Da  aber  die  Giltigkeit  obi- 
gen Werthes  von  m‘  für  r=l  nachgewiesen  ist,  so  gilt  derselbe 
nach  bekannter  Schlussweise  allgemein. 

■\n 

Bezeichnet  man  mit  Pc  und  Xc  die  Anzahl  der  positiven  und 
negativen  Glieder  der  Cosinusentwickelung  und  mit  Pt  und  N, 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  der  Sinusentwicke- 
lung, so  gibt  das  obige  Schema,  wenn  man  für  m und  m‘  seine 
Werthe  aus  (6)  und  (7)  setzt: 


(8) 

I 


für 

u—At 

pc- 

: 24r-2  -f  (- 

-l)r22r~1, 

N, 

II 

f 

Id 

i 

■(~  l)r22r_1, 

tv 

>«-,ü , „ . 

p.= 

94r-2 

’ •*  s 

- y‘  ■.  «■' 

N. 

— -94r-2. 

■)(’>  Smia  ’n 

n=4r  + 1 

t,  y ■ 

Pc  = 

04r-l+(_ 

l)r92r_l, 

■ Uin- 

X< 

t i 

— 24r~l 

jTUG  J*»>U 

p,= 

24r-I  + (_ 

l)r22r— 1 , 

x. 

= 2^-1-  (— I)r22'-1; 

»> 

n = 4r  -f  2 

Pc  = 

24r, 

XC 

= 24r. 

p.= 

(-1) 

r22r. 

X,- 

=2«'-  — (— 

l)r22r; 

y» 

n—4r  3 

Pc  = 

04r+l (_ 

l)r22r. 

Xc: 

= 24r+l  + ( 

— l)r22r, 

p.= 

24r+l+(_ 

l)r2*r. 

X.-- 

7 

t 

c* 

(1 

— l)^2'. 

§•  4. 

l 

Indem  wir  nunmehr  zur  Anwendung  des  Vorhergehenden  über- 
gehen, nehmen  wir  die  identische  Gleichung  vor; 

(9) 

(Cos20  + Sin20)  (Cos20|  + Sin20,)(Cos202  + Sin202) .... 

....  (Cos  *0n-l  + Sio20n-l) 

= Cos2(0+  0;  + 02+  ••••  + 011— l)  + Sin2(0+  0|  + 0a+..  . . +0n— l), 

und  mnltipliciren  dieselbe  mit  (pp,  p2....p„_i)2,  wobei  p,  p,,  p2 p„~i 

reelle  positive  Grössen  bezeichnen,  und  erhalten: 
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!(fCosö)*+(pSine)*|j(flCosfl1)H(ftSiDe1)*l!(p2Co*fl,)*+((>2Sin0j)*|.... 

llSdl  ■ j (Qn-l  Cos  0n-l)2  + ((>„ -1  Sin  0„_l)1 1 

= 1 ß Pi  Pi  • • • • Pn— l Cos  (0  + 0i  + 02  -p  ....  -p  0b— l)  I1 

+ Ißßi  fts ....  ßn— iSin(0-f  0i  + 02  + ....  + 0b— i)!®- 

bou  nsvn-  ■ 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Tbeil  dieser  Gleichung 

Cos (0  \ 0|  -f-  02 4* ...«-F 0a— i)  und  Sin(0-p  0,  -p  02p  •••.  p 0b-D 

■iao  Suü  ■'!'  ' 

nach  dem  im  obigen  auseinaudergesetzten  Verfahren  entwickelt. 


alsdann  Glied 

um  Glied  mit 

P Pi  Pa  • • 

• * pa— l multiplicirt  und  setzt 

man: 

bmi  nsvlli— wj  - 

. bnu  ,‘A  o 

= ßCos0, 

ß 

= pSin0, 

cjirBTU  | 

\ 

= p,  Cos  0, , 

ßx 

= Qi  Sin  0| , 

(10)  ( ß* 

= ß2.Cos02, 

h 

— ß2  Sin  02 , 

' <*s-l  = ßa-1  Cos  0B-1 , (?n-l  = ßa-1  Sin  0b-1  ; 

so  sind  die  in  beiden  Füllen  sich  ergebenden  Resultate  offenbar 
reine  Functionen  von  a,  at,  at,....an- 1,  ß,  ßt,  ß2 ßn— i;  be- 

zeichnet man  das  erste  Resultat  kurz  mit  f{a,  ß),  das  zweite  mit 
F(a,  ß),  so  wird : 

i ßßi  P2  — • Pb— l Cos  (0  + 0j  p 02  p .... ■ p 0b— l)  = /?<* , ß) , 

(>1) 

( QQlQ2....  ßa-1  Sin(0  p 0i  p 02  p ....  + 0n-l)  = F(a,  ß ). 
und  man  hat  statt  (9)  die  Gleichung: 

(12) 

R=(ß®+^)(oI®+|3l®)(«;!H/3a2)....(«B-.®+^-i®)=l/'(a,|S)l*+;F(o)(3)|*, 

so  dass  also  das  Product  P umgeformt  erscheint  in  die  Summe 
zweier  Quadrate.  f(a,  ß)  wird  sich  von  der  Entwickelung  von 
Cos(0p  0t  +02+  ....  p0B-i)  und  F( a,ß)  von  der  Entwickelung 
von  Sin(0  p 0t  p 02  P ....  p d«_i)  nur  darin  unterscheiden,  dass 

a,  a, , «*,....  ttn—i  an  der  Stelle  von  Cosd,  Cosöj , Cosd2 Cosd«— i 

und  ß,  ßi,  ßg,:i*  ßn-i  an  der  Stelle  von  Sind,  Sind],  Sind2,.... 
— Sind.-i  steht.  Das  für  die  Entwickelung  von 

Cos  (0  p 0i  P02P  ....  p 0a— i)  und  Sin  (0  p 04  p 02  p 0a— l) 

im  Obigen  gefundene  Verfahren  wird  sich  also  auch  auf  die  Ent- 
wickelung der  Functionen  f(a,  ß)  und  F(a,ß ) ausdehnen  lassen, 

6* 
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wenn  man  nur  überall  statt  der  Cosinus1  dle«end  statt  der  Sions 
die  ß setzt.  Die  Regel  wird  alsdann  folgendermassen  lauten: 

Man  bilde  aus  den  n Kiemen ten r ei h en 


“l. 

«s. 


ß, 

ß .. 

ßt> 


uonoi)sits7  aib 


«n-1  > ßn~l 

alle  möglichen  Variationen  und  sortire  sämmtliche 
Complexionen  in  zwei  Gruppen,  von  welchen  die  erste 
die  ß in  jeder  Complexion  in  gerader,  die  zweite  die 
ß in  jeder  Complexion  in  ungerader  Anzahl  enthält. 
Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -4, 
wenn  die  Anzahl  der  ß durch  4 theilbar  ist,  alle  übri- 
gen bezeichne  man  mit  — . Die  Glieder  der  zweiten 
Grujfpebezdichne  man  irfit  -f , wenn  die  Awzabbdeto^ 
durch  4 getheilt  1 zum  Rest  gibt,  alle  öbrigeRibfesetabn« 
man  mit  — . Alsdann  ist  die  erste  Gruppe  die  Ent- 
wickelung v en  f(a,  ß),  die  zweite  jene  von  F{a,  ß). 

So  erhält  man  zum  Beispiel  zur  Zerlegung  des  Productes 
(o*  -f  ßi)(ala  ißt*)  («j*  + ßtß)  aus  den  Elementenreihen 


die  Variationen : 


folglich  ist : 


ß. 

“1. 

ft. 

Oj, 

ßm 

P“j“s- 

“ßi<h> 

ßßt  °»»  /*»,  .dar.noarer 

aaißi> 

ßaißt> 

aßißt> 

ßßiß»}"-° 

■ t = 4 

« f iiö'ü irz:  -Cf-  . )' y>  — ~ >> 

f(a,ß)=  oe^a,  und  f\q,  ß)  = «fto, 

* - ' 1 * • • - a 

....  + ““iP« 


und 


-«Afc 

-Mi 

— ß«  \ßi 


-ßßlh 


(13)  *)(«***+  ß2*)—jaal  at—etßtßi—  ßßiOn—ßaißtP 

+l“/Vi+““i  ßt+ßa,  <r*  ~ßß  ißtf 
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Uro  das  Product  (a*  + ß*)  (o,*+ ft*)  (“»*  + ft*)  (“»*  + Pa*)  *u  xer" 
l«gen,  hat  man  a«s  den  Eieraentenreihen  ; , ,i  ...  • 

. ':u9lusi  H988«mi9l 


nsds&tco. 


o, 

»i. 


ß.  ' 

ft. 

ßt> 

ft 


iv 


die  Variationen 


sdoillflimKa  o~  r- 
3)819  a i h n *>  ri  1 1 - • 
»ib  sli»wi  v ■ !.  . * 

.1 1 s d t ir  9 I d c * « / 

,+  I i m (u;  m -i  •'  .i  ■■  • 

■iidii  'siio 

Ü9)  i**-«  s i s>$>  ' ■ 


00,0*03,  ßa,  o*«,, 
aß,a2a3,  ßß^a,, 
«“ift"s>  ßalßiu3> 
oft  ft  O]  , ßßlßxa3’ 
oo,  aißi  ■ ßaiazßf 

«ft  «208.  0ft“*ft. 
““lftft.  ßttlßtß»’ 
oftftft,  ßßlßtß*-’ 


»1*  v< 


-)o3[  9:b  9i|i|i>-' 

•{f\  ,»)/(«*  ß)  = 

»slsuboi4!  891/  «.!•• 
nadi'it.,  • 


t,  so  wird: 

e -Jl  1 1 

0 V't  J».  I* 

i*i  .m «i  t • A 

; OOiOgO,  „ 5 

*X«,0)  = «ft“*®8 

— «ftft“s 

— oftojft 

+ «°lft“3 

mutt  i»  ’ 

+ 00,0*1?, 

1 , 't  i-°.  iS  -r 

— oo,ftft 

— oft  ft  ft 

-ßßl«2«3 

+ 0“l«*“* 

— ßalßxa3 

— jSftfto, 

— 0«l“eft 

-/Jftojft 

+ ßßlßiß»’ 

— A*,ftft ; 

, V * a ■ e •: 
' ; n n s i'i 
1 V ! 3 J 3 » tr 

19 

t ,»)  ’ Q 4 *». 


and  e»  ist  sonach,  wenn  inan  zur  Abkürzung 

0 = 001030,,  a'=oft«*o,, 
6 = oj3,ft«j,  6'=oo,fto,, 


e'=oo,o,ft. 
d'  = aßißtßf 
«'=00,0,0,, 


s? 

■etzt : 


ct=oftojft, 

<rf  = oo,ftft, 

, 

«=0A“*“a> 

f=ßa,ßtcci , f = 0ft  ft“a . 
ij=0o, 0,0,,  </'  = ßßi “ift  > 
k=ßßtßtß»<  A'  = ßaißtßi 

Ax  A l*81  *■  VV  i f 


i i.‘> 
> * . 
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' (14)  | ')  ! ' ■*  V »uA 

(«HPW+Ä  *)(<***+&*)(«»*+&*)  = («-*- c-d-e— f— 

+ («'+  6'+  c'—  tZ'+e'—  f'-g'T$£ 


§.  5. 


(M) 


■ ■JPOH 

wird  aber  offen- 


Die  Gleichung  (9),  folglich  auch  jene  (12) - — 

bar  auch  dann  noch  richtig  bleiben,  wenn  man  in  der  Summe 


Ö+A  + 0a  + ....  + ft, -i 

/ 

die  Vorzeichen  beliebig  verändert.  Hätte  man  z.  B.  0p,  6r,  ,,v 
in  — Oft,  — 6v-.  verwandelt,  so  treten  in  der  Entwickelung  v.fn 

Cos(ö  + 6, +A +••••  + Ö»-i)  und  Sin(Ö  + A + e2+ «••• 

die  Grössen 


Cos(—  Oft), 

Sin(—  0,u), 

Cos( — 6v), 

Sin  (—  6 c), 

> .,rv 

• • • 

. • • . 

A • 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Grössen 

J • s-im 
» p «*  ?♦  i 2 

Cos0u, 

— Sin  0„, 

. ..  ■ -s.*  ri’M-ii 

Cos  6v , 

— Sin  0» 

♦ ;J.»  < »ln*- 

. . . . 

• . , # *'►*»:  -»11  * 

. -!-■  <■  reif. 

an  die  Stelle  von  • 

Cos  Op  t 

Sin  0^, 

* * 

. • *X 

* • 

Cos  Ov i 

Sin  0, , 

. • . \ t 

d.  h.  in  den  Entwickelungen  von  Cos(0  + fli+A + ••••  + 0«_i)  und 
Sin  (0  -f  0,  + 04  + ....+  0„-i)  braucht  man  nur  in  jenen  Gliedern 
die  Zeichen  zu  verändern,  in  welchen  Sin0|U,  Sin0„,....  in  unge- 
rader Anzahl  zusammen  Vorkommen.  In  den  Functionen  f(a,  ß) 
und  F(a,  ß)  treten  alsdann  an  die  Stelle  von  ßp,  ßv, — die  Grös- 
sen — ß/i,  — ßv während  alles  Andere  ungefindert  bleibt. 

Die  Gleichung  (12)  wird  also  auch  dann  noch  gelten,  wenn  man 
im  zweiten  Theile  derselben  in  allen  jenen  Gliedern  von  f(a,  ß) 
und  F(ct,  ß)  die  Zeichen  verändert,  welche  ß/,,  ßr in  ungera- 

der Anzahl  enthalten.  Auf  diese  Weise  erhält  man  fÖr  das  Product 

(12)  P=  («*+£!*)  («,2+A2) (o22  + A2)-- («f-i*+ A-i2) 
eine  neue  Zerfällung  in  die  Summe  zweier  Quadrate. 
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Aus  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  folgt,  wenn  man  zur  Alt' 
kijrfung, 

ö = ö-(  0j  + 02  l”  • • • • + Öb-1 

woraus  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

!*(«,  ß)P= jq^stö^»  i /(“•  ß) >a = r+f^iö 

Versteht  man  unter  & jede  beliebige  algebraische  Summe 

der  n Grössen  0,  6,,  02 8n—\,  so  ersieht  man  aus  den  vor- 

stdhendelr' Gleichungen,  dass  man  für  [F( a,ß)\'1,  \f(a,  ß)  I2  so 
fiele  verschiedene  VVcrthpaare  erhalten  wird,  als  es  numerisch 
verschiedene  Werthe  von  © gibt,  indem  das  Vorzeichen  von 
0 gleichgültig  ist.  Bekanntlich  lassen  sich  aus  n Grössen  wie 
Ä,  6,,  02,....0„-i  durch  iedigliche  Aenderung  der  Vorzeichen  im 
Allgemeinen  2*  verschiedene  Summen  bilden.  (Al.  s.  meinen  Auf- 
satz: Geber  eine  Eigenschaft  der  geometrischen  Pro- 
gression 1,3,9,27,....  Archiv.  Tbl.  XXXlll.Sk  106).  Unter 
diesen  befinden  sich  aber  paarweise  solche ‘von  gleichem  Zahl- 
wertb  und  entgegengesetzten  Zeichen,  so  dass  die  Anzahl  der 
absolut  verschiedenen  Summen  im  Allgemeinen  gleich  2n~l  ist. 
Man  wird  also  auch  für  F(a,  ß ) und  f(a,  ß ) im  Allgemeinen  2"— 1 
verschiedene  Werthpaare  erhalten,  welche  alsdann  eben  so  viele 
Zerlällungen  des  obigen  Productes  P in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate ergeben. 

Da  sich  aus  den  Grössen  0,  0t,'  02  die  vier  Summen 


Ö + 0.  + 0J, 

— 0 + ö|  + 02 . 

0 — 0i  + 6a> 

- -•>  O.b  0+Öl  02 

bilden  lassen,  so  hat  man  für  (a2  -f  ß2)  (a,2  + ßt2)  (o,22  -f  ß.j2)  vier 
verschiedene  Zerfällungen.  An  die  Stelle  der  im  ersten  Beispiele 
angeführten  Elementenreihen  treten  nun  vier  Systeme  solcher, 
und  zwar  die : 


ß, 

~ß, 

a,  ■ 

ß, 

. *»" 

ß. 

“l*  ßl> 

“r. 

ßy 

- ßx . 

ßv 

ßf 

«*. 

ßt. 

“z. 

ftl» 

“z> 

&2> 
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und  die  vier  Auflösungen  sind!  ‘ .*"•  f • (fl) 

(16) 

==  (««i  — «ft  ft  — ßßi  «2  — ßut  ft)2  + («ft  «a+ ««i  ft + ß“i  “2  — ßßi  ft)’ 

= (««i  «a  — «ft  ft  + ßßi  «j  + ft»,  ft)2  + («ft  «s  + o«i  ft—  P«i  «a  + ßßi  ft)* 
— (««i  «a  + oft  ft  + jSft  «a  — j3«,  ft)2 +(— «ft  «a+««i  ft+  ßai  “2  + Pft  ft)* 
= (««!  «2  + «ft  ft — ßßi  «a  + 0«,  ft)2  + (“ft  «a  “ ««1  ft  + ßai  «2+0ftft)* 
Da  «ich  aus  vier  Grössen  fl-,  flj , 0a,  03  die  acht  Summen 

, Ö 4"  ft  + ft + 0j» 

— 6+01  + 0a  + 03  » 

0 — 01  + 01  + 03  1 
fl  + 01  — 02  + 03  ’ 

0 + 0,  +0*-03. 

“ e — 01  + 02  + 03 » 

0 — 0,  — 02  + 03  > 

, 0-01+02-03 

bilden  lassen,  so  hat  man  für  die  Zerlegung  des  Productes 
(o*  + ß*)  («,*+  ft2)  («22  + ft2)  («3*  + ft2)  acht  verschiedene  Lösun- 
gen. In  der  That,  man  hat  statt  der  im  zweiten  Beispiele  an- 
geführten Elementenreihe  ein  System  von  acht  solchen , und  zwar  die: 


i »V*  i'  V . 

«, 

ß. 

«» 

-ft 

«, 

ft 

<*,  ß, 

«1  . 

ft. 

«i. 

ft. 

«1. 

-ft. 

«i*  f 0f# 

ßlf 

«2, 

ft. 

««, 

02» 

*U; *'f‘  1 

««» “ft>  1/ 

«3. 

» 1 

i.  ■. 

ft; 

«s> 

ßat 

«3, 

ft; 

«s.  ft  ; 

■ --.‘HO  UlA 

■ M „:■>  n 

«, 

ß . 

«, 

-ft 

ft 

«1. 

ft. 

«1  , 

-ft. 

“1. 

— 0i » 

«1,  -ft.<; 

“z. 

ß * > 

«2, 

ft, 

«1. 

-ft.. 

“1»  ft.mi 

«3» 

-ft; 

«3, 

ft; 

«3, 

03  » 

«3,  — ft-s 

Werden  nun  mit  Hilfe  dieses  Systems  die  Vorzeichen  der  Grös- 
sen a,  b,  o!  u.  s.  w.  der  oben  gegebenen  Lösung  (14)  entsprechend 
verändert,  so  erhält  man  folgende  acht  Auflösungen : 
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(17)  («*+/?*)  «+ ft*)  («,*  + ft»)  (V  + ft*) 

= (a  — b — c — tf— e — /■—  <7  + A)1 

VbK - + 6'  + c' - - *>* 

VW + ,,,r  (<t~b-c-d  + e + f + 9-h)* 

1 + (a'  f A'  + c'  — d‘-e' + f‘  + 9‘  + h‘)* 

-f  j>5ä  -J  - ! 

= (ß  + H — d - {■  e — • f — g — A)2 
Hsh  ‘^+  *r'  ■ + (-a'+6'  + c'  + d'  + e1  + f‘  + g‘  - A')* 

«dUM’jJSS  i (a  + b — e + d — e+f  — g — h)* 

+ (al—b‘  + c'  + d,  + el  \f‘— ff'  + A')* 

= (a  — 6-fc  + d — e — / + ^ — A)* 

+ (a'  + 6'  - c'  + d'  + e'  - f‘  + g<  + A')*‘ 


= («  -M  + c — d — e + / + ^ + A)* 

+ ( — a'+A'+c'  + d'  - e'  — y + A')* 

= (o-Ht  + rf  + t+Z-j  + A)1 
+ (-o'-6'+c'— d'+e'— /•'  + y'  + A')*  , 

= (a  + 6 — c + d + e-  Z’+^  + A)* 

+ (— a'+A'—  c'  — d'  + e‘  + f‘  — g‘  + A')*. 

«bübo,i<l 

HOÄl'J  9IIO&V/  * •.  ; ' 

loc  , 6 

■ yib  1C«S  f;,  * • 

* ' s 

Man  denke  sich  die  n Factoren  des  Productes  f*  (12)  in  zwei 
Gruppen  gesondert,  wovon  die  eine  r — 1 Factoren,  die  andere 
n — r-J-1  Factoren  enthält.  Dieses  zweite  Product  aus  w — r + 1 
Factoren  denke  man  sich  nach  der  oben  auseinandergesetzten 
Methode  auf  2»_r  verschiedene  Arten  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate verwandelt  und  an  die  Stelle  jener  Factoren  in  P gesetzt. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  2*_r  verschiedene  Darstellungen  von 
P als  ein  Product  von  r Factoren,  von  welchen  jeder  die  Form 
-f  0*  hat.  Die  obige  Eintheilung  in  zwei  Gruppen  kann  aber 

offenbar  auf  C-i)  verschiedene  Arten  ausgefiihrt  werden , also 

ist  die  Gesammtzahl  der  Darstellungen  von  P als  ein  Product  von 

r Factoren  von  der  Form  a* + j3*  gleich  Da  aber  r 

alle  ganzen  Zahlen  von  1 bis  n — 1 bezeichnen  kann,  so  sieht 
man,  dass  ein  Product 

(12)  P = (o*+|S*)  (crl*+ft*)(«,*+ft*)....(«n_1*+ft_la) 
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aus  n Factoren  von  der  Form  im  Allgemeinen 

auf  2"_l  verschiedene  Arten  in  derselben  Form  d«rg«f 
stellt  werden  kann;  ■ < .jyliishs 

- u <s  ■ » 

auf  T? ) 2n— * verschi ed  ene  A rten  als  Product  von  i 

v>,/  „ • . naroi 


G) 

G) 


2«- 3 
2—* 


G-0* 


„ 3 

99  ^ »» 

•")  , i * *>  f f 
t > .tKißd'jb« 

99  W 1 » 


von  der  Form  aa  -f-  /32i  Als  Product  aus  n Factoren  dieser  Art 
ist  P gegeben,  also  ist  die  Gesammtzahl  der  Darstellun- 
gen gleich 

1 2-‘  +(”)  2-H  (")  •2->  + Q)  2-“  + ....  + („”  2)  21  + 1 

= *(3n  — 2n-f  1). 

H . - * 

»i  So  hat  man  för  n = 3 die  oben  in  (16)  aufgefährten  vier  Dar- 
stellungen des  Productes  (o2+|3s)  (öia+ßi2)  (“22+022)  als  Somme 
zweier  vollständigen  Quadrate,  ferner  folgende  sechs  Darstellun- 
gen in  zwei  Factoren  dieser.Form: 

b O!  jb 

(18)  ;; 

(o*+^2)(«i*+^i*)(ea2+^22l  = (“*  + /52)  { («1  «2 — A At)2+(ci  As+ft  ct%Si\ 

= («*  + ß*)\(<*l«*  + ßMH(«ißt-ßi'‘t)2\r. 
= (<‘iHßxt)\(«*t-ßß*)*  + («ß2  + 

= («,H  ft*)  t (***»  + ßßt)*  + («ft  ß«J*  t 

= («,*+&*)  I (««,  - M)*  + <“ft  + 

=(*2a+ft»a)K««'i  + ßßi)*  +X«ft  — ft*t)*I J 

r i,  ■.  |j;  ■ I i I ' / 

im  Ganzen  eilf  Formen  für  dieselbe  Grösse. 

Die  hiermit  gegebene  Methode  zur  Umformung  des  Produc- 
tes P,  in  welchem  a,  ß,  o,,  u.  s.  w.  ganz  allgemeine,  in  keiner 
Weise  specialisirte  Buchstabengrössen  bezeichnen,  ist,  als  alge- 
braisches Theorem  aufgefasst,  in  der  Analysis  und  ihren- An- 
wendungen oftmals  von  Nutzen. 
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■Wir  geben  nun  über  zur  Erörterung  der  Modificationen  und 
Einschränkungen,  welche  das  vorhergehende  algebraische  Theorem 
erleidet,  wenn  die  in  dem  Producte  P vorkommenden  Grössen 
a,  ß,  rr, , u.  s.  w.  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Man  hat 
«ich  also  von  nun  an  unter  P ein  Product  zu  denken,  aus  n Fac- 
toren,  von  welchen  jeder  die  Samme  zweier  gegebener  Quadrat' 
zahlen  ist. 


§■  7. 


Wenn  a,  ß,  , u.  s.  w.  gegebene  ganze  positive  Zahlen  be- 
zeichnen, so  hat  man  sich,  da  aus  den  Gleichungen  (10)  folgt: 

I— st  „ 

(19) 


JtA  wo :'u 

6=Arctg^,  Ö|=Arctg 


ßi 


Ö2  = Arctg  — >....  8n-\  = Arctg 
“2 


P1.-1 

^Ti* 


auch  unter  d,  di,  dj, ....  d*-i  ganz  bestimmte  Zuhlwerthe  zu 
denlieh,  und  ö bezeichnet  alsdann  irgend  eine  der  algebraischen 
Summen,  welche  man  aus  den  n bestimmten  Zahlwerthen 
fl,  du  6%, ....  On-i  durch  verschiedene  Auswahl  der  Vorzeichen 
erhalten  kann.  Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  hat  sich 
ergeben,  dass  man  für  die  Functionen  F(a,  ß),  f(a,  ß)  2*-1  ver- 
schiedene) «Werthpaare  erhält,  weil  sich  aus  den  n Grössen 
fl,  01,02, ön-i  im  Allgemeinen  2"-1  numerisch  verschie- 

dene (d.  h.  dem  absoluten  Werthe  nach  verschiedene)  Summen 
bilden  lassen.  Im  Allgemeinen  ist  diess  allerdings  richtig,  wenn 
»her  0,  filt  d*,  ....dn-i  bestimmte  Zahhverthe  sind,  so  kann  der 
Fall  eintreten , dass  die  Anzahl  der  numerisch  verschiede- 
nen Summen  kleiner  als  2“— 1 ist.  Alsdann  ist  auch  die  Anzahl 
der  Werthpaare  für  F(a,  ß),  /(«,  ß)  geringer  als  Ü" — 1 , mithin  auch 
die  Anzahl  der  Zerfällungen  der  Factorenfolge  P in  die  Summe 
zweier  Quadratzahlen  geringer  als  2“_1.  — Der  Fall,  dass  die 
Anzahl  der  numerisch  verschiedenen  Werthe  von  & geringer  als 
2’-1  ist,  wird  namentlich  dann  eintreten,  wenn  irgend  eine  alge- 
braische Summe  mehrerer  der  Zahlwerthe  d,  d| , d2, ....  d*-i  der 
Null  gleich  wird.  Nehmen  wir  an,  es  wäre 

(20)  l|  ,,  d^  + 0v  + ••••  + Br.  =0, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(20)  ' Arctg^  + Arctg  ^ + ....  + Arctg  ^-  = 0, 

Ctji  «r  «x 
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and  irgend  eine  algebraische  Summe  der  übrigen  0 gleich  8‘, 
alsdann  wären  in  jedem  anderen  Falle5: 

• 4-’  'Ai''  ■ ■''»  ;;  ^ -.«i  >Ü.  ;uvk*s  'V^slah  bn'w 

0„  + 0r  + ....  + e*  + 8<  «od 

offenbar  zwei  numerisch  verschiedene  algebraische  Summen  0,  so 
aber  schmelzen  sie  zu  + & und  — &'  zusammen  und  sind  nur 
mehr  im  Zeichen  verschieden.  Denkt  man  sich  zu  dem  Products 
(«/»*  + ft**)  («»*  + /*•*)  —(«**  + ß**)»  auf  Helthe8  sich  die  Gleichung 
(20)  bezieht  und  welches  offenbar  ein  Factor  von  P ist , % der 

Absicht,  es  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  zu  zerlegen,  — die 
zugehörigen  Functionen  F(a,  ß ),  f(<‘,  ß)  gebildet;  sie  seien  ® («.$)• 
<p(a,  ß),  so  gibt  die  erste  der  Gleichungen  (15)  in  Verbindung 
mit  jener  (20):  . ■'  '>*  - n«-l  ivnnddc 

<P(a,  Jj)  _ .•  nis 


. ’i  ■ 

also 


<P(“>  ß) 


= 0, 


(21) 


io  1 . iian  • 1 !■  Ini'U 
l>>  :i*  -...vr»  , i4ß'. I •- 
>X  Jisdnsl 


f 


und  es  ist 

■ 191 


>no> 


®(“.  ß)—0, 

«•I  ooJ»tj.vt6*n?:!U  \ r«uitn8  »ib  ni 

(«^ + ß,v.U«*'+ w = w*.  mr- 

.t»i  .v*  .fcty#  /»j  hie 

d.  h.  die  gegebene  Factorenfolge  P wird  weniger  als  ver‘ 

schieden«  Zerftillungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzablen  ge- 
statten,  wenn  es  unter  den  Factoren  «*+/3®»  «i*+/li*> 

«W-i<M0—i*  »»lebe  «„Hft,2.  «rM&* «*®  + dx2  gibt,  deren 

Product,  nach  unserer  Methode  in  seine  verschiedenen  Summen 
zweier  Quadratzablen  zerlegt.  Einmal  <X>(ct,  ß)=0  ergibt,  so  dln 
Eine  dieser  Zerfäliungen  notbwendig  die  Form  «MO2  hat. 

So  ist  z.  B. 

Arctg  \ + Arctg  ? — Arctg  i = 0, 

folglich  muss  das  Product  (l2  + 2*)(22-f  32)(4*+7*)  unter  seinen 
verschiedenen  Zerfäliungen  io  die  Summe  zweier  Quadratzablen 
notbwendig  Eine  von  der  Form  «*  + (P  enthalten.  In  der  Tfyjj 
findet  man:  f , , ti  f 

, (1*  + 2*)  (2*  + 3*)  (4*+7*)  = (66)*  -f-  0* 

= (39)*  -f  (52)* 


, r' 

und  das  Product 


= (25)*  + (60)* 
= (33)*  + (56)*, 
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i'Ö  ifoiata  9 noshdij  {•••:'.  ••icnüier.  . , „ l. ■ 

(1*  + 2*)  (2*  + 3*)  (4® + 7®)  («,*  + &*)....  (<*»— i* + jS.-i*)  : 

. •«* 

wird  daher  nicht  mehr  in  2n— 1 verschiedene  Summen  zweier  Qua- 
dratzahlen zerlegt  werden  können. 


o«  ,0  n9(rimu?.  sdo»ir.n(,tv!>  , ..  . 

mir  bäte  kmr  norm«. ......  • 

ohiiboi1!  m>h  ,,s  ' § 8. 

gnuilmslO  tviv  i!  . ■ 

1s!'  Da  die  Werthe  der  Functionen  F(a,  ß),  f(u,  ß),  respective  die 
Zitrfallungnnder  Zahl  P,  aus  den  Zahlen  «,  ß,  a, , u.  s.  w.  abge- 
leitet werden,'  so  sieht  man,  dass  die  Anzahl  und  Beschaffen- 
heit der  Z'erfällungen  ebenfalls  von  den  Zahlen  «,  ß,  al , u.  s.  tv. 
abhängt.  Lässt  sich  die  Zahl  P noch  auf  andere  Arteu  als 
ein  Product  von  n Zahlen  von  der  Form  o*  + /S*  darstellen,  so 
wird  diese  neue  Form  von  P auch  zu  neuen  Zerfällungen  führen. 
— Das,  was  wir  also  bisher  über  die  Anzahl  und  die  Beschaf- 
fenheit der  Zerföllungen  des  Products 

(“*+/?2)  K*+ft2)  K2  + &2)  --  («B-ia+0n_J2) 


io  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  beibrachten  und  später  noch 
beibringen  werden,  bezieht  sich  lediglich  auf  diese  Factorenfor- 
oiel,  in  welcher  o,  ß,  ol,  u.  s.  w.  ganz  bestimmte  Zahlen  sind, 
iW  welchetV  die"  Form  und  die  Anzahl  der  durch  unsere  Methode 
herstellbaren  Zerfkllungen  in  die  Somme  zweier  Quadratzahlen 
Ibhfisgig  ist. ' i ' ••  O-  • : V f / . ....  . ....  J}a 

nsisli  tdio  *.  i . , t , 

,(i^»pt  indem  letzten  Beispiel  das  Prodoctder  drei  Factoren gleich 

4223,  nun  ist  aber  diese  Zahl  auch  gleich  (l*+2*)(2*+3*)(l*+8*)«; 
mid  wenn  man  dieses  Product  zerlegt,  so  erhält  man: 

(1  * + 2*)  (2®  + 3*)  ( la + 8*)  = (60)a  + (25)* 

= (16)a  + (63)a  ’ 

= 0®  + (65)® 

>1=|<I9S  winir  (»tf’i'i  y,  £=(52)®  + (39)*, 

unter  welchen  Zerfidlungen  jene  (16)®  + (63)®  neu  ist.  Die  Zer- 
filluog  (65)*  + 0®  kommt  wieder  vor,  weil 

Arctgi  — Arctg*  + Arctgi  =0 

ist.  Ebenso  ist  4225  auch  gleich  (2*+3®)  (2®+3*)  (3®  + 4®)  und 
unsere  Methode  gibt: 


(2*+  3»)  (2*  + 3*)  (3*  + 4®)  = (63)*  + (Iß)* 

r (ftg)  i-  *'P£\  — — (33)2  + (56)a 

= (39)* + (52)® 

= (39)*  + (52)*/"' 
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unter  welchen  Zerfallungen  jene  (65)®  + 0®  nicht  mehr  vorkommt. 
Die  Zerfällung  (39)®  + (52)®  kommt  zweimal  vor,  weil 

Arctg  3 — Arctg  f = 0 

ist,  also  (2® -f  3®)  (2* 4 3®),  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
zerlegt,  eine  Zerfällung  von  der  Form  a*  + 0®  aufweiset,  folglich 
(2*+3®)  (2*  + 3*)  (3®  + 4*)  nicht  auf  vier  verschiedene  Arten  in  die 
Summe  zweier  Quadratzahlen  zerlegt  werden  kann. 

Ferner  ist  7225  = (l®  + 4*)  (13®+ 16*)  und  die  Zerf&Hungs- 
methode  gibt:  >'*.'bfli*X 

(l* + 4*)  (i3*+ 16*) = (5i)* + (68)* 

= (77)® +(36)*;  

da  aber  auch  7225  = (3*+4®)  (1*+ 17®),  so  erhält  man  auch:  1 f" 

(3*  + 4*)  (1®  + 17®)  = (36)*  + (77)* 

= (84)* + (13)*, 

so  dass  man  also  in  (84)® + (13)®  eine  neue  Zerfällung  hat.  End- 
lich ist  auch  7225  = (l®  + 2®)  (17®  + 34*)  und  hierfür  gibt  unsere 
Methode : 

(1®  + 2»)  (17®  + 34*)  = (51)*  + (68)* 

= (85)*  + 0* ; 

hier  kommt  die  Zerfällung  (85)®  + 0®  vor,  weil 
Arctg  $ — Arctg  1 J = 0 
ist 

Es  wird  nun  auch  einleuchten,  dass  zwar,  wenn  für  mehrere 
Factoren  o^+ftu®,  «*®  + /3v®, .... ßx®  + /Sx®  der  Zahl  P eine  Glei- 
chung wie 

(20)  Arctg  + Arctg  ^ + ....  + Arctg^  = 0 

besteht , noth wendig 

(V+ft**)  K®+/J,.*)....(o,*+/3x*)  = |9(c,  0)1* 

gleich  einem  vollständigen  Quadrate  sein  muss,  welches  letztere 
also  auch  ein  Factor  von  P ist,  und  dass  demnach  die  Anzahl 
der  durch  unsere  Methode  herstellbaren  Zcrfällungen  der  Zahl  P 
in  die  Summe  zweier  Quadratzahlcn  kleiner  als  2"-1  ist;  — man 
darf  aber  nicht  umgekehrt  aus  dem  Vorhandensein  eines  quadrati- 
schen Factors,  gebildet  aus  mehreren  Factoren  <r^®+jS^®,  «»*+0**»— • 
“X®  + ßx1  in  P,  auf  eine  Verringerung  der  Anzahl  der  Zerfällungen 
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schltessen ; Aber  eine  solche  Verringerung  entscheidet  lediglich 
das  Bestehen  der  Gleichung  (2*2),  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Vor- 
handensein einer  Form  vrie  aa-f0*  in  den  Zerftillungen  des  Productes 

. . . («M*  + ftl*)  («f  + ßr2)  ....  («*a  + ß*2). 

- d -h 


Hiermit  wäre  Eine  Ursache  der  Verringerung  der  Anzahl  der 
Zerfallungen  der  Zahl  1J  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  und 
ihr  Kennzeichen  aufgedeckt.  Aber  das  Identischwerden  mehrerer 
algebraischer  Summen  0 ist  nicht  die  alleinige  Ursache  des  Iden- 
tischwerdens mehrerer  Zerfallungen,  sondern  es  kann  zwei  nume- 
risch verschiedene  Werthe  von  0,  ©,,  ©2  gehen,  welche,  in  die 
Gleichungen  (15)  eingesetzt, 

r+ tg2©,  0)  ia>  l-ftg2©, p— w !*> 

(j)  Mi<  ^ 

“H 

ergeben,  so  dass  man  daraus  ibi  ersten  Falle  die  Zerfällung 
|F(a,  |S)la -f  !/"(«,  |3)a|  und  im  zweiten  Falle  die  damit  identische 
Zerfällung  (/■(«,  jj) ia + | F(« , ß)\2  erhält.  Suchen  wir  aus  den  vor- 
hergehenden Gleichungen  die  Beschaffenheit  solcher  zwei  Werthe 
wie  0]  und  02  zu  ermitteln.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

v _ 1 1 tg*0, 

i + ‘g2»i  ~ 1 + ‘g*»z  ’ 1 + " 1 + tg*ö«  ’ 

aus  welchen  durch  Division  unmittelbar 
(ga0,  = ctga02 

bervorgeht  Da  dieser  Werth  von  tga0j,  in  die  beiden  vorhergehen- 
den Gleichungen  eingesetzt,  beide  zu  identischen  Gleichungen 
macht,  so  sind  diese  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden 
und  werden  durch  die  letzte  Gleichung,  oder  durch  die  folgende: 

tg  0j  tg  02  = i 1 , 

vollkommen  ersetzt.  Aus  dieser  folgt  aber : 

©,±e2=!» 

und  wenn  man  sich  die  beiden  Werthe  0,  und  02,  welche  zwei 
numerisch  verschiedene  algebraische  Summen  der  n Grössen 
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0,  0, , 62>—  ön-i  sind,  unter  einander  geschrieben  denkt,  so  sieht 
inan  sogleich,  dass  sieb  in  Ö,  4;  S2  die  0 mit  gleichen  Zeichen 
verdoppeln , die  0 mit  ungleichen  Zeichen  aufheben , und  man  wird 
uothwendig  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

20^  + 20»  -f ....  -f-  20*  = jj-  , 

oder  zu  jener: 

0j<  + 0»  + ....  -f  0x  = j » , 

Ärctg  & + Arctg  £ + ....  + Arctg  £ = y 

gelangen  müssen,  d.  h.  der  durch  die  Gleichungen  (zf)  ausge- 
sprochene Fall  wird  dann  eintreten,  wenn  die  algebraische  Summe 

7t 

einiger  der  Zahlwerthe  0,  0,,  02,„..  0„_i  gleich  j wird.  Denkt 

man  sich  nun  zu  dem  Producte  (aM2  + ßfit)  (o:»2  + |3»2) ....  (<**2  -f  /Sx*)> 
auf  welches  sich  die  Gleichung  (22)  bezieht,  um  es  in  die  Summe 
zweier  Quadratzahlen  zu  zerlegen,  die  zugehörigen  Wertbpaare 
für  F{tt,ß),  f(a,  ß)  gebildet;  sie  seien  <P(a,ß),  <p(a,ß),  so  gibt 
die  erste  der  Gleichungen  (15)  in  Verbindung  mit  jener  (22)  un- 
mittelbar 

&,(<*,  ß)  , 

q>(u,ß) 

also 

(23)  <D(«,  ß)  = <p(a,  ß), 
und  es  ist 

(24)  (a^2+^2)(ß»2+/J»2)....(«x2+|Jxa)==  i <p(a,  ß)  12+  ! tp(a,  ß)  |2, 

d.  b.  die  auseinandergesetzte  Methode  wird  für  die  Zahl  P weni- 
ger als  2"-‘  verschiedene  Zerfällungen  in  die  Summe  zweier  Qua- 
dratzahlen ergeben,  wenn  es  unter  den  Factoren  cP  + ß1,  <r,2  + Ä* 

ki4+02* «»-i2  + ßn-i2  , solche  ctfp + ß/P,  or2  + /5»2,....o**+j5 x* 

gibt,  deren  Product,  nach  derselben  Methode  in  die  Summe  zweier 
Quadratzablen  zerlegt.  Einmal  <D(a,  ß)  = <p(a,  ß)  ergibt,  so  dass 
Eine  dieser  Zerlegungen  nothwendig  die  Form  o2  -f  o2  hat. 

Es  ist  bekanntlich 

Arctg  J -f  Arctg  J + Artgj  = j, 
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folglich  muss  das  Product  (1*42*)  (1*  45*)(1*  48*),  nach  obiger 
Methode  auf.  seine  verschiedenen  Arten  in  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  zerlegt,  darunter  noth wendig  eine  Form  wie  «*4-“* 
aufweisen.  Man  findet  in  der  Tbat: 

(1*  4 2*)  (1*  + 5*)  (1*4  8*) =(65)*  + (65)* 

= (13)*  4 (91)* 

= (35)*  + (85)* 

= (47)*  + (79)*, 

und  es  lässt  sich  daher  das  Product 


(1*  4 2*)  (1*4  5*)  (1  * + 8*)  («3*  4 &*) ....  («„-r*  4 £„_„*) 

durch  obige  Methode  nicht  in  2n_l  verschiedene  Stimmen  zweier  Qua- 
dratzahlee  zertälieri.  Das  Product  der  vorhergehenden  drei  Factoren 
A ist  gleich  2(13)*,  dieses  ist  aber  auch  gleich  (1* +5*)  (2*43*)  (3*4  4*). 
Zerlegt  man  diese  Factorenfolge,  so  erhält  man: 

iJiwl  .Inl'if  . 

(1*  4 5*)  (2*  4 3*)  (3*  4 4*)  = (91)*  4 (13)* 

MtVi  ! ; -tw+tm*  . 


•ifmrtfiü  «th  oi  e 
nisnqrilvi  ii  it~< 
tt9;l  os.  ■ 

. t»»  ii.k)  t< 


= (23)*  4 (89)* 
= (13)*  4 (91)*, 


1 •?<••<«  x 
n i t.-,> 


also  keine  Zerfällung  von  der  Form  <*®4f'2-  — Di®  Zerfällung 
(91)*  4 (13)*  kommt  zweimal  vor,  weil 


Arctg  J — Arctg  J = ^ 


ist,  also  das  Product  (1*4  5*)  (2*43*)  unter  seinen  zwei  Zerfäl- 
lungen  Eine  von  der  Form  a*4«2  hat. 

Ebenso  muss,  weil 

Arctg  } 4 Arctg  J = ^ 

4.:v  * *4  io  ' \ “ i V'1!  ;- 

ist,  eine  der  zwei  Zerfällungeu  des  Products  (1*42*)  (1*43*) 
von  der  Form  ;a®4“2  sein,  und  man  findet  auch.: 

I v,n . 

rns»»JS  i><ihiUi 
■ ?*#:•  yv  , i't>> 

| A ,j  1.1V.  \ ■ ...  ’ 1 

§.  10. 


(1*  4 2»)  (1*4  3*)  = 5*  4 5*. 

= 1*4  7*. 


So  hätten  wir  nun  auch  die  zweite  Ursache  der  Verringerung 
der  Anzahl  der  Zerfällungen  der  Zahl  P in  die  Summe  zweier 

Theil  XXXIV.  7 
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Quadratzahlen  summt  ihrem  Kennzeichen  gefunden,  und  da  au* 
der  Natur  der  Sache  liervorgeht,  dass  weitere  Ursachen  einer 
Verringerung  nicht  existiren,  so  können  wir,  das  obige  algebraische 
Theorem  entsprechend  modificirend , folgenden  Satz  aussprechen: 


Bezeichnen  a2  -f  ß2,  al2  -f-  ßil,  ß^2  + ßi2, ....  an— i2  + ßn— i2 
7i  ganze  Zahlen,  von  «eichen  jede  die  Summe  zweier 
Q u a d r a t z a h I e n ist,  so  bilde  man  aus  diesen  alle  mög- 
lichen Producte  zu  1,  2,  3 n — 1 Factoren  und  zer- 

lege diejenigen  dieser  Producte,  welche  vollständige 
Quadrate  oder  das  Doppelte  vollständiger  Quadrate 
sind,  nach  der  obigen  Methode  auf  ihre  verschiedenen 
Arten  in  die  Summe  zueier  Quad  rat'zahlen ; finden  sich 
unter  diesen  Zerfiillungen  keine  von  der  Form  «2-f(P 
oder  o2  -J-  a2,  so  lässt  sich  das  Product 

(ß2+P)(ßl2  + ft2)(ßa®+|S4*)  ....  (ß„_i2  + ß„-i2) 


nach  der  auseinandergesetzten  Methode  auf  2"— 1 ver- 
schiedene Arten  als  die  Summe  zweier  Quad  ratzahlen 
d arstellcn ; 


verschied. 


Arten  als  Product  von  2 Factoren 


2»- 


>* 


>> 


>» 


>» 


3 


von  der  Form  tP  + ß2.  Die  Gesammtheit  aller  Darstel- 
lungen ist  alsdann  gleich  j(3"  — 2n  + 1). 

Wenden  wir,  um  ein  vollständiges  Beispiel  zu  geben,  die 
Zerfällungsmethode  auf  die  aus  den  vier  Factoren  ]2-f22,  3*  + 44, 
52-f62,  72|-82  bildbaren  Producte  an,  so  ergibt  sich: 

(l2+22)(32+42)=22-fll2=  5*+102, 

(l*+2*)(5*  p62)=42f  172=  72+162, 

(1*  4-2*)(7*+8*)=6*+23*=  92+222, 

(32  f42)(52+G2)=22+39*=  9*+38*. 
(32+4®)(72+82)=42+53*=lla+52*, 

(5*+«2)(72  +82)=2*+83®=132+82*. 
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(1®  + 2*)  (3®  + 4®)  (5®+  6*)=20®+85®, 

= 56® +67®, 
=43®+76®, 

= 35® +80®, 

= (l*+2*)(2®+39*), 
= (l*+2®)(9®+38®), 
= (3®+4®)(4®+17®), 
= (3® +4®)  (7® +16®), 
= (5®+6®)(4®+  7*), 
= (5®+6®)(l®+  82). 
(l®  + 2®)  (3®  + 4®)  (7®  + 8®)=30®+115®, 

= 74®+  03* , 

= 61®+ 102®, 

= 452-f  1102, 

= (l®+2®)  (4® +53®), 
= (l®+2®)  (]I®+52®), 
= (3®+4®)  (6® +23®), 
= (3®+4®)  (9® +22*), 
= (7®+8®)  (4®+  7*), 
= (7®+8®)  (I®  + 8*). 
( l2  + 22)  (5*  + 6®)  (7®  + 8®)  = 56®+ 1 77® , 

= 108®+151®, 

= 87®+ 164®, 

= 79®+ 168®. 

= (l®+2®)  (2® +83®), 
= (l®+2®)(13®+82®), 
= (5®+G®)  (6® +23*), 
= (5®+6®)  (9® +22®), 

, = (7®+S®)  (4® + 17®), 

= (7®+8®)  (7®+16®). 
(3®  + 4®)  (5®  + 6®)  (7®  + 8®)  = 194*  + 367®, 

=289®  + 298®, 

/ =257®  + 326®, 

=241® + 338®, 

= (3®+4®)  (2®  +83®), 
= (3® + 4®)  (13® +82®) , 
= (5®+6®)  (4® +-53®), 
= (5®+6®)(ll®+52®), 
= (7®+8®)  (2® +39®), 
= (7® +8®)  (9® +38®). 
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(1*  + 22)  (3*  + 4»)  (5*  + 6*)  (7»  + 8*) 

= (5®+6*)(7*+8*)  02*+ll»), 

= (5*+6*)(72+8*)  (5*+10*), 

= (3*+4*)(7*+8*)  (42+172), 

= (3*+4*)(7*+82)  (72+162), 

=(3*+4*)(6*+6*)  (6*+23*), 

= (3*+4*)(5*+62)  (9*+22*), 

= (l*+2*)(7*+82)  (2*+39*), 

= (l*+22)(7*+82)  (9*+38*), 

= (l*+2*)(5*+62)  (4*+53*), 

= (l*+2*)(5*+6*)(ll*+52*) , 

= (l2+2*)(3*+42)  (2*1-83*), 

= (l*+2*)(32+4*)(13*+82®), 

= (7*+82)  (20*+  85*), 

= (7*+8*)  (56*+  67*), 

= (7*+8*)  (43*+  76*),  . >*-. 

= (7*+8*)  (35*+  80*), 

= (5*+6*)  (30*+1152), 

= (5*+62)  (74*+  93*), 

= (5*+6*)  (61*+ 102*), 

= (5*+6*)  (45*+ 110*), 

— (3*+42)  (56*+177*), 

. =(3*+4*)(108*+151*), 

=(3*+42)  (87*+164*), 

= (3*+4*)  (79*+168*), 

=(l*+2*)(194*+267*), 

= (l*+2*)(289®+298*) , 

= (l2+2*)(257*+326*) , 

= (l*+2*)(241*+338*), 

= 21* f 928*, 

= 144*+917®, 

— 188* +909* , 

=280*+885*, 

=307®+876®, 

= 395* +840*, 

=435*+ 820*, 

= 540* +755*. 
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VIII. 


Discussion  der  Gleichung  vom  vierten  Grade  in  Bezug 
auf  den  Stur  machen  Satz*). 


Von 

Herrn  Dr.  J.  F.  König, 

Professor  am  Kneiplinf ’sclien  Gvinnaaio  zu  Kouig«her£  i.  Pr. 


§■  i. 


-,t«r 


Den  Sturnischen  Satz,  den  sein  Erfinder  zum  ersten  Male 
im  Bulletin  des  Sciences  math.,  phys.  et  chem.  par  Fe- 
russac  Bd.  11.  S.  419  ff.,  doch  ohne  Beweis  mitgetheilt  hat,  hat 
Crelle  in  seinem  Journal  für  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik Bd.  13.  S.  133  ff.  bewiesen  und  seine  Anwendung  auf 
die  Gleichungen  des  zweiten  und  dritten  Grades  gegeben.  Bezeich- 
net man  mit  ihm  die  Gleichung  vom  vierten  Grade,  Kürze  halber 
ohne  zweites  Glied,  mit  Fa:,  die  auf  bekannte  Weise**)  abgelei- 
teten Hilfsfunktionen  mit  Ftx,  F%x,  F3x,  Ft  und  die  Reihe  der- 
jenigen Glieder  allein,  die  in  den  Grössen  Fx , Ftx  u.s.  w.  die 
höchste  Potenz  von  x enthalten,  mit  [tr],  so  ist  die  Anzahl  der 
negativen  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Anzahl  der  Zei- 
chenwechsel in  den  Reihen  [ — ae]  und  (0),  und  die  Anzahl  der 
positiven  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Zeichenwechsel 
in  den  Reihen  (0)  und  [-J-  oo]. 

Die  Funktionenreihe  ist  nun  für  die  Gleichung  a:4-}-aa:a+jS:r+ y— 0 
folgende : ***) 


*)  Auszug  aus  einem  von  mir  verfassten  Programme.  k. 

••)  Archiv  Bd.  31.  S.  222. 

*")  Diese  Ausdrücke  sind  von  Crelle  a.  a.  O.  8.  143.  schon  mitge- 
theilt,  jedoch  stellt  dort  beide  Male  (<s-(-12y)  statt  (»*-!- 12y),  und  F,x 
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Fx  = x 4 f ß.r2  1 ß:r  ly, 
f ! a:  =: 4a:3  -1  2ß.z  f ß, 
h\x  = — ('lax1  1 -ißx  + 4y) , 

F3x  — — 1 9j32  1 la  (d2  — iy)\x  — ß (a‘l  1 12y)  = — Px  — ß (ß2  + I2y) , • 
F4  =16 y (ß2  - 4y)2  - ß2 1 17ß2  1 4ß  (ß2-  36y)  } = Q; 

also : 


Fx 

Fxx  F%x 

r,x 

r* 

t- 

»]==  + 

— — « 

+ P 

+ W 

(0)=+y 

— ß — y 

-|?(«2-ll2y) 

+ Q 

[+ 

£»]=  -f 

+ — « 

— P 

+ Q 

§•  2. 


Da  das  Verfahren,  diese  abgeleiteten  Funktionen  zu  erhalten, 
dasselbe  ist,  welches  anzuwenden  ist,  um  die  gleichen  Wurzeln 
zu  entdecken,  so  mag  über  dieselben  hier  kurz  Folgendes  ange- 
führt werden.  Die  Gleichung  hat  für  (?  = 0 zwei  gleiche  Wurzeln, 
die  sich  aus  F3x  — 0 ergeben;  heisst  die  zweimal  vorkouimende 
u , so  ist : 


1)  a = 


jj(ß2  1 12/) 
9^2+2a(ß2— 4y)  ’ 


also,  wenn  man  die  ungleichen  mit  b und  V — 1 mit  i bezeichnet: 


2)  6 = — u + iV^Ja*  -f  a. 


welche  lur  a negativ  und  ^ 2n2  reell  werden.  Da  allgemein,  wenn 

c -\-  d 

die  reellen  c und  d , die  imaginären  — - — db  heissen, 


e 


ist,  so  können  in  unserm  Falle  die  ungleichen  auch  geschrieben 
werden  : 


ist  =zp  gesetzt,  was  nicht  «ein  darf,  wenn  in  den  ileihen  [ — xj  und 
[-{-  x]  ? stehen  bleiben  soll. 
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Aus  beiden  Werthen  für  b erhält  man  : 

„ „ — a±Vro2+riy 

4)  "= 6~ ’ 

woraus  sogleich  erhellet,  dass  gleiche  Wurzeln  nicht  existireu 
können,  wenn  tr  positiv  und  y negativ,  auch  nicht  wenn  « und  y 
negativ  und  zugleich  l’2j/>o2;  ferner  dass  It'ir  ein  positives  y der 
Wurzelgrösse  nur  das  positive  Zeichen  zu  gehen  ist.  Kür  ein 
negatives  y,  in  welchem  Falle  für  ein  mögliches  « auch  a nega 
tiv  sein  muss  und  zugleich  a2  > I2y  (cfl  — 12y  gieht  drei  gleiche 
Wurzeln),  ist  die  Wurzelgrösse  fi),  je  nachdem  n,  d.  i. 

_ ß (“'2  — 12)0 > * / « 

2«  («2  4y)  — 'J/J2  <,  \ <i  ’ 

wo  für  o und  y die  positiven  Werthe  zu  setzen  sind. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  für  <i2  . d.  i.  fiir  ( f)  der 

Wurzelgrösse,  die  gleiche  Wurzel  ) ist  als  die  ungleiche 

mit  demselben  Zeichen.  Denn  für  die  gleiche  a heisst  die  un- 
gleiche mit  demselben  Zeichen  nach  3),  da  y negativ  ist, 

b = — ii  + Y «a  = — « + W— 2«2 

(reo  « positiv),  wenn  inan  ffir  y den  Werth  aus  4)  substituirt. 
Aber  wegen  a2^6«2  ist  a — (in1  4_  d . \vo  S eine  positive  (»rössc 
bedeutet,  also 

b~  — a f \^4«2  + d,  d.  i ^n. 

Das  Zeichen  von  «selbst,  nach  4)  berechnet,  ergieht  sich  erst  §.(>.  K. 
Ist  auch  F'sa;  = 0,  was  nur  möglich  ist,  wenn 

1)  /3  = 0 und  «2  — iy  = 0 oder 

2)  «2  + 12y=0  und  27^+8K2-0, 
so  ist  im  ersten  Falle  aus  F2x  — 0 ; 

VI  2y 

— (nur  möglich  für  ein  negatives  a,  da  y positiv). 
=±^  -\=±VFy,  für  « negativ, 

4 

= + V — y,  lür  « positiv. 
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und  da  dieses  Wurzeln  für  t\x,  so  hat  Fx  zwei  Paar  gleiche 
Wurzeln. 

• . \ t i 

Im  zweiten  Falle  müssen  cc  und  y negativ  sein;  aus 

qö 

r>* =<*+$*=“ 


“=-rf=+V-5=*^=+V-3-  ' , 

' '**  l 

Diese  Wurzel  enthalt  Ftx  zweimal,  also  Fx  dreimal^,  die,,M“‘ 
gleiche  ist  b——  3«.  , jiori.‘.ii 

* •'  l'tllöil 

1 aoil»« 

§.  3. 

Da  die  Aenderung  des  Zeichens  von  ß nur  das  Zeichen 
der  Wurzeln  ändert,  so  kann  in  der  folgenden  Betrachtung  ß 
immer  positiv  gelassen  werden,  so  dass  nur  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden bleiben,  nämlich  I.  a und  y sind  -f  ; II.  u ist  -f , y — ; 
III.  a ist  — , y + ; IV.  a und  y sind  — . Die  Relati  onep  selbst 
zwischen  den  Co e l'ficie n ten  enthalten  nur  die  positiven 
Werthe. 


I.  a and  y sind  positiv. 

A.  P i\nd  Q sind  positiv. 

In  diesem  Falle  sind  die  Zeichen  obiger  Reiben  folgende*): 
Fx  t\x  F%x  F,x  Fi 

[—  «]=  I-  - - F I 

(0)  = + + - - + 

[+»]=  + + - - + 

also  hat  die  Gleichung,  da  jede  Reihe  zwei  Zeichenwecbsel  ent- 
hält, keine  reelle  Wurzel.  Es  ist  aber 

Q positiv,  wenn  ß2 (27 ß2  -f  4as)  < I6y I laß2 -f-  (a2 — 4y)2 1,  d.  i. 
27  ß2  < 3'2c*3  für  a2  = 4 y;  27  ß*  < 162y3  für  a = 0;  end- 
lich Q=16y(a2  — 4 y)x,  wenn  ß = 0; 

P positiv,  wenn:  I)  a=0;  2)  a2=4y;  3)  a2>4 y (hier kann 
auch  ß—0  sein) ; 4)  a2<4y  und  zugleich  902>2«(4y — «*)• 

*)  Kürze  halber  sind  in  der  Folge  diese  Zeichenreihen  nicht  weiter 
hingesetzt. 
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B.  P ist  positiv,  Q negativ. 

Die  Reihe  [ — oo]  hat  drei,  die  Reihen  (0)  und  [+£»]  haben 
jede  einen  Zeichenvvechsel,  also  sind  zwei  Wurzeln  negativ,  zwei 
imaginär. 

Q ist  negativ,  wenn  /S2(27/S2-f  4a3)  > 16y[9a/3*  + (a2— 4y)2], 
d.  i.  27/S2 >•  32a3,  wenn  a2  = 4y;  27ß*^>  lö1/5,  wenn  a=0; 
endlich  Q = — 4y  für  a=ß=0. 

P ist  positiv  wie  bei  A. 

Für  a2<4y  und  9/J2  = 2a(4y — a2),  d.  h.  P=  0,  ist  F3x  das 
Vbn'a:  unabhängige  Glied,  also  Q—  — 0(a2-|-12y).  Jede  der  drei 
Reiben  hat  dann  eineu  Zeicbenwechsel,  folglich  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel.  Dasselbe  Resultat  giebt  a=ß  = 0,  wodurch 
schon  t\x  = — 4 y—Q  wird. 

u|l.  ; N C.  P ist  negativ,  Q positiv. 

Jede  der  Reihen  hat  zwei  Zeichenwechsel,  also  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel. 

P ist  negativ,  wenn  a2<4y  und  zugleich  9/S2 < 2a(4y  — «*). 

Q ist  positiv  wie  bei  A. 

D.v  P und  Q sind  negativ. 

Dieser  Fall  kann  nicht  eintreten.  Denn  P ist  nur  negativ, 
wenn  4y  > o*  und  zugleich  9/32  ■<  2a(4y  — a2).  Aus  dem  »zweiten 
Ausdrucke  folgt  aber,  wenn  man  quadrirt  und  36a*ß2  addirt: 

3/J2(27j32+I2n2)  < 4k2 [9a/32 -f  (4y — a2)2] , 

also  auch,  da  16y  4a2, 

3/S2(27/S2  + 12a3)  < 16y[9o(32+  (4y-«2)2], 

folglich  uni  so  mehr: 

13«  (27/3»  + 1 2a*)  < 16y  [9 a/S2  + (4y  — a2)2] , 

wofür  Q positiv  ist. 

E.  P ist  positiv,  Q = 0. 

Für  Q— 0,  d.  h.  ^2(27/32  + 4as)  = 16y[9a|3*-K4y  — a2)2],  müs- 
sen zwei,  oder  zwei  Paar  Wurzeln  gleich  sein.  (§.  2.)  Sind  zwei 
gleich,  so  können  diese  uach  B.  nur  negativ  und  die  beiden  an- 
dem  imaginär  sein;  die  paarweise  gleichen,  die  nach  §.2.,  wo 
die  Ausdrücke  für  die  gleichen  Wurzeln  gegeben  sind,  ß = 0 er- 
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I a 

fordern  nnd  den  Werth  + y — ^ haben,  sind  für  -fa  imaginär. 
P ist  positiv,  wenn : 

1)  o = 0,  also,  wegen  <2  = 0,  27|34  — 162ys, 


b = — a + aV—  2; 


2)  ^*  = 4y,  also,  wegen  <2  = 0,  27|J4  = 3'2ct3ß*,  <1.  h. 

a)  0=0:  ’a  = ±^  — £=  + V— y. 

b)  »*>  = »■:  b = -^=-^=-Ve' 

i V'2o*+n=  — °±*vJ,‘-"S; 

3)  «2>4y; 

4)  o®  < 4y  und  zugleich  902>2a(4y — a2). 

Der  Fall  P = 0,  d.  b.  902  = 2a(4y  — a2),  kann  hier  nicht  eintre- 
ten.  Denn  dann  wäre  Q — — (3(a‘2-f  12y)  nur  =0  für  0 = 0,  also, 
wegen  2*=0;  entweder  auch  o = 0,  und  das  geht  nicht  an,  da 
für  o = /J=0  nach  B.  alle  Wurzeln  ungleich  imaginär  sind,  indem 
<2= — Sy;  oder  a2  = 4y,  was  wieder  gegen  «2  < 4y  streitet. 

F.  P ist  negativ,  y = 0. 

Nach  D.  muss  Q für  ein  negatives  P positiv  sein ; es  lässt 
sich  aber  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Ausdrücke,  welche  hier 
stattlinden  müssten,  unvereinbar  sind.  Nämlich  wie  bei  D.  müsste 
wegen  des  negativen  P: 

3jS*(27jS2  + 12o3)  < 16y[9«(3*+(4y—  o2)2] 
sein,  und  wegen  <2  = 0: 

16y  [9o/S2  + (4y — o2)2]  = /32(27jS2  + 4os) , 
also  3|S*(27j?2-|- 12a*)  •< /S2(27jJ2 -F  4n3),  was  nicht  angeht. 

Die  Wurzeln  sind  also  bei  positiven  Werthen  von  o und  y: 
21.  sämmtlich  imaginär 

l)  wenn  0*(2702-f  4a2)  < 16y[9«02  | (a2 — 4y)2j,  d.  h.  in  spe- 
ciellen  Fällen,  wenn  0 = 0;  0=0  = 0; 
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27/J2  < 3'2«3  für  o2  = 4y ; 

27/34<l «V  für  ß = 0; 

2)  wenn  a'1  < 4y  und  zugleich  9jS*  — 2« (4y  — «*). 

3.  Zwei  sind  reell  und  negatir,  zwei  imaginär, 
wenn  ß2(27ß2+  4a3)^  16y + («a — •ly)*],  d.  h. 

27/3*  ^32«3  für  c2  = 4y; 

27/34^16 »y5  für  n = 0. 

V 

§• 

II.  « ist  positiv,  y negativ. 

Hier  ist  immer,  auch  für  a oder  ß — Q,  P positiv,  Q nega- 
tiv. Der  Faktor  (o2  — 12y)  in  der  Reihe  (0)  ändert  zwar  sein 

Zeichen,  je  nachdem  «2  ^ 12y,  und  verschwindet  für  a1  — 12y, 

aber  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  immer  zwei,  mag  auch  in 
dem  letzten  Falle  das  fortfallende  Glied  -f-0  oder  —0  genommen 
oder  ganz  fortgelassen  werden.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
in  den  drei  Reihen  [—  oc],  (0),  f-f-  oej  bleibt  also  immer,  resp. 
3,  2,  1. 

Für  tt  — ß — 0,  also  F3x  = + 4y  = Q.  sind  die  Zahlen  für  die 
Zeichenwechsel  jener  Reihen  2,  1,  0. 

In  allen  Fällen  sind  also  zwei  Wurzeln  imaginär  und  von  den 
reellen  ist  die  eine  positiv,  die  andere  negativ. 

§.5. 

III.  « int  negativ,  y positiv, 

A.  P und  Q sind  positiv. 

Jede  der  drei  Reihen  giebt  zwei  Zeichenwechsel,  also  hat 
die  Gleichung  keine  reelle  Wurzel.  Es  ist  aber 

Q positiv,  wenn  4[a3/?2  -f  4y(«a — 4y)2]  > 9ß2(3ß2  -f  lfioty) , d.  i. 

162y3  > 27ß*  für  o = 0,  Q=ltij>(oa  — 4y)*  für  ß = 0: 
P positiv,  wenn  1)  a— 0;  2)  o*<4y  (hier  kann  auch  (3=0  sein). 
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B.  P ist  positiv*  Q negativ. 

Es  hat  [—  ob]  drei,  (0)  einen,  [+  oo]  auch  einen  Zeichen- 
vrechsel,  also  die  Gleichung  zwei  negative  Teelie  Wurzeln. 

Q ist  negativ,  wenn  4[asj32  + 4y(“a — 4y)2]  < 9/3*(30*-f-16«y), 
d.  i.  16V  <27/3*  fiir  <*  = 0, 

Q = -ß*(?7ß*  f 32a*)  für  «2  = 4y,,;  . V )jt|, 
, = — 4y  für  a — ß — 0; 

P ist  positiv,  wenn  1)  a = 0;  2)  a2=4y;  3)  ßa<4y,  (0  = 0 
würde  hier  zwar  P positiv  geben,  aber  Q auch  positiv, 
da  dieses  doch  negativ  sein  soll);  4)  aa>4y  und  zugleich 
9j32  > 2«  (ß* — 4y). 

_ /y  . . , \ 

In  dem  Falle  a2^4y  kann  Q nicht  positiv  werden,  da  die 
drei  Ausdrücke  P und  Q positiv  und  oa~  4y  nicht  zugleich  be- 
stehen können ; es  konnte  also  bei  A.  ct1  ^ 4y  und  zugleich 

9/3* > 2ß (oa  — 4y)  nicht  Vorkommen,  indem  dann  zwar  P positiv, 
aber  Q negativ  wird.  Setzt  man  nämlich  a2  = 4y-|-d,  wo  d eine 
positive  Grösse  bedeutet,  also  4(aa — d)  für  16y,  d für  a2 — 4y, 
9d  — 8n2  für  a2  — 36y, 

in  P =9/3»— 2a(aa— 4y) 
und  in  Q = 16y(aa— 4y)a-27(34  + 2aj3a(o2— 36y); 

so  erhält  man:  , 

Q-—  iP2-  j(4aa — 3d)  (6«/3a— da) 

=-ilua-i(«a  + 12y)(6o/3*-ä*)- 
'"lad 

Da  aber  P positiv  sein  soll,  so  ist  ß2^*  -g-  , also 


6a/3a  > laad 

> id(dy+d) 

und 

6oj32 — d2  > |(16y  + d), 

folglich  der  Faktor  (6a/3a  — da)  positiv  und  Q nur  negativ,  auch 
für  d = 0,  übereinstimmend  mit  obigem  Q = — j3a(27da  -f-  32a3)  für 
aa=4y.  Q wird  noch  negativ,  nämlich  = — |3(a*  + 12y),  wenn 
Pz=. 0,  d.  h.  «a>4y  und  zugleich  9/3a  = 2a(cta — 4y).  Die  Zahlen 
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für  die  Zeichenwechsel  in  den  drei  Reihen  sind  hier  3,  1,  1, 
also  ebenfalls  zwei  Wurzeln,  reell  und  negativ. 

Der.  Fall  endlich  a~  ß—0  ist  schon  §.  3.  ß.  vorgekommen. 

C.  P ist  negativ,  Q positiv. 

[ — oc]  hat  vier,  (0)  zwei,  [+ oc]  keinen  Zeichen  Wechsel,  also 
hat  die  Gleichung  zwei  positive  und  zwei  negative  reelle  Wurzeln. 

P ist  negativ,  wenn  aa>4y  und  zugleich  9/3a<2o(aa — 4 y), 

Q positiv  wie  bei  A. 

-'itiseq  rrii"  • * 

doislpu  v bn n i - . 

I).  Pund  Q sinn  negativ. 

Zwei  Wurzeln  sind  reell  und  negativ,  denn  [ — oe]  hat  drei 
Zrichen Wechsel,  (0)  und  [+ ac]  jede  einen. 

•,n  piktet  negativ  wie  bei  C. 

Q negativ  wie  bei  B.  Hier  kann  nicht  ß = 0 sein,  weil  da- 
noljjiii  durch  Q positiv  wird. 

. \ 

E.  P ist  positiv,  Q = 0. 

Die  gleichen  Wurzeln  sind  nach  B.  negativ. 

Q = 0 wenn  4[o,j3a  + 4y(o2  — 4y)a]  = 9(32(3(3a-|- 16aj>); 

P ist  positiv,  wenn  : 

1)  a = 0,  also  wegen  Q — 0,  27/S4  = 16ay*; 

2)  «*=4y,  also  wegen  Q — 0,  ^a(27^a  + 32o*)  = 0.  Da 
dieser  Gleichung  nur  durch  ß—0  genügt  werden  kann, 
so  hat  man  nach  §.  2.  zivei  Paar  gleiche  Wurzeln ; 

3)  aa  < 4y ; - 

4)  oa  >■  4y  und  zugleich  9(Sa>2«(aa — 4y),  welcher  Fall 
aber  hier  nicht  eintreten  kann,  da  er  nach  B.  immer 
ein  negatives  Q giebt.  Eben  so  wenig  kann  P=  0, 
d.  h.  9jSa=2ß(ßa— 4y)  sein,  weil  dann  Q=  — 0(aa-fl2y) 
nur  =0  wird  für  ß =0,  also,  wegen  P=0,  entwe- 
der « = 0,  was  nicht  angeht,  da  für  a = ß=:0 
F^x  — — 4y=  Q,  oder  oa  — 4y  = 0 gegen  «a>4y. 

F.  P ist  negativ,  Q = 0. 

Nach  dem  Stur  machen  Satze  fehlt  hier  die  Entscheidung,  ob 
die  gleichen  Wurzeln  positiv  oder  negativ  sind.  Aber  da  für  zwei 
positive  gleiche  Wurzeln  -f  u,  +a  und  zwei  negative  — b,  —(2 a—b) 
die  Gleichung 
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.t*  — [2(1®  -f  («• — 6)®]  .r®  + 2a  (a  — A)2  x 4-  (2a — 6)  a®  A = 0 

entsteht  , so  haben  die  gleichen  Wurzeln  mit  ß dasselbe  Zeichen, 
d.  h.  hier  das  positive.  Sind  dagegen  zwei  gleiche  Wurzeln  nega- 
tiv — a,  — a,  zwei  imaginär  a + ci,  so  heisst  die  Gleichung: 

•r4  — (2n®  — c®)  x2  + 2ac®a;  + a® (a®  + c®)  ~ 0. 

Wegen  a®>4y  (damit  P negativ  wird)  müsste  dann  c*>8a®  sein, 
wodurch  a positiv  würde,  was  nicht  sein  soll.  Die  gleichen 
Wurzeln  sind  also  nicht,  wie  man  vielleicht  nach  der  Verglei* 
chung  von  C.  mit  D.  erwarten  könnte , negativ , sondern  positiv. 

Bei  —a  und  -\-y  sind  also 

<9L  alle  Wurzeln  imaginär,  wenn: 

a®  s.  4y  und  zugleich  4 [r<3/3®  -p  4(a® — 4y)®]  > 9/3®  (3/3®-J- 16ny) , 

d.  h.  statt  des  Letztem  in  den  besonder!!  Fällen,  wenn  ß=0; 
a = ß—0;  16®y8>  27/33  für  « = 0: 

S.  zwei  imaginär,  ,zwei  reell  negativ,  wenn: 

4 [«3/3®  + 4 («®  - 4y)®J  ^ 9/3®  (3/3® + 16«y) , 

und  zwar  muss  die  Ungleichheit  schon  statttinden  in  den  speciel- 
len  Fällen  1)  «®  = 4y;  2)  o®5v  4y,  aber  9/3®  ^2 a(o®  — 4y).  Fiirdie 
Gleichheit  ist  a=0  oder  «®<4y; 

S.  alle  reell,  zwei  negativ,  zwei  positiv,  wenn: 

4 [ir3/3®  +4(0®  — 4y)®J  * 9/3*  (3/3®  + 16 ay) , 

und  zugleich  e®  > 4y,  aber  9/J®<2 a(a2 — 4y)  oder  im  Falle  der 
Gleichheit  a®r=4y  und  /3  = 0. 


{•  6- 

IV.  a und  y sind  negativ. 

A.  P Und  Q sind  positiv. 

P ist  positiv  l'ür  9/3®  > 2o  (o®  + 4y) , 

Q ist  positiv  für  4a/3®(«®4-36y)>2704  + 16y(a*-|-4y)*. 

Aus  diesen  Werfhen  für  P und  Q folgt: 
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i)  p=^±a>+J, 

2)  4ajJ'J(B2  + 3ö^)=;27jJ«  + l&)'(«1  + 4 ,)*  + </. 

"o  <5  untl  4 nur  positiv  sein  können.  Setzt  man  den  Werth  von 
aus  I)  in  2),  so  erhalt  man  die  Gleichung: 

**  8(12y—  o*)«,  4(a2-f4y)(12y-a2)* 

27  d- 9 727 A' 

also  S nur  möglich , wenn 

16(12y—  a2)2«2  = 4 (n2  -f  4y)  ( J 2y — o*)* 

27  > 9727  + J‘ 

d.  h.  wenn  a2>12y*). 

Aus  P positiv  ergiebt  sich  aber  ferner : 

81/J4  +-  4a2  («2  f 4y)2  > 36 aß*  (o2  + 4y) , 

also  wenn  man  hier  für  den  Fall,  dass  «*>12y  sein  sollte,  links 
1 2y  + d'  für  den  Faktor  o2  setzt,  rechts  8.3fi«j3*— 8.36 aß2  hinzu- 
fügt und  nach  einigen  Umformnngen  durch  3 dividirt: 

27/5*  + 16y(«2  + 4y)2>‘4nj32(«2  + 36y)  + äd'[6a/J*— («*  + 4y)*]. 

Nun  folgt  aus  90*  > 2a(o2  -f  4y) : 

6a/32>  i«2(o2  + 4y). 

und  aus  a2>  12y: 

l(«*  + 4y)  > (a2  + 4y)s, 

also  um  so  mehr  6«/32>(o2  f-4y)2,  folglich  der  Faktor  [öojS2— (o2-f4y)2] 
positiv  und 

27 ß*  | 16y  (n*  + 4y)2  > 4«/52(«2  -f  36y) , 

wofür  Q negativ  ist.  P und  Q können  also  nicht  zugleich 
positiv  sein. 

Ist  P— 0,  d.  h.  9ß*  — 2n (a2  4y) , so  wird  ()— — ß (a2 — 12y) 
positiv  für  c2<12y.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  2,  1,0  in 
den  drei  Reihen  zeigt  dann,  dass  die  Gleichung  eine  positive  und 
eine  negative  reelle  Wurzel  hat. 

B.  P ist  positiv,  Q negativ. 

Auch  hier  mag,  wie  im  §.3.,  der  Faktor  (a2— 12y)  in  der 

*)  Für  n3’“  12y  \iiirpe  Q — — jP*  sein.  l§.  5.  B.) 
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Reihe  (0)  positiv  oder  negativ  oder  auch  iO,  d.  h.  a2=12y,  oder 

auch  o=0  sein,  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  3,  2,  J. 
P ist  positiv  wie  bei  A.; 

Q negativ,  wenn  4o|32(a2  -f-36y)  <27ß2  -f  I6y(a2  + 4y)a. 

Für  P = 0,  also  9/J2  = 2a  (oa -f  4y) , wird  Q=  — /3(a2 — 12y) 
negativ,  wenn  oa>  12y.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt 
dieselbe,  also  hat  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative 
reelle  Wurzel. 


C.  P ist  negativ,  Q positiv. 

Wie  bei  A.  erhält  man,  wenn  dort  d negativ  gesetzt  wird, 
dass  a2>12y  sein  muss.  Dasselbe  lässt  sich  aber  auch  so  zei- 
gen. Sollte  a2  < 12y  sein,  so  setze  man,  wenn  I2y=ca  + <5,  in 
P=9ß*~ 2a(aa  + 4y)  und  io  Q=4a/}2(a2+36y)  — 27/3*-  16y(a2+4y)! 

4«2  -I-  ö 

4a2  + 3d  für  (o2+36y),  }(a2  + d)  für  16/,  — Für  (aa+4y), 
und  erhält: 

g[(4«a  + d)a-54«/}*]. 

Da  aber  P negativ,  so  ist  2o(oa-|-4y) > 9/12,  d.  i. 

,j  (4oa  -f  d)  >■  9/S2  oder  4o* (4a2  -f-  d)  54a/Sa, 

also  um  so  mehr  (4aa  + d)a  > 54 aß2,  d.  h.  der  Faktor 
[(4a2 + d)2  — 54o(S2] 

ist  positiv,  mithin  Q negativ.  Für  d=0,  d.  h.  aa=12y,  ist,  wie 
schon  bei  A.  bemerkt  wurde,  Q = — äP2.  Die  Zeichenwechsel 
4,  3,  0 deuten  auf  eine  negative  und  drei  positive  reelle  Wurzeln. 

P ist  negativ,  wenn  9/S2 < 2a (a2 -f- 4y) , 

Q positiv  wie  bei  A. 

D.  P und  Q sind  negativ.  , 

Die  Grösse  /3a(a2 — 12y)  in  der  Reihe  (0)  mag  0,  positiv  oder 
negativ  sein,  die  Anzahl  der  Zeichenwecbsel  bleibt  immer  3,  2,  1, 
so  dass  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative  reelle 
Wurzel  hat. 

P ist  negativ  wie  bei  C., 

Q negativ  wie  bei  B. 


Digitized  by  Google 


tu  Betug  auf  den  Stur  machen  Satt. 


US 


E.  P ist  positiv,  Q — 0. 

Aus  A.  folgt,  wenn  man  /#  = 0 setzt,  Hass  Q fiir  ein  posi 
tives  P negativ  sein  muss,  also  nicht  =0  sein  kann. 


F.  P ist  negativ,  Q — 0. 

P ist  negativ  wie  bei  C. 

Q = 0,  wenn  iaßi(a1  -f  30y)  27p4  f lüy(n2-F 4y)2. 

Nach  C.  hat  die  Gleichung  drei  positive  Wurzeln,  von  denen 
also  zwei  gleich  sind.  (§.  2.) 

Ist  P—  0 und  ß2  = 12y,  also  2?(S*  = 8ß3,  so  ist  t\x  = 0 und 
3ß 

FfX  = (x  + ^-)2,  woraus  die  in  §.  2.  angegebenen  drei  gleichen 
Wurzeln  folgen. 

Es  sind  also  bei  negativen  Werthen  von  a und  y: 

21.  zwei  Wurzeln  imaginär,  eine  positiv,  eine  negativ  reell, 
wenn 

27|S4-f  16y(ß2-f  4y)2>  4ß/32(ß2-f  36y), 
wohin  als  besondere  Fälle  gehören : 

<*  = 0;  ß — 0;  9ß*  = 2ß(o*  -f  4y)  aber  o2 12y; 

a2=I2y  aber  27ß2  Hß3. 

33.  Alle  Wurzeln  sind  reell,  und  zwar  drei  positiv,  eine 
negativ,  wenn: 

1)  270*  + 16y  (ß2  + 4y)*  ^ 4aß2  (ß2  + 36y) , 


2)  ß2  = 12y  und  zugleich  27j32  = 8ß3. 

Lässt  man  die  Fälle  ß — 0 und  ß = ß = 0 , welche  der  Voll- 
ständigkeit wegen  und  um  zu  zeigen,  dass  der  Sturm  sehe  Satz 
auch  für  sie  das  Richtige  gieht,  mit  aufgenommen  worden,  als 
bekannt  fort,  so  giebt  die  Zusammenstellung  der  gewonnenen 
Resultate  folgendes  Täfelchen,  welches  aus  den  Coeffieienten 
auf  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  schliessen  lässt.  Es  zeigt 
sogleich,  dass  alle  Wurzeln  nur  reell  sein  können,  wenn  ß nega- 
tiv, und  alle  imaginär,  wenn  y positiv  ist.  Dass  für  ein  negati- 
ves ß die  Wurzeln  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten,  wurde 
schon  erwähnt. 

Tlifil  XXXIV.  H 
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] ) ß~  (27 ß~  -f  4a3)  <(  I(>y  [9aj5®  -J-  (a®  — 4y)®] , 

<!.  i.  27/3®<32a*  für  a®=4y;  27/34<lG®y®  fgr  a=0. 
2)  a®<;4y  und  zugleich  9/S®=2a(4y  — a®). 

»«w««  (dle  ^ 

gleich), 

d.  i.  27(3®  > 32a3  für  a*=4y;  27j34^.  16®y*  für  a=0- 


4[a3(3®f  4y(a* — 4y)*]  > 9j3®-f  16ay  und  zugleich  a®<4y, 
d.  i.  16®y3>  27  ß*  für  a=zO. 

gleich), 

und  zugleich  a®>4y,  aber  9/3®<2a(a® — 4y). 

1)  4[^t^.--4r).]<!l^(^+lfc')  (die 

sind  gleich), 

2)  a®  = 4y , 

3)  a®>4y  aber  9j3®^  2a(a®— 4y). 

1 ) 27  ß*  + 16y(a®  f 4y)®  > 4c/3*  (a®  + 36y) , 

2)  « = 0, 

3)  9(3®  — 2a  (a®  + 4y)  aber  «®  ^ ]2y» 

4)  cfl=  12y  aber  27/S*  * 8a®. 

1)  »Ptl  W4,).<^*^>(„eiliiid(!|>ie|l)| 

(hier  ist  immer  a*>12y), 

2)  a®=  I2y  u.  zugleich  27  ß3— Ha3  (die  drei  sind  gleich). 
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f , ' .'r*'  f? 

IX. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler.  ^ . 


+ ..y 


Vun  Herrn  Director  I’rofesHor  Ur.  Slrohlke  zu  Dun  zig;. 

1.  Wie  hoch  über  der  Horizontalen  AM—a  (Taf.  I. 
Fig.  7.)  muss  ein  leuchtender  Punkt  C stehen,  um  eine 
ia  M befindliche  kleine  horizontale  Fläche  am  stärk- 
sten zu  beleuchten '! 

. ' « / 

Es  «ei  J die  Intensität  des  Lichtes  in  der  Entfernung  A,  0 der 

Winkel,  unter  welchem  das  Licht  die  Fläche  in  M trifft,  so  ist 
in  der  Entfernung  « die  Intensität  = ^(x — x3),  wenn  sin0  = :r, 
folglich  lür  das  Maximum  = die  grösste  Intensität  selbst 

2v3  J 

=— g— ■ —%■  Uni  den  dem  Maximum  entsprechenden  Punkt  C zu 

construiren,  wird  das  rechtwinklig-gleichschenklige  Dreieck  Al  AD 
gezeichnet,  BAl  — u genommen  und  BC  parallel  AM. 

2.  Aus  einer  mit  dem  Radius  r beschriebenen 
Kreisfläche  soll  ein  Sektor  geschnitten  werden,  der 
als  Mantel  eines  senkrechten  Kegels  den  grössten 
Cubikinhalt  umschliesst. 

(y 

Der  Winkel  am  Centrum  sei  —C,  cos0  = jjggö,  so  ist  der 

kubische  Inhalt  des  Kegels  = ]r3.(sin0 — sin0a)jr,  folglich  für 
das  Maximum  sin 0*  = |,  cos0  = Vf,  C=360,,.v'3;  der  kubische 
Inhalt  '=  },T3 . V3.  n. 


3.  Der  in  die  Kugel  ein  bes  chri  ehe  ne  senkrechte 
Kegel  mit  grösstem  Mantel. 

Der  Radius  der  Kugel  sei  =r,  der  Winkel,  den  ein  vom 
Centrum  nach  einem  beliebigen  Punkte  im  Umfange  der  Basis  des 
Kegels  gezogener  Radius  mit  dessen  Axc  bildet,  sei  = 0,  so  ist 
die  krumme  Oberfläche  F des  Kegels , dividirt  durch  die  Ober- 
in 

üäche  S der  Kugel,  oder  ^ = sin  10  — sinl0*,  folglich  für  das 
Maximum  cos  0=1,  F—  J \/3 . S. 
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4.  Wenn  die  Gesanimtoberfläche  des  Kegeis,  d.  h. 
Mantel  und  Basis,  zusammen  eiu  Maximum  sein  soll, 
und  F'  die  G es a m m to  ber fläch e bezeichnet,  so  ist 

~ = sin i« . cos  J0*. 2. sin  (45“  + JO)2  = j:  + x2— x* -x*  , 

s . e *'  " 

wenn  « = sin^> 

Für  das  Maximum  ist  8a:  = l + Vl7, 

(107  +-  51  y!7)  -i.rtl  ! 

* ~ 512 

5.  Der  kubische  Inhalt  des  ein  besch  ri  e he  n,e  n Ke- 

gels ist  = }r3Jr ■ (I  — cos02).(l  + cos 0).  Wenn  cos0  = j,^so 
findet  das  Maximum  statt;  der  eubische  Inhalt  des  grössten 
Kegels  = ||r3n:.  V>  IN 

6.  Der  kubische  Inhalt  des  grössten  in  die  Kugel 
beschriebenen  Cylinders  = jV'3.rs«,  cos0®  = i- 

7.  Der  Mantel  des  grössten  Cylinders  =2r*»(  wobei 
0 = 45°. 

8.  Die  Gesanimtoberfläche  Q des  einbeschriebe- 
nen Cylinders,  dividirt  durch  r3J t,  =2 sin 20  + 1 t-os20, 

Q K 

folglich  für  das  Maximum  taug 20  = — 2 und  = 1 + V'5- 


X. 

M i 8 c e l 1 e n. 

t 

Einige  neue  Sätze  über  das  rechtwinkelige  Parallelepipe«!- 

Von  Herrn  Professor  Friedrich  Mann  zu  Frauenfeld 
iin  Clinton  Thurgau. 

I)  Wir  bezeichnen  (Taf.  I.  Fig.  8.) : 
die  Seitenkanten  OA,  OB  und  OC  durch  lt , und  /a; 
die  Hauptdiagonale  OO,  durch  d ; 

die  Seitendiagonalen  OtA,  OtB,  0,C  beziehungsweise  durch 
d-i  , ds§  ; 
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eine  in  O,  auf  OO,  senkrecht  errichtete  Ebene  durch  £; 

;*  ’*  ° » °<>.  „ „ „ „ 

die  Abstände  der  Punkte  A,  ß und  (j  von  K durch  e, , e3t  e3 ; 

" * *»  » ^ « -^1  » ®1»  ®s ! 

die  Projektion  des  Dreiecks  ABC  auf  £ durch  AXBX(\-, 

die  Winkel,  welche  00,  mit  OA,  OB  und  06’ einschliesst, 
durch  a,  ß und  y. 

-)  Das  Dreieck  ABC,  welches  die  Seitendiagonalen  des  Paral- 
lelepipeds  zu  Seiten  hat,  ist  stets  spitzwinkelig. 

3)  Irgend  zwei  Grenzflächen  der  Pyramide  ABCOx  haben 
gegen  diejenige  Gränzfläche  des  Parallelepipeds , in  welcher  ihre 
Schnittlinie  liegt,  vollkommen  übereinstimmende  Neigung. 
(Z.  B.  CBA  und  OxBA  gegen  OB  DA.) 

4)  Die  Diagonalebenen  des  Parallelepipeds  halbiren  diejeni- 
gen Flächenwinkel  der  Pyramide  A B GO, , durch  deren  Kanten 
sie  gehen. 

5)  Der  Mittelpunkt  der  Hauptdiagonale  des  Parallelepipeds 
ist  zugleich  der  Mittelpunkt  derjenigen  Kugel,  welche  der 
Pyramide  AB('Ol  einbeschrieben  werden  kann. 

6)  Es  ist: 

e,  : ea : e3  = sin  2a : sin  *ß : sin  , 

®,  :®2:®:i  = cos*a:cos20:cussj’, 

Ü1Al:OlBl : O,  C,  = sin  ‘Ja:  sin  2ß:  sin  2y. 

7)  Ferner  ist: 

«i  f e2  f e3  = 2 d 
und 

e,  + «2  + ®3  = d. 

3)  Aus  e, , e2  und  e3  muss  sieb  stets  ein  Dreieck  coustrui- 
ren  lassen. 

9)  O,  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AXBXCX. 

10)  Der  Kubikinhalt  des  Parallelepipeds  stimmt  überein  mit 
dem  Kubikinhalt  desjenigen  Prismas,  welches  das  Dreieck  aus 
e:>  >'•!>  e3  zur  Grundfläche  und  die  Hauptdiagonale  d zur  Höhe  hat. 

11)  Der  Kubikinhalt  der  Pyramide  ABCOx  ist  ein  Drittel 
vom  Kubikinhalt  des  Parallelepipeds. 

12)  Rechtwinkelige  Parallelepipede  sind  gleich,  wenn  sie  in 
der  Summe  und  im  Produkt  der  Entfernungen  ®, , ®2  und  ®, 
übereinstimmen. 
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HiSfel/ev. 


Den  folgenden  lehrreichen  Brief  de«  Herrn  l)r.  Lindman  in 
Streugnas  in  Schweden  lasse  ich  vollständig  abdrucken  und  danke 
Herrn  Lindman  verbindlichst  für  denselben.  G. 

Johanni  Augusto  Grunert 

Christianus  Fr.  Lindman,  Lector  Strengnesensis,  S.  P.  D. 


Postquam  noviseimas  ad  Te,  vir  cel*.,  litteras  dedi,  variis 
negotiis  adeo  distentus  fui,  vix  ut  tempus  mihi  fuerit  Archivum 
Tuum , quoquo  modo  fieri  potuit,  cognoscendi  et  diligentior  iectio 
in  aliud  tempus  reservanda  sit.  Libruui  percurrens  incidi  in  Com- 

/®  iSin®jr- 

dx, 

xm  in.  • 

o 

quod  ego  abhinc  octo  omnis  io  Arcbivo  tractavi.  Ibi  enuntiavi, 
integrale  illud  finitum  non  esse,  nisi  esset  n — m—  numero  pari 
positivo  vel  — 0,  et  valores  dedi,  si  res  ita  esset  cmnparata.  Cel** 
Minding  eosdem  dedit  valores,  sed  praeterea  reperit,  hoc  inte- 
grale semper  esse  linitum,  dummodo  ne  esset  m an  1 et  ns  mi- 
mero  pari.  Etiamsi  in  errorem  quendam  incideriin,  eo  tarnen  me 
cunsolor,  quod  hunc  errorem  illa  via,  qua  ingrt-ssus  erain,  vix  et 
ne  vix  quidem  vitare  potuisse  mihi  videor.  Notissimum  quidem 
est,  quum  integraiia  sint  infinita,  fieri  tarnen  posse,  ut  differentia 
eorum  sit  finita;  sed  rarissime  tarnen  videtur  usu  venire,  ut  series 
terniinorum,  qui  in  infinitum  aheant,  surnmam  habeat  finitum,  at- 
que  ideo  illa  res  mihi  non  venit  in  inentem.  Veruintainen  in  com- 
mentario,  cui  in  Actis  Keg.  Academiae  Sei  ent.  Holrnien- 
sis  locus  datus  est  cujusque  exemplum  Tibi  niisi,  proposui 
P x e~JXCosax — e~Bx  Cos  bx 

integrale  J — dx=J  + -j»  CUJUS 

0 

ope  ego  quoque  (positis  A et  ß—0)  formulam  Cel*  Minding 

invenire  potuissem,  si  hoc  integrali  usus  essem.  Cel“*  Minding 

/»  Sin2a- 

— dx,  cujus  valnrein 

O 

in  Archivo  (Tom.  XVI.  pag.  101.)  ego  primus,  quod  equidem  sciani, 
dedi  quodque  caussa  fuit,  cur  integrale  generalius  quaererem. 


Tomum  XVI.  evolvens  demonstrationem  Tuam  tbeorematis 
Lambertini  de  sectoribus  parabolicis  quadrandis  e memoria  prope 
elapsam  oSendi.  Theorema  illud,  quod,  ut  censes,  Astronomie 
quam  Geometris  familiarius  videtur  et  haud  sein  an  necessitate 
lateris  recti  exterminandi  ortum  sit,  alibi  aliter  demonstratum  vidi. 
B oh  neu  ber  ger  in  libro  suo  de  Astronomia  (Tübingen  1811)  de- 
moustrationem  omniniu  brevissiniam  dedit,  quae  tarnen,  ut  ni 
sectinnibus  conicls  Simsonii  nixa,  his  temporibus  apta  non  vide- 
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tur,  quum  praesertim  haud  pauci  librum  S i m s o n t i ignorent. 
Qunro  vero  aliae , qua»  vidi , demonstraKone»  non  satis  probabiles 
videantnr,  huic  rei  optima  cnnsuluisti , qiiod  novam  enmque  accu- 
ratam  pulcherrimi  hujus  theorematis  demonstrationein  dedisti. 
Qitamqaam  coordinatae  polares  ad  quadraturam  sectorum  accommo- 
datissimae  mihi  seniper  sunt  visae,  cui  rei  indicio  est  commenta- 
rieius  mens  Archiv«  (Tom.  XXVI.)  insertus,  ejusmodi  tarnen  coor- 
dinalie  abstinendmn  orbitror , si  quis,  viani  a Te  in  prooemio 
mimstratiim  ueqnens , sectorem  parabolicum  sine  npe  calculi  inte» 
gratis  qnndi  are  velit.  Praeter  opinionem  mihi  contigit,  ut  hac  via 
brevem  reperjrem  demonstrationem,  quam  nunc  mitto,  si  forte 
eam  rnspieere  Tihr  placebit  *). 

ir  Etiam  alium  commentarium,  qttod  est  additamentnm  quoddam 
iliitis,  qui  in  Actis  Reg.  iSocietatis  Scient.  Upsaliensis 
(1855)  edidi  Tibi  et  Archivo  Tuo  mitto.  In  transcendente  illa 
saepiu»  versatus  sum,  neqne  dubito,  quin  digna  sit,  in  quam  plures 
studia  sua  conferatit,  quia  multa  alia  integralia  ex  ea  pendent**). 

Tom.  XXX.  pag.  166.  Cel“*  Clausen  demonstrationem  dedit 
theorematis,  quod  a Cel®  Schlömilch  inventum  putat.  Non  du- 
bito, quin  Schlömilch  theorema  illud  sua  sponte  et  per  se  in- 
venrrit,  sed  primns  non  invenit.  Theorema  enim  illud  primtrs 
proposuit  Cel“*  Mal  nisten  (antea  Professor  Upsaliensis,  nunc 
Konsiliarius  Regis)  in  elegantissima  illa  dissertatione  academica, 
quae  inscribitur  „Thenremata  nova  de  integralibus  defi- 
nitis  cett.  (Upsaliae  1842),  quam  Tu  in  Archivo  (Tom.  III. 
pag.  41.)  iaudasti.  Pag.  22.  dedit  formulam 


«(l-«>‘ 


f Jt\,— * 

Cos  yü!*) 


®(f),  1>*>0, 


ubi  est 


«(*)= a ■ ~l + f.  + etc>. 


nnde,  ope  formulae  notissimae  I\s)  I\\  — t)  = §v,~>  fonnnla 
Cd*  Schlömilch  faciliime  invenitur. 

Tomo  XXX.  pagg.  465.,  466.  Doctor  Zebfuss  quattuor  pro- 
tnlit  integralia,  quae  antea  incognita  arbitratur.  Attamen  primum 
eognoscere  licet  e tabulis  Cd1'  M inding,  si  in  integrali 


')  Archiv,  Thl.  XXXIII.  S.  478. 

**)  lYlun  is ielie  oben  in  dieKem  Hefte  S.  17. 


G. 

G. 
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iliscellen. 


ca  — Coso;t  Ic 


Sinasr  st.  I’ 


!>«>-! 


/**  _ xa — 1_ _ 5t  p 

./  (*— i)(ar+c)  ®*  - r+a  L 

o 

ponitur  c=l,  n = m — 1.  Quartum  vero  jam  datum  est  a Cel". 
Arndt  in  hoc  Archivo  (Tom. XI.  pag. 73.  form.  (2)),  ubi  invenitur 

/®  Cos.r  — Cosrrz  , „ ...  , IX  a + 6 

dx  = \lz *.  Positis  x—(a  — b) y , : — — , 

...  Z1  ® Sili ay  Sin  by  /a  + ftN“  > , . 

prodit  / — dy=\l  f ^ J > (a  6).  Illud  inte- 

o 

grale  quoque  invenitur  e formula  mea  supra  allata , positis  A et 
B= 0,  n = n — b,  6 = a-J-6.  . 


Herr  Doctor  Zehfuss  in  Heidelberg  hat  mir  unter  dem  8.  De- 
cember  1859  einige,  gegen  den  in  Theil  XXXIII.  Nr.  Vif*  Seite  104. 
abgedruckteu  Aufsatz,  des  Herrn  Unferdinger  über  das  Rational' 
^ machen  der  Nenner  der  Brüche  mit  irrationalen  Nennern  gerichtete 
Bemerkungen  eingesandt,  wofür  ich  demselben  recht  sehr  danke.  Ich 
bemerke  dies  deshalb,  weil  hier  kein  Raum  mehr  zum  Abdruck  des 
Briefes  des  Herrn  Doctor  Zehfuss,  so  weit  sein  Inhalt  hierher  gehört, 
vorhanden  ist,  und  es  auch  fraglich  bleibt,  ob  dazu  schon  das  nächste 
Heft,  dessen  Inhalt  schon  jetzt  bestimmt  ist,  Raum  genug  darbieten 
wird.  Uebrigens  benutze  ich,  um  nicht  später  wieder  auf  diesen  Ge- 
genstand zurückkommen  zu  müssen,  den  mir  hier  noch  zu  Gebote  ste- 
henden wenigen  Raum  sogleich  dazu,  dass  ich  darauf  aufmerksam  mache, 
dass  ich  dem  kurzen  und  ganz  elementaren  Aufsatze  des  Herrn  Unfer- 
dinger die  Aufnahme  deshalb  nicht  versagen  zn  dürfen  geglaubt  habe, 
weil  ich  der  Meinung  gewesen  hin,  dass  die  darin  enthaltenen 
'Bemerkungen  durchaus  IiIosh  ganz  ftpeciell  mit  Rück- 
sicht auf  die  gleich  im  Ringange  des  betref- 
fenden Aufsatzes  erwähnte  bekannte  einfache 
praktische  Methode  des  Rationalmachens  auf- 
zufassen sind,  und  nur  den  Zweck  haben  und  haben  sollen, 
einige  praktische  elementare  Fingerzeige  für  die  Anwen- 
dung dieser,  und  nur  di  eser  Methode  zu  gehen.  Gewiss  hat 
Herr  Unferdinger  bei  Abfassung  seines  Aufsatzes  auch  nur  diesen 
Gesichtspunkt  im  Auge  gehabt  und  ein  höheres  theoretisches  Ziel  nicht 
erstreben  wollen.  Es  sei  daher  nochmals  erwähnt,  dass  alle  in  dem 
genannten  Aufsätze  des  Herrn  Unferdinger  enthaltenen  Bemerkungen 
durchaus  nur,  und  in  ganz  specieller  Weise,  auf  die  gleich  im 
Eingänge  des  Aufsatzes  erwähnte  einfache  praktische  Methode  des  Ra- 
tionalmarliens  zu  beziehen  sind.  Freilich  hätte  der  Schluss  des  Auf- 
satzes vorsichtiger  nnsgedrückt  werden  sollen,  was  ich  gern  zugehe. 
Wegen  des  Weiteren  verweise  ich  auf  den  später  nhzudruckenden  Brief 
des  Herrn  Doctor  Zclifuss.  G. 
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• XI. 

Die  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie,  gegrün- 
det auf  eine  von  neuen  Gesichtspunkten  ausgehende 
Theorie  der  geraden  Linie  im  Raume  und  der  Ebene 
für  beliebige  schief-  oder  rechtwinklige  Coordinaten- 
systeme. 


Von 

dem  Herausgeber. 
Einleitung. 


Die  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Baume: 

x — a y — b z — c 

cos  a cos  fl  cos  y 

wo  bekanntlich  (abc)  ein  beliebiger  Punkt  der  geraden  Linie  ist, 
und  o,  ß,  y die  von  einer  der  beiden  Dichtungen  derselben  mit 
den  positiven  Theilen  der  Coordinatenaxcn  eingeschlossenen,  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen,  bietet  so  viele  Vortheile 
dar  und  hat  vor  der  gewöhnlichen  Form  der  Gleichungen  der 
geraden  Linie,  etwa 

x = Az  + a,  y = Bz-\-b, 

so  wesentliche  Vorzüge,  dass  man  sich  in  der  That  sehr  wundern 
muss,  jene  erste  so  elegante  Form  im  Ganzen  noch  so  wenig  in 
Anwendung  gebracht  zu  sehen.  Freilich  kann  man  einwenden, 
dass  die  Form 

x — a y — b ; — c 

cos«  cosß  cosy 

ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  voraussetze  und  nur  bei 
einem  solchen  anwendbar  sei,  wogegen  der  gewöhnlichen  Form 
der  Vorzug  der  Anwendbarkeit  bei  allen  beliebigen,  schief-  oder 
rechtwinkligen  Coordinatensystemen  gebühre.  So  wenig  sich 
hiergegen  einweoden  lässt,  so  ist  doch  auch  nicht  zu  übersehen, 
dass  in  den  eigentlich  mathematischen  Wissenschaften,  ganz  be- 
sonders auch  in  der  Mechanik,  den  optischen  Disciplinen  und 
Tlieil  XXXIV.  9 
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der  gesammten  Astronomie,  wohl  nicht  ein  einziger  Fall  vorkommt 
und  denkbar  ist,  wo  sich  die  Anwendung  eines  schiefwinkligen 
Coordinatensyslems  als  nothwendig  oder  auch  nur  vortheilhaft 
erweisen  sollte,  indem  man  vielmehr  überall  mit  dem  rechtwink- 
ligen Coordinatensysteme  nicht  bloss  vollkommen  auskommen, 
sondern  auch  dieses  Coordinatensystem  stets  mit  dem  grössten 
Vortheil  in  Anwendung  bringen  wird.  Nur  in  einer  der  schönsten 
Naturwissenschaften,  die  sich  bereits  ganz  und  gar  der  Herrschaft 
der  Mathematik  hat  unterwerfen  müssen  und  in  deren  Gebiet 
vollkommen  eingetreten  ist,  nämlich  in  der  Krystallographie,  kann 
man  nach  meiner  Meinung  das  allgemeine  dreiaxige  schiefwink- 
lige Coordinatensystem  gleich  von  vorn  herein  nicht  entbehren, 
oder  würde  wenigstens,  wenn  mau  sich  desselben  entschlagen 
wollte,  sehr  viel  von  der  Eleganz,  Einfachheit  und  Allgemeinheit 
der  Darstellung  aufzugeben  genöthigt  sein.  Zunächst  nun  um  die 
oben  erwähnte  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Raume 
auch  für  die  Krystallographie  fruchtbar  zu  machen,  habe  ich  diese 
Form  auf  das  schiefwinklige  Coordinatensystem  zu  erweitern  ge- 
sucht, und  glaube,  dass  mir  dies  in  einer  Weise  gelungen  ist, 
welche  wenig  zu  wünschen  übrig  lassen  dürfte,  wenigstens  mei- 
nen eigenen  Ansprüchen  vollkommen  genügt  hat.  Dies  hat  mir 
Veranlassung  gegeben,  in  den  beiden  ersten  Kapiteln  der  vorlie- 
genden Abhandlung  die  Theorie  der  geraden  Linie  im  Raume  und 
die  Theorie  der  Ebene  ans  einem  neuen  Gesichtspunkte  zu  ent- 
wickeln , und  ich  hoffe,  dass  die  gewonnenen  Resultate  in  mehrfacher 
Beziehung  von  Interesse  sein  werden.  Und  wenn  nun  auch  diese 
neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Raume  und  der  Ebene  auf 
dem  Titel  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  an  die  Spitze  ge- 
stellt, sondern  aus  verschiedenen  Gründen  auf  die  Anwendung 
derselben  auf  die  Krystallographie,  welcher  das  dritte  Kapitel 
gewidmet  ist,  zunächst  Bezug  genommen  worden  ist:  so  lege  ich 
selbst  doch  auf  die  erstere  fast  einen  grösseren  Werth  als  auf  die 
letztere.  Was  nun  aber  die  in  dem  genannten  Kapitel  gegebene 
Entwickelung  der  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie  selbst 
betrifft,  so  muss  ich,  um  in  keiner  Weise  missverstanden  zu 
werden,  darüber  einige  Bemerkungen  vorausschicken.  Deshalb 
sei  zuerst  rücksichtlich  der  in  §.  24.  gegebenen  allgemeinen  De- 
finition eines  Krystalls  bemerkt,  dass  es,  wie  es  bei  jeder  auf 
Strenge  Anspruch  machen  wollenden  Entwickelung  einer  allge- 
meinen mathematischen  Theorie  ganz  unbedingt  erforderlich  und 
völlig  unabweisbar  ist,  bei  Aufstellung  dieser  Definition  zunächst 
und  vor  allen  Dingen  darauf  ankam,  eine  sichere  Grundlage  für 
die  zu  entwickelnde  Theorie  zu  gewinnen,  weshalb  ein  Krystall 
hier  nur  ganz  im  Allgemeinen  aufgefasst  worden  ist  als  ein,  einer 
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gewissen  allgemeinen  Bedingung  entsprechendes  System  von  Ebe- 
nen, von  welchem  dann  im  weiteren  Verfolg  der  Untersuchung 
verschiedene  allgemeine  Eigenschaften  bewiesen  worden  sind. 
Dabei  habe  ich  mich  aber  überall  an  die  bewährtesten,  den  Ge- 
genstand mit  wirklicher  mathematischer  Schärfe  und  analytischer 
Allgemeinheit  verfolgenden  Schriftsteller  über  Krystallographie, 
vor  Allen  an  Kupffer,  Quintiuo  Sella,  Miller  und  Nau- 
mann, so  viel  als  möglich  angeschlossen.  Nur  muss  ich  rück- 
sichtlich der  in  Rede  stehenden  Detinition  eines  Krystails,  um 
jeder  Missdeutung  vorzubeugen,  wiederholen,  dass  man  dieselbe 
hier  zunächst  durchaus  nur  aus  einem  mathematischen  Gesichts- 
punkte, als  Grundlage  für  die  Theorie  eines  gewissen  Bedingun- 
gen unterworfenen  Ebenen -Systems  zu  betrachten  hat,  indem  ich 
weiterer  Aufklärung  wegen  mir  auf  den  oben  genannten  Para- 
graphen und  ausserdem  ganz  besonders  auch  auf  §.  33.  zu  ver- 
weisen erlaube.  Eine  zweite  kürzere  Bemerkung  muss  ich  dem 
Folgenden  noch  rücksichtlich  des  von  mir  angewandten  analyti- 
schen Ausdrucks  der  Gleichungen  der  Krystallllächen  voraus- 
schicken. Ich  bin  nämlich  dabei  von  der  jetzt  ziemlich  allgemein 
beliebten  Weise,  diese  Gleichungen  durch  die  sogenannten  Para- 
meter der  betreffenden  Ebenen  auszudrücken,  abgewichen,  und 
zu  dem  in  der  analytischen  Geometrie  allgemein  gewöhnlichen 
und  in  allen  Beziehungen  zweckmässigen  Ausdruck  der  Gleichung 
der  Ebene  zurückgekehrt,  indem  ich  gern  bekenne,  dass  ich  mich  in 
dieser  Beziehung  ganz  an  Kupffer  anschliesse,  dessen  treffliches 
Handbuch  der  rechnenden  Krystallonomie  ich  immer 
noch  für  ein  besonders  klassisches  Werk  halte.  Ganz  in  der 
Kürze  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  ich  den  jetzt  beliebten  Ausdruck 
der  Gleichung  einer  Krystallfläche  durch  ihre  sogenannten  Parameter 
verlassen  habe,  einmal  weil  ich  darin  gar  keinen  wesentlichen 
Vorzug  vor  dem  in  der  analytischen  Geometrie  gebräuchlichen 
Ausdruck  der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene  zu  erkennen  ver- 
mag, weil  ferner  beide  Ausdrucksweisen  mit  der  grössten  Leich- 
tigkeit sich  gegenseitig  in  einander  umsetzen  und  verwandeln 
lassen,  und  weil  endlich  der  Ausdruck  durch  die  Parameter  zu 
gewissen  analytischen  Bedenken  Veranlassung  giebt,  denen  der 
gewöhnliche  Ausdruck  der  Gleichung  der  Ebene  gar  nicht  unter- 
liegt. Mehr  hierüber  zu  sagen,  ist  uunüthig,  indem  es  völlig  ge- 
sägt, des  Weiteren  wegen  auf  das  zu  verweisen,  was  ich  in  der 
ausführlichen  Anmerkung  zu  §.  24.  gesagt  habe. 
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Ersten  Kapitel. 

Die  gerade  Linie. 


§•  1. 

Indem  wir  ans  den  ersten  Elementen  der  analytischen  Geo- 
metrie den  Begriff  und  den  Gebrauch  der  Coordinatenaxen  als 
vollständig  bekannt  voraussetzen , bemerken  wir,  dass  wir  im  Fol- 
genden unter  einer  Projectionsaxe  eine  durch  einen  beliebigen, 
aber  bestimmten  Punkt  O im  Raume  geleste  Gerade  verstehen 
wollen,  auf  welche  andere  Punkte  des  Raumes  durch  von  diesen 
Punkten  auf  dieselbe  gefällte  Perpendikel,  deren  Fusspunkte  die 
Projectionen  der  in  Rede  stehenden  Punkte  anf  der  Projec- 
tionsaxe  heissen,  projicirt  werden. 

Durch  den  Punkt  O wird  die  Projectionsaxe  in  zwei  von  dem 
Punkte  O aus  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gebende 
Theile  getheilt,  welche  der  positive  und  negative  Theil  der 
Projectionsaxe  genannt  werden,  und  die  Entfernung  der  Projec- 
tion  eines  Punktes  auf  der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  ü 
wird  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  dieselbe  auf 
dem  positiven  oder  negativen  Theile  der  Projectionsaxe  liegt. 

Wenn  nun  P ein  beliebiger  Punkt  im  Raume  ist  und  der  180° 
nicht  übersteigende  Winkel,  welchen  dessen  Entfernung  von  dem 
Punkte  O,  nämlich  die  Linie  OP,  mit  dem  positiven  Theile  der 
Projectionsaxe  einschliesst,  durch  ft,  die  gehörig  als  positiv  oder 
negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  P auf 
der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  Ö aber  durch  u bezeichnet 
wird;  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

1) u — OP.  cos  p. 

Sei  jetzt  durch  den  Punkt  O eine  Projectionsaxe  der  « und 
eine  Coordinatenaxe  der  x gelegt;  der'  von  den  positiven  Theilen 
diesgr  beiden  Axen  eingeschlossene,  180°  nicht  übersteigende 
Winkel  werde  durch  (itx)  bezeichnet.  Ist  dann  P ein  beliebiger, 
in  der  Axe  der  x liegender  Punkt,  auf  den  sich  die  Grösse«, 
nämlich  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfer- 
nung der  Projection  des  Punktes  P auf  der  Projectionsaxe  von 
dem  Punkte  O,  und  die  Coordinate  x beziehen;  so  ist  nach  I), 
jenachdem  der  Punkt  P in  dem  positiven  oder  negativen  Theile 
der  Coordinatenaxe  der  x liegt,  offenbar 
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w=  OP.cos(ux)  oder  u = OP. cos ! 180° — (ira:)|. 

Nun  ist  aber,  wenn  man  im  ersten  Falle  das  obere,  im  zweiten 
Falle  das.uutere  Zeichen  nimmt: 

x — ± OP,  also  OP  — + x ; 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

u = xcos(ux)  oder  u = — arcosl  ISO0— (itr)); 

also  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

2)  u — x cos  (ux). 

Seien  ferner  durch  den  Punkt  O eine  Projectionsaxe  der  u 
und  zwei  Coordinatenaxen  der  x und  y gelegt;  die  von  den  po- 
sitiven Theilen  der  Coordinatenaxen  der  x und  y mit  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  u eingeschlossenen,  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel  seien  (ux)  und  (uy).  Ist  dann  P ein  beliebiger, 
in  der  Ebene  der  (xy)  liegender  Punkt,  auf  den  sich  die  Grösse 
uy  deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  bekannt  ist  und  die  Coor- 
dinaten  x,  y beziehen;  so  lege  man  durch  diesen  Punkt  eine 
der  Axe  der  x parallele  Gerade,  welche  die  Axe  der  y in  dem 
Punkte  O'  schneiden  mag,  und  denke  sich  durch  diesen  Punkt 
als  Anfang  zwei  den  Coordinatenaxen  der  x und  y parallele  Coor- 
dinatenaxen der  x'  und  y' , so  wie  eine  der  Projectionsaxe  der  « 
parallele  Projectionsaxe  der  u'  gelegt.  Haben  nun  in  Bezug  auf 
diese  neuen  Axen  für  den  Punkt  P die  Symbole  x' , y' , u'  ganz 
ähnliche  Bedeutungen  wie  die  Symbole  x,  y,  u in  Bezug  auf  die 
alten  Axen;  so  ist  nach  2),  weil  der  Punkt  Pin  der  Coordinaten- 
axe  der  x'  liegt,  offenbar: 

u'  = x'  cos  (ux) , 

also,  weil  augenscheinlich  in  völliger  Allgemeinheit  x = x'  ist: 
u1  = x cos  (ux). 

Weil  ferner  der  Punkt  O'  in  der  Axe  der  y liegt,  und  das  y des 
Punktes  O'  oQ’enhar  einerlei  mit  dem  y des  Punktes  P ist,  so 
ist  nach  2)  die  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  O'  auf  der 
Projectionsaxe  der  u von  dem  Punkte  O augenscheinlich  ycos(uy). 
Weil  aber  die  Projectionsaxen  der  u und  u1  einander  parallel 
sind,  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

u=y  cos  (tty)  + 

also  nach  dem  Obigen : 

3)  u = x cos  (ux) -\-y  cos  (uy). 
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Endlich  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  O eine  Projec- 
tionsaxe der  « und  drei  Coordinatenaxen  der  x,  y,  z gelegt,  und 
bezeichnen  die  von  den  positiven  Theiien  der  Axen  der  x,  »/,  : 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  « eingeschlossenen,  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  respective  durch  («.r) , (tty),  (uz). 
Ist  dann  P ein  beliebiger  Punkt  im  Ilaume,  so  lege  man  durch 
denselben  eine  der  Ebene  der  xy  parallele  Ebene,  welche 
die  Axe  der  z in  dem  Punkte  O'  schneiden  mag,  und  denke  sich 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  drei  den  Coordinatenaxen  der 
x,  y,  z parallelen  Coordinatenaxen  der  x' , y' , z'  gelegt,  so  wie 
eine  der  Projectionsaxe  der  u parallele  Projectionsaxe  der  u'. 
Weil  der  Punkt  P offenbar  in  der  Ebene  der  x'y'  liegt,  so  ist 
nach  3),  wenn  die  Symbol*  x' , y1 , z' , v!  für  den  Punkt  P in 
Bezug  auf  die  neuen  Axen  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie 
die  Symbole  x,  y,  z,  u für  diesen  Punkt  in  Bezug  auf  die  alten 
Axen : 

u'  = x'  cos  (ux)  + y'  cos  (uy) , 
oder,  weil  offenbar  x = x ',  y=y'  ist: 

u'  — x cos  (ux)  -f  y cos  (uy). 

Nun  ist  aber,  weil  der  Punkt  O'  in  der  Axe  der  z liegt,  nach*2) 
die  Entfernung  der  Projection  dieses  Punktes  auf  der  Projections- 
axe der  u von  dem  Punkte  O augenscheinlich  z cos  (uz),  indem 
man  wieder  bemerkt,  dass  das  z des  Punktes  O'  jedenfalls  einer- 
lei ist  mit  dem  z des  Punktes  P;  und  weil  die  Projectionsaxen 
der  u und  u'  einander  parallel  sind,  so  ist  allgemein 

u = z cos  (uz) 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


4)  . . . u = xcns  (ux)  -f  y cos  (uy)  -f  z cos  (uz). 

Bezeichnet  man  mit  fi  den  180°  nicht  übersteigenden,  von  der 
Linie  OP  mit  dem  positiven  Theile  der  Projectionsaxe  der  u ein- 
geschlossenen Winkel,  so  ist  nach  1): 

u=  OP.  cos  p, 

also  nach  4): 

8)  . . . OP. cos p — x cos (ux)-{- ycoa(uy)  + zcos(nz). 


«•  2- 

Wenn  xyz  und  x'y'z'  zwei  beliebige  Coordinatensysteme  mit 
einerlei  Anfang  sind,  und  die  Coordinaten  x,  y,  z und  x' , y' , 2 
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einem  und  demselben  Punkte  im  Raume  entsprechen;  so  denke 
man  sich,  um  diese  Coordinaten  mit  einander  zu  vergleichen, 
durch  den  gemeinschaftlichen  Anfang  der  beiden  Systeme  eine 
beliebige  Projectionsaxe  der  u gelegt,  und  lasse  u wie  gewöhn- 
lich die  Entfernung  der  Projection  des  in  Rede  stehenden  Punk- 
tes auf  der  angenommenen  Projectionsaxe  von  dem  Anfänge  der 
Coordinaten  der  xyz  und  x’y'z1  bezeichnen.  Dann  ist  nach  4): 

u — x cos  (ux)  + y cos  (uij)  + z cos  (uz) , 

u =x' cos  (ux')  + y'cos(uy‘)  -f  z'cos(uz') ; 

also: 

x cos  (ux)  -f  y cos  (uy)  -f  z cos  (uz)  = x'  cos  (ux')  -f  y 'cos(uy') +z'cos  (uz'). 

Lassen  wir  nun  den  positiven  Theil  der  Projectionsaxe  der  u 
nach  und  nach  mit  den  positiven  Theilcn  der  Axen  der  x,  y,  z 
zusammenfallen,  so  erhalten  wir  aus  dieser  Gleichung  die  drei 
folgenden  Gleichungen : 

xcos(xar)-f  ycos(a:y)-fzcos(j:z)  = a:'cos(3:a:,)-ly'cog(a'y')4-z'cos(a,z'), 
arcos ( yx)  -f  y cos (yy)  -|-z cos(yz)  = x'cos(yx') -)-y'cos(yy')-\-z'cos(yz'), 
xeo s(zx)  -f  y cos (zy) -f- z cos (zz)  = x1  cos  (zx')+y'  cos  (zy')+z’  cos(zz') ; 
also: 

«) 

x + ycos(xy)  -f  zcos  (xz)  = x'  cos  (xx1)  -f  y' cos  (xy1)  -f  z'cos(xz'), 
xcos(yx)  + y + zcos(yz)  = x'  cos(yx')  -f  y'  cös(yy')  -f  z'cos(yz'), 
a:  cos  (z.r)+y  cos  (zy)  + z = x'cos(zx')  + y'  cos  (zy')  -J-  z'  cos  (zz') ; 
oder,  was  natürlich  dasselbe  ist : 

7) 

x -f  y cos  (xy)  -f  z cos  (zx)  = x'  cos  (xx1)  -f  y'  cos  (xy1)  -f  z'  cos  (xz') , 

arcos  (xy)  + y + z cos  (yz)  er  x'  cos  (yx')  + y'  cos  (yy')  + z'  cos  (yz1) , 

arcos(zar)  + y cos  (yz)  -f  z = x'cos(zx')  -f-  y'  cos  (zy1)  -f  z'  cos  (zz'). 

Wenn  die  beiden  Coordinatensysteme  der  xyz  und  x’y'z'  nicht 
einerlei  Anfang  haben,  so  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Anfangs 
des  Systems  der  x'y'z'  in  dem  Systeme  der  xyz  durch  a,  b,  c 
bezeichnen;  dann  ist,  wenn  wir  durch  den  Anfang  des  Systems 
der  x'y'z'  ei«  dem  Systeme  der  xyz  paralleles  System  der  x,  y,  z, 
legen,  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 
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«=a  + ar,,  y = b+ylt  z=c  + t1 

oder 

xy=x—a,  yi—y  — b,  zt  — z—c. 

Nun  ist  aber  nach  7)  offenbar : 

xi  + yi  c°s  (xy)  + 2j  cos  ( zx ) = x'  cos  (xx')  -f-  y'  cos  (xy')  ■+  z'  cos  (xz1), 
xy  cos  (xy)  4 yi  + cos  (yz)  = x'  cos  (yx‘)  -f-  y'  cos  (yy1)  + z'  cos  (yz'), 
Xy  cos  (zx)  -f  yy  cos  (yz)  + z,  = x'  cos  (zx')  + y'  cos  (zy1)  -f  z'  cos  (zz') ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

(x  — a)-\-(y  — b)  cos  (xy)  -f  (z  — c)  cos  (zx) 

— x'  cos  (xx‘)  -f-  y'  cos  (xy')  + z'  cos  (xz1) , 

(x  — a)  cos  (xy)  + (y—b)  + (z  — c)  cos  (yz) 

— x'  cos  (yx')  |-  y'  cos  (yy')  + z'  cos  (yz') , 

(x  — a)  cos  (zx)  + (y  — b)  cos  (yz)  + (z  — c) 

=zx'  cos(zx')  + »/  co8(zy')  + z'cos(zz'); 

welche  Gleichungen  die  Verbindung  der  Coordinaten  x,  y,  z und 
x' , y' , z'  mit  einander  ausdrücken. 

§•  3. 

Durch  den  Punkt  O als  Anfang  sei  ein  beliebiges  Coordina- 
tensystem  der  x,y,z  gelegt,  dessen  Coordinatenwinkel  wir,  wie 
gewöhnlich,  durch  (xy),  (yz),  (zx)  bezeichnen.  Geht  mm  durch 
den  Anfang  O eine  beliebige  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  0 
in  zwei  von  demselben  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
ausgehende  Theile  getheilt  wird.  So  wollen  wir  die  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel,  welche  der  eine  dieser  beiden  Theile 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z einschliesst,  respec- 
tive  durch  a,  ß,  y bezeichnen;  zugleich  wollen  wir  diesen  Theil 
unserer  Geraden  den  positiven  Theil,  den  anderen  Theil  dersel- 
ben den  negativen  Theil  nennen.  Ist  dann  P ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  welchem  die  Coordinaten  x,  y,  z entsprechen, 
so  werden  wir  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  O als  positiv 
oder  negativ  betrachten,  jenaebdem  derselbe  in  dem  positiven 
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oder  negativen  Theile  der  Geraden  liegt,  und  mit  Rücksicht  hier- 
auf durch  r bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

OP.  COS  xOP—TCOSU, 

OP.cosyOP  = r casß, 

OP.  cos  zÖP  = rcosy, 

wie  auf  der  Stelle  erhellet,  wenn  man  nur  überlegt,  dass,  jeuach- 
dem  der  Punkt  P in  dem  positiven  oder  negativen  Theile  der 
(Jeraden  liegt,  offenbar 

OP  — -fr, 

Z.xOP—a,  s'JÖP=ß,  Z.lUP  = y 

oder 

OP  — — r , 

Z*ÖP=180°—  a,  ^^UP=m°-ß,  Z zOP=  180°  — y 

ist.  Betrachten  wir  nun  aber,  wie  offenbar  verstattet  ist,  nach 
und  nach  die  Axen  der  x,  y,  z als  Projectionsaxeu,  so  ist  nach  5): 

OP  . COS#  OP  — x cos  (xx)  -f  y cos  (xy)  -f  z cos  (xz) , 

OP  .cos y OP  = x cos  ( yx ) -f  y cos  (yy)  -f  i cos  ( yz ) , 

OP  . cos:  OP  = x cos  (za:)  -f  y cos  (zy)  -f  z cos  (zz) ; 

folglich,  weil 

(xx)  = 0,  (yy)  = 0,  (zz)  = 0 
ist,  nach  dem  Obigen:- 

: r cos  a=z  x-\- y cos  (xy)  ± z cos  (xz), 

9)  . . . . | rcosß~xcos(yx) \y  fzcos(yz), 
v rcosy=:a:cos(za:)  -f  ycos(zy)  -f  z. 

Hiernach  ist: 

in)  g + ycos  (xy)  -f  z cos  (xz) 

' ’■  cos« 

x cos  (yx)  -f  y -f  z cos  (yz) 
cos  ß 

x cos  (zx)  -f  y cos  (zy)  -f  z 
cosy 
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und  die  Gleichungen  unserer  durch  den  Anfang  der  Coordinaten 
gelegten  Geraden  sind  also : 

11)  x + 

cos  a 

x cos  (xy)  + y + 1 cos  (yz) 

cos/3 

arcos  (zx)  -f-  y cos  (yz)  -f  z 

cosy 

weil  natürlich 

* 

(xy)  = (yx) , (yz)  = (zy),  (zx)  = (xz) 
ist. 


Wenn  das  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  und  folglich 
(xy)  = 90°,  (yz)  = 90°,  (zx)  = 90° 
ist,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen: 


12) 


x 

cosce 


. _J/_  _ _2 

cos/3  cosy 


Geht  die  Gerade  nicht  durch  den  Anfang  der  Coordinaten, 
sondern  durch  einen  anderen  beliebigen  Punkt  (abc),  so  lege  man 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
xyz  paralleles  Coordinatensystem  der  x'y'z'.  Dann  sind  nach  11) 
die  Gleichungen  unserer  Geraden  in  diesem  Systeme: 

x'  + y'  cos  (xy)  -f  z'  cos  (zx) 
cos  a 

— x'cos(xy)  -f  y'  -f  z'  cos  (yz) 
cos  ß 

x'  cos(zj)  4-y'  cos(yi)  -f  z' 
cosy 


und  folglich,  weil  bekanntlich  allgemein 

x=za  + x',  y = b+y',  zzxc+z'; 

also 

x‘ —x — a,  y'  — y — 6,  z'  — z — c 

ist,  die  Gleichungen  der  Geraden  in  dem  primitiven  Systeme 
der  xyz : 
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(jt  — g)-f  (y  — 6)  cos  (xy)  + (z—  c)  cos  (zx) 

* ■ ’ ‘ * • coso 

(j  — a)  cos  (xy)  -f  (y  — 6)  -f  (:  — c)  cos(yi) 

cosß 


(x  — a)  cos  (za:)  -f  (y  — 6)  cos(yz)  -f  (z — c). 
cosy 

folglich,  wenn  das  Coordinatensystem  der  xyz  rechtwinklig  ist: 


H) = = 

' cos  k cosjS  cos  y * 

Die  Winkel  «,  )?,  y beziehen  sich  hier  anf  einen  der  beiden 
von  dem  Punkte  ( abc ) nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
ansgebenden  Theile  der  Geraden.  Ist  P ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  auf  den  sich  die  Coordinaten  x,  y,  z und 
x1 , y' , z'  beziehen,  und  bezeichnet  r dessen  Entfernung  von  dem 
Punkte  ( abc ),  indem  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachtet,  jcnachdem  der  Punkt  P in  dem  der  beiden 
erwähnten  Theile  der  Geraden,  welchem  die  Winkel  a,  ß,  y ent- 
sprechen, oder  in  dem  entgegengesetzten  Theile  liegt,  so  ist 
nach  9): 

rcos«  = a:'+y'cos  ( xy ) + z'  cos  (rar) , 
r cosß xxx'  cos  (xy)  + y'  + z'  cos  (yz), 
r cos  y = x'  cos  (zx)  + y'  cos  (yz)  -f  z1 ; 
also  nach  dem  Obigen: 


Ir  cos  a=  (x  — a)  -f  (y  — b)  cos  (xy)  -f  (z — c)  cos  (zx), 
rco»ß  = (x  — a)  cos  (xy)  -f-  (y  — b)  (z  — c)  cos  (yz), 
r cos  y = (x  — a)  cos  (zx)  + (y  — 6)  cos  (yz)  -f(z  — c). 


Sieht  man  die  Gerade  als  eine  Projectionsaxe  der  r an,  die 
durch  den  Punkt  (abc)  gelegt  ist,  so  ist  nach  4): 

r — x'  cos  (rx1)  +y'  cos  (ry')  -f  z'  cos  (rz') 

oder,  weil  offenbar 


(rx')  = a,  (ry1)  — ß,  (rz')=y 
ist: 


r = x'cosa  + y'  cosj3  + z'cosy, 
und  folglich  nach  dein  Obigen: 
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16)  . . . r — (x — a)cosat-Ky  — 6)cos/J-j-(z — c)cosy. 

Multiplicirt  man  nun  die  drei  Gleichungen  15)  nach  der  Reihe  mit 
x — a,  y — b,  z — c 

und  addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  man  die  Gleichung: 
r | (x  — «r)cosa  + (y — 6)  cos  ß + (z  — c)  cosy} 

= (* — «)a  + (y— *)2  4 (=— c)2 

+ ‘2(a:— a)(y— b)cos(xy)-\-2(y— b){z— c)cos(yz)+2(z—  c)(x— a)coB(tx), 
also  nach  16): 

17) 

r®=  {x  — a)2+(y  — 6)2  + (z— c)2 

-y‘l(x—a)(y—b)cos{xy)\‘l{y-b)(z-c)coR(yz)-\-‘l(z-c){x-  a)cos(zx), 

woraus  sich  unniittelhar  ergiebt,  dass,  wenn  (x0y0z0)  und  (xjy,:,) 
zwei  beliebige  Punkte  im  Raume  sind,  und  £0>l  deren  Entfer- 
nung von  einander  bezeichnet,  allgemein 

18) 

£0,i2=(*o-*i)2  + (ü/o— Vi)2+  fco-*i)2  + 2(x0-xt)(y0-yi)cos(xy) 

+ 2(yo—yi)(*o—zi)c°s(jr:)  , 

4 2(*o  - ii)(^o  — *i)cos(z*) 

ist,  eine  wichtige  Formel,  von  der  wir  noch  vielfachen  Gebrauch 
zu  machen  Gelegenheit  haben  werden. 


§•  4 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Auflösung  der  drei  Gleichun- 
gen 15)  oder  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen 

x — a — b , z — c 
— “ 4 - — cos  (xy)  + —y  cos  (zx)  = cos  a, 


S r'-r  ir-;c 


COS  {xy)\;L-^-  + —y~  cos(yz)  =COS(S, 


« — b z — c 

•- — 4-z-' 

t r 


x — a , , . y — b , .z—c 

cos  (zx)  + cos (yz)  + —y-  = cosy ; 


d.  h.  mit  der  Bestimmung  der  Grössen 

x—a  y — b z — c 

r " ’ r ~ ’ r 

aus  denselben  beschäftigen. 
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Multipliciren  wir  zu  dem  Ende  die  drei  obigen  Gleichungen 
rach  der  Reihe  zuerst  mit 

1 — cos  (yz)2,  cos(yz)cos(zx) — cos(xy),  cos  (xy)  cos(y2)—C(ts(zx) ; 
dann  mit  <■ 

cos  (yz)  cos  (zx) — cos(ar y),  l — cos(zar)2,  cos(ia:)co8(.ry) — cos (yz); 
endlich  mit 

cos (xy)  cos(yz) — cos(iar),  cos(zx)cos(xy)  — cos(yz),  1 — cos(xy)2; 

und  addiren  sie  hierauf  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten 
wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

19) 

N — 1 — cos  (xy)2 — cos  (yz)2 — cos(rj)2  -f-  2 cos  (xy)cos  (yz)coz(zx) ; 

X = cosasin  (yi)2 

+ cos  ß | cos  (yz)  cos  (zx)  — cos  (xy) ) 

-f  cos  y ( cos  (xy)  cos  (yz)  — cos  (zx) ) , 


- F=  cos  « ! cos  (yz)  cos  (zx)  — cos  (xy)  | 
-fcosjSsin(za:)2 

+ cos  y i cos  (zx)  cos  (xy)  — cos  (yz)  1 , 


Z=  cosa|cos(.ry)cos()/2)— r cos(zjr)] 
-f  cos  ß | cos  (zx)  cos  (xy)  — cos  (yz) ) 
+ cos  y sin  (xy)2 


gesetzt  wird,  für 


die  folgenden  Ausdrücke: 


20)  . 


x — a X y — b Y 
r ~ N’  r ~JN’ 


Setzen  wir  der  Kürze  wegen  im  Folgenden  immer: 
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21) 

A = sin  (yz)a,  33  = sin  (zx)a,  <£  = sin  (xy)a ; 

A = cos  (ix)  cos  (xy)  — cos  (yz) , 

B = cos  (xy)  cos  (yz)  — cos  (zx), 

C — cos  (yz)  cos  (zx)  — cos  (xy) ; 

iV=  1 — cos  (xy)a— cos  (y:)a  — cos  (zx)a  + 2 cos  (xy)  cos  (yz)  cos  (zx) ; 

X—  iJcosa-f-  Ccosß-\-Bcosy, 

Y—  Ccosa  + 33eos|5-p.4cosy, 

Z = Zfcosa-f  .i4cos/J-|-  (£  cosy ; 

so  ist  nach  20) : 

x — « r «/  — 6 r z — c r , 

22)  ...  . — y = 2v * !~r  ~jV’  Z *~2V’ 

und  die  Gleichungen  der  im  Vorhergehenden  betrachteten,  durch 
den  Punkt  (a&c)  gehenden  Geraden  sind  also: 

x — a y — b z — c 

23)  • - x~—  Y ~ Z ’ 

folglich  nach  21): 

x — a 

24)  ...  • ü cos  a + C cos  ß + B cos  y 

V — b 

— G’coso  + 33  cosß  + ^Icosy 

z — c 

= B cos  a + Ä cos  ß -p  ifcosy 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist  offenbar: 

Ä==l,  33=1,  <f=l;  A=z 0,  7?=0,  C=ö; 
also  die  Gleichungen  der  Geraden: 

x — a y — b z — c 

cosa  — cosß  cosy 

wie  wir  schon  in  14)  gefunden  haben. 

§•  6. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  aus- 
gehende Gerade  denken,  welche  mit  den  positiven  Theilen  der 
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Axen  der  x,  y,  i die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  c/0,  ß0,  y0 
und  «i , ßi,  y1  einschliessen.  Der  von  diesen  beiden  Geradeu 
eingeschlossene,  180°  nicht  übersteigende  Winkel  sei  W0,l . Um 
diesen  Winkel  zu  bestimmen,  lassen  wir  von  dem  Anfänge  der 
Coordinaten  O zwei  mit  den  beiden  in  Rede  stehenden  Geraden 
gleich  gerichtete  Gerade  ausgehen,  welche  offenbar  auch  den 
180°  uiciit  übersteigenden  Winkel  Jf ’0„  mit  einander,  uud  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x , y,  z die  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel  cr0,  ß0,  y0  und  , ßlt  y,  cinschliessen.  ln  die- 
sen beiden  von  O ausgehenden  Geraden  nehmen  wir  beliebig  die 
Punkte  P0  und  J\  an  und  bezeichnen  deren  als  positiv  zu  betrach- 
tende Entfernungen  von  dem  Anfänge  der  Coordinaten  O durch 
r0  und  r, , ihre  Entfernung  von  einander  durch  E0,, ; so  ist  pach 
einer  bekannten  trigonometrischen  Formel  in  dem  Dreieck  P0OPx 
offenbar : 

£o-i2  = I,o*+ri2  — 2,ori  cos  W0>1. 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Funkte  Pa  und  P, 
durch  x0,  y0,  i0  und  xt,  y, , z,  bezeichnen,  nach  18): 

lo2=*oa  + J/o*  + *o2  + -*oyo cos (xy)  + 2y0z0 cos (yz)  -f  2;0ar0 cos  ( zx ), 

r1i=xl2  + y,2  + x,2  + 2xi y,  cos  (xy)  + 2y1z,  cos  (yz)  -f  2zla:l  cos  (zx) 

und 


Fm2 =(^o—^i  )2  + (üo—yi  )2  + + %*a—xi ) (jto  — yz ) cos  ( xy ) 

+ 2(y0  — yx)  (*o  -i ) cos  (yz) 
+ 2(*„— -i  ){x0—Xi)cos  (zx) ; 

also,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  einftih- 
reu  und  aufheben,  was  sich  aufheben  lässt: 


rori  cos  Won  = xox,  + ynyi  + z0:i 
+ (xoVi  +7/0*1 ) cos  (*?/)  + <2/o-i  + zoVi ) cos  (yz)  + (r0x,  -f  x„zt ) cos  (r.r). 
Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen : 


25)  . . 
und 

26)  . . 


A'0=Jlcos«0-f  Ccosß0  + ßcosy0, 
I'o  = Ccos  c0  + B cos ß0  + A cos  y0 , 
Z0  =ßcosa0-f^cos/S0-F(ffcosy0 

| Xt  =110080!  + Ccos ßt  -f  ßcosyl( 

fJ’x  = C cos c,  -f-  Beos  ßi  A cos  yt , 
Zj  = B cos  -f  A cos  -f  <£  cos  yl ; 
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so  ist  nach  22)  offenbar,  wenn  man  dort  n=0,  b— 0,  c=0  setzt: 


»O^O 

~N~’ 

§ 

II 

rüZa 

*o—  jy 

r,X i 

„ -r*F> 

_rtZt 

y ’ 

*-~ü.  ’ 

u--jT 

also,  wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  von  r0r,  cos  IF0„ 
einfährt : 

27) 

TV® cos  W0,i  = X0Xl  + F0F,  +Z0Zl+(X0Yl  + roXt)  cosfryj 

+ (»0Zl  + Z0I,)COS(  y1) 

I (Z„*i  f XÖZ^  cos  [zx), 

mittelst  welcher  merkwürdigen  Formel  der  Winkel  W0< i aus  den 
Winkeln  «0,  ß0,  y0  und  ß1,  ßlt  y,  berechnet  werden  kann. 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gebt  aus  dieser 
Formel  unmittelbar  die  längst  bekannte  Formel 

28)  cos  IF0Jl  = cos  e0  cos  «!  cos  ß0  cos  (?!  -f  cos  y0  cos  y, 

hervor. 

Wenn  die  beiden  Geraden  mit  eiuander  zusammenfallen,  so  ist 


«0  = “l  » 

ßo=ßu  7o  = n; 

also 

' 

II 

tsT 

II 

tC 

II 

. o 

und  JF0,|  = 0. 
tet  ist: 

Setzen  wir 

nun  in  diesem  Falle,  wie  es  verstat- 

° = “o  = «i,  ß = ßo  = ßi>  v=ro=ni 

X—X0=Xlt  F=  F0  = Fi , Z = Z0=  Zi ; 

wo  X,  Y,  Z ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben; 
so  wird  die  Gleichung  27): 


29) 

N2  = Aa+  F2+  Z2-f  2 X Fcos  (xy)  + 2 FZ  cos  (yi)  + 2ZAcos  (ix), 

welche  Gleichung  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  offen- 
bar in  die  bekannte  Gleichung 

30) cosa®  -f  cos(32-f-cosya=  1 

übergeht. 
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§•  7. 

Nach  22)  ist: 

rX=N(x-a),  TY=N(yr-b).  rZ  = N(z-e); 
also,  wie  sogleich  erhellet: 

r|Xf  F cos(arv)+Zcos(za-)! -Xl(x—a)+(y—b)cos(xyH(z-c)cos(zx)\, 
r[Xcoa(xy)+  F +Zcos(yi)|=^Vi(x-a)cos(a:^)-Ky— 6)+(i— c)cos(y2)|, 
r|jrco«(*a:)+rcos(y2)+Z|==iVi(a:-a)cos(*a:)-|-(y— 6)cos(yz)+(i-c»; 

folglich,  weil  nach  15): 

(x  fl)  F (y — b)  cos  (xy)  F (2 — c)  cos  (zx)  = r cos  ct, 

(x—a)  cos  (xy)  + (y  - 6)  + (z  — c)  cos  (yz)  = r cos  ß, 

(x  — o)  cos  (zx)  + (y-b)cne  (yz)  F (z—c)  = rcosy 
ist: 

IJT+  Fcos  (xy)  F Zcos(zx)  = Xcosa, 

Xcoa(xy)  F F+  Z cos  (yz)  =Ncns  ß , 

X cos  (zx)  F F cos  (yz)  -f  Z =N cos  y ; 

oder: 

X±  Fcos  (xy)  F Z cos  (zx) 

N ’ 

Xcos(xy)  F F -J-  Zcos(yz) 

N , 

Acos(i:r)  -f  Fcos  (1/1)  -f  Z 

N~ 

Da  sieb  nun  die  Gleichung  29)  offenbar  auch  unter  der  Form 

■N2=  X{X-\-  Ycos(xy)  F Zcos(za:)l 

+ F{Acos(.ry)F  FF  Z cos  (yz)  | 

F Z\  Xcos(zx)  F Fcos(y2)F2| 

schreiben  lässt,  so  erhalten  wir  nach  31)  die  folgende  merkwür- 
dige Gleichung: 

33)  ...  . Acos«  F Fcos/S  f ZcnsyxzN 

Theil  XXXIV.  10 


32)  ...  . ^ cosßz 
cos  y- 
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oder  nach  21) : 

34)  ■ ' ' ' 

dcosaH#cos)SH<£cosy2+2Ccos((cosj3t2icos|Scoey+2£cosycosß=  iV- 
Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  führt  diese  Gleichung 
wieder  auf  die  Gleichung  30). 


Mit  Rücksicht  auf  25)  und  26)  haben  wir  also  nach  33)  die 
beiden  Gleichungen! 

j 3f0cosa0  + Focos|S0  + Z0co%ya—H , 

^ I Xx  cos  a,  + Fi  cos  ßi  + Zx  cos  y,  = N. 

Die  Gleichung  27)  lässt  sich  auf  die  beiden  folgenden  Arte» 
schreiben : 

Wcos  D'o.,  = A'ol  A,  + F,  cos  (xy)  + Z,  cos (zx)  | 

+ F0|A,  cos  (xy)  + F,  + Z,  cos(.yz)l 
+ Z0  (A,  cos  (za:)  + Fj  cos(yz)  + Z,  I 
oder  x 

iV*  cos  W’o„  = x,  I A0+  F0cos  (ary)  + Z0cos  (zx)  | 

+ F,  ( X0  cos  (xy)  + F0  + Z0  cos  (yz) ), 

+ ZilA0cos(zar)  + F0cos(sfz)  + Z0!; 


also  ist  nach  31): 

( iVcos  TF0,i  = A0  cos  «i  + F0  cos  /J,  + Z0  cos  y, , 

^ i N cos  TF0,i  — Ai  cos  a0  + Fx  cos  ß0  + Zj  cos  y0. 

Führt  man  in  diese  Formeln  für  A0,  F0,  Z0  oder  A| , Ij , Zf 
ihre  Werthc  aus  25)  oder  26)  ein,  so  erhält  man  sogleich  die 
folgende  Gleichung: 

37) 

iVcos  Mo„  = a cos  a0  cos  ß,  +35  cos  ß0  cos  ßy  + (f  cos  y0  cos  y, 

+ ^(cos/S0cosyx +cosy0cosP!) 

+ Z?(cosy0cos«i  + coso0cosJ'i) 

+ C(cOS  «u  COS  ßy  + cosßo  COBOy). 
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Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  erhält  man  hieraus 
wieder  die  aus  28)  bereits  bekannte  Formel 

cos  Wo„  = co8«0 cos  e,  + cos  ft  cos ft  -f  cosyocosy,. 

Mittelst  der  Gleichungen  35)  und  36)  erhält  man  auf  der  Stelle: 

2V*sin  Wft,9 

= (Aocosi^f  l0  cos^jf  Z,  oisjrj)  (I,  cos  ff,  -f  Fjcos  ft-fjftco«  y,) 
— (-So  cosc^-f-Focosft-f  ,Z0  cos  y,)(Af,  cos«o-f  F,  cosft  f ,Ztcosy0), 

>’t<  ;<• 

also,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

jV*sin  Wft,*  = (cosoycosft  — cos  ft  cos  «, ) ( Ao  F,  — FuA',) 

+ (cos  ß0  cos  y,— cos  y0  cos  ft)  ( F0  Z,  — Z0  F,) 

+ (cos  y0  cos  «,  — cos  «o  cos  /,)  (Z0  X l—X0Zl ) , 
oder,  wenn  der  Kürze  wegen: 


!A0>1  =cosftcosyj — cosy0cosft, 
B0),  =cosy0cosc,  — coso0cosy, , 
C0.,  = cos  «o  cos  ft  — cos  ft  cos 

gesetzt  wird : 

39)  JV^sinHW* 


— Aon  ( *0Z,  -Zo 1 1)  + B0„  (ZoAT|  — A0Z,)  + C0„  (A0  F,  — I 0A',). 

Mittelst  der  Gleichungen  25)  und  26)  erhält  man  ohne  Schwie- 
rigkeit : 

AoF,—  F0A’,  = A0„(C^I-ßJ3)  + B0„(RC-^iJ)i-  C0)1  (ÜB  - CG), 
I'oZ,  -Z0F,  = A0„(»tf-^)  + B 0>I(Aß-Ci)  + Con(CA-ßB), 
Z0Xl  - X0Zl  = A o»i (Aß-  Ci)  + B0„(<fil -BB)\  C0„(ßC-  A4). 
Nun  ist  aber  ferner,  wie  man  mittelst  der  Formeln  21)  leicht  findet : 


tO)  — AA  — N,  £4  — BB  = N , £M  — CC=N 

and  . 


IßC  — AA  = N cos(^j), 
CA-B»  = )Vcos(zx), 
AB—  d — Neos  (Xy) ; 


10* 
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also  ist  nach  dem  Obigen: 


SA*  Yx-  Y0Xt  — iV|  A0.icos(ia:)+B0,1cos(yj)+C0„ ) , 

Y0Zi~Z0  Yl=N[A0„  +Bn>1cos(^)fC0,1cos(ir)l  Jjbstihtn» 
ZqX j A0Z.  =2V|  Ao^cos^J-fBoji  f lei  cosiyz) }. 

' Daher  ist  nach  39): 


43)  iVein  TP0,i2—  A0,i  t A0„  + B0„  cos(:ry)  + C0„  cos(ix)) 

+ B0„  { A0,i  cos  (xy)  + B0„  + C0)1  co b(tp)  I 
+ C0>1  ( A0„  cos (zx)  + B0„  cos (yz)  +€</,i  1 ‘ 

oder: 

44)  y sin  W7o»ia 

= A0,i2  + B0)12  f Co,,2  + 2A0„  B,,,!  cos  (xy)  | 2B0„  C0„  cos(yx) 

■f  2C0„  A()Jl  cos  (zx) 

■ . . 

oder,  wenn  man  für  A„„  , B0)l,  Co»,  ihre  obigen  Ausdrücke  einfiihrt: 

45)  iVsin  Mo,!2  % 

= (cOSObCOSft — cos  ft  COS«!)2 

+ (cosft  cosy,  —cosy()  cosft)2 
-f(cosy0cosa,  — cosßucosy,)2 

2 (cos  ft  cos  Yi—  cos  y0  cos  ft ) (cos  y„  cos  at  — cosa0  cosy,)  cos  (xy) 
+ 2(cosy0  cosor,— cosor0cosyi)(cosa0cosft  — cos  ft  cos  k,  ) cos(yz) 
+ 2 (cos  «o  cosft  — cos  ft  cos  o,)  (cos  ft  cos  yt  — cos  yu  cosft ) cos(mt). 


Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  wird 
sin  M70,12=  (cos  b0  cos  ft — cos  ft  cos  o,  )2+  (eos  ft  cosyi— cosy0  cosft)2 

f (cos  y0  cosai — cosap  cosyi  )* 

oder,  weil  in  diesem  Falle 

cosa„2  + cosft2  + cos y0*  = l,  cosa,2  f cosft2  + cosy12=  1 
ist: 

sin  Mo,!2  = 1 — (cos  «0  cos  «i  + cos  ft  cos  ft  + cos  y0cosy,)2, 
wie  bekannt. 


1 
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M- 

U i \r  ; 

Stehen  die  beiden  vorher  betrachteten  Geraden  auf  einander 
senkrecht ,i  '*o  ist  IF0„  = 90°,  und  folglich  : , 

cos  W0,i  — 0,  sin  1F0,,  = 1 ; 

daher  haben  wir  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  die  folgenden 
Gleichungen : 

tfT-;v  ' . 46) 

^oJr.  + FoF.  + ZoZ,  j 

H&Vt  + *V*i)c*»(*y)  + (F„Z,  + Z0F,)  cos (yz)  | = 0, 

1 (Z0A,  f X0Zt)  cos  (zx) 

A"0C08«,  -f  F0cos  ft  -f  Z0  cosy,  =0, 

Af,  cosßo  -f  F,  cos ft,  + Z,  cos y0  =0, 

V.:  iv  , ‘ 

ft  cos  &q  cos  o,  -f  15  cos  ft,  cos  ßi  -f  (£  cos  y0  cos  y, 

''dnuiifi  - - 

-f  A (cos  ft,  cos  y,  + cos  y0  cos  ft) 

+ ß(cosy0coso,  -f-  cos  «0  cos  y,) 

+ C (COS  O0  COS  ft  -f  COS  ft,  COSCj) 

Ao„®  + B0„2  + Co,,2 
+ 2A0,,  Bu„  cos  (xy)  + 2BU„  C0„  cos  (yz)  + 2C0„  A0„  cos  (za:)  I 

wo  man  in  diese  letzte  Gleichung  für  A0), , Bo,, , C0„  auch  noch 
ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  einführen  könnte. 


§•  io. 

Hat  man  zwei  Coordinatensysteme  der  xyz  und  x'y'z' , und 
»*lzt  für  das  erste  dieser  beiden  Coordinatensysteme  wie  früher : 

iT  = sin  (yz)2,  15  =:  sin  (za:)*,  <£  = sin(a:f/)2; 

. , A = cos(zx)cos(xy)<~-co&(yt), 

R = cos  (xy)  cos  (yz)  — cos  ( zx ) , 

C = cos  (yz)  cos  (za:)  — cos  (xy) ; 

N=  1 — cos  (xy)7  — cos  (yz)7  — cos  (zx)2  4-  2 cos  (xy)  cos  ( yz)  cos  (zx) 
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für  das  zweite  Coordinatensystem  auf  ähnliche  Art: 

J*'  = sin(yV)*,  B' = sin  (zV)2,  tf' = sin(*V)*;  ' ''  1 
A!  = cos  (z'x')  cos  {x'y')  — cos  (yV) , 

B'  = cos  (x'y1)  cos  (y'x1)  — cos  (*'.*') , 

C'  5=  cos  (y'z')  cos  (z'x')  — cos  (x'y') ; 

N'za\—DaB(x'y')i-coa(y'z'yl-coB(z'x')*+2coa(x'y')co8(y'x')co»(zlx?) ; 

• i "i 

ferner  der  Kürze  wegen:  ■' 

A =cos  (xx'),  B —cos(xy') , C —cos(xz'); 

A'  =cos  (yx1) , B' =cos  (yy')t  C'  =r  cos  (yz') ; 4 1 

A"=cos(ia:'),  B*  = cos(:y),  C*  = cos(«'); 

so  hat  man  zwischen  diesen  letzten  neun  Grössen  nach  34)  und 
27)  die  folgendeu  zwölf  Gleichungen: 

AA2  + BA'*-1  (£A"2  + 2CAA'  +.  2.4A' A"  + 2ÄA"A  = N,  V • 

Aß2  + BB'2  + <£B"2  + 2CBB'  + 2^B'B"  + 2BB"B  *r  N, 

AC2  + BC'2  + SC"2  + 2CCC'  + 2AC'C"  + 1BCC  = N>, 

A'A2  + B'B2  + <£'C2  + 2C'AB  + 2A'BC  +2ß'CA  =iV', 
A'A'2 +B'B'2+(£'C'2+2C'A'B'+2^'B'C'  +2ß'C'A'  =s  N', 
A'A"2  + B'B"2  + tf'C"2  + 2C'A"ß"  + 2zt'B"C"  + 2ß'C"A"  =A"; 

ferner : 

(AA  + GA'  + BA")  (AB  + CB'  + BB")  \ 

+(CA  + BA'  + AA")  (CB  + BB'  + AB") 

+(ßA+  AA'  + tfA")(ßB  + AB1  -f  <£B")  I 

i (AA+CA'+ßA")(CB+BB'+AB")l  - [ 

+ 1 t cos(*y)  1 

(+(CA+BA'+^A")(AB+CB'+BB")1  j=]y*co*(x'y’). 

\ (CA+BA'+AA")(BB+AB'+tfB")  I I 

+ i , cos  (yz)  1 

( + (ßA  + ^A'+«A'0(CB+BB'+.4B")  ) 

. (BA+^A'-l<fA")(ABlCB'+ßB")J  | 

+ 5 ! cos(:x) 

4(4»A+CA'+BA")(ßB+JB'4«B")  \ I 
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(AB  + CB'  + BB")  (AC  + CC'  + B C")  ^ 

+(CB  + KB'  + AB")  (CC+KC'  + AC ") 

-f-(ßB  + AB'  + <£B")  (ßC -f  .4C'  + <£C")  i 

1 (AB  + CB'+ßB")(CC+KC'+i-lC")  ) I 

+ | + (CB  +KB' +AB")  (AC+  CC'+ßC")  I 

, (CB+KB'+.4B")(ßC+.4C'  + tfC")  , l 

+ I +(ßB+^B,+tfB")(CC+KC'+^C")  ! cos(yz)\ 

. (ßB  +AB' + (£BW)(AC  -f  CC'  + ßC")  1 ] 

+ I +(AB+CB'  + ÄB'0(ßC+^C'+(£C")  ' C°s(M;)  / 


(A0+  CC'  + BC")  (A  A + CA'  + BA") 
+(CC  + KC' + AC")  (CA  + K A'  + AA") 
+(BC-\-AC'  + (£C")  (BA  + AA‘  \ <£  A") 

. (AC+CC'+ßC")(CA+KA'+/fA'') 

+ I +(CÜ+KC'+^C")(AA+  CA'  +ßA") 

. (CC+KC'+;IC'')(ßA  + JA'  + <£A") 

+ | +(ßC+4C'+tfC")(CA  + BA'  + ^A") 

, (ßC+4C'+(£C'')(AA+CA'+ßA") 

+ 1 +(AC  + CC'+  ßC")(ßAf  .1A'!  <£A") 


(A'A  + C'B  + ß'C)  (A'A'  + C'B'  + ß'C') 

+(C'A+  K'B  + .4'C)  (C'A'  + K'B'  + A‘C<)  j 

+(ß'A  + ^'B|f  <£'C)(ß'A'  + A‘B‘  + tf'C')  j 

> (A'A+C'B+ß'C)(C'A'+»'B'+^'C')j  , ^ I 

+ i+(C'A+»'B+^'C)(A'A'+C'B'+ß'C')i  C°8(*y\  = J\<*Co8  (*v), 

, (C'A4^'B+^'C)(ß'A'~M'B'-fl£'C'),  L 

+ l+(ß'A+/l'B+<£'C)(C'A'+K'B'+/l'C')l  CM 

, (ß'A+^'B+(£'C)(A'A'+C'B'+ß'C') 

+ l+(A'A+C'B+ß'C)(ß'A'+/l'B'+ff'C')i  t0S(:^,)/ 
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(il'A'  + C'B'  + ß'  CO  (A'A"  + C'B"  + ß'C") 

+(C'A'  + J3'B'  + A'W)  (C'A"+J5'B" + A‘  C") 

+ (ß'A'+A'B'-f  (£'C')  (ß'  A"  + A'B"  + tf'C") 


i (ü/A'+C”ß'+Ä'C/)(C'A"-H3/B"+^'C'r).  , 

+ /+(<?' A/+»/B'+A,C<)(ü/A"+C,B"+S'C")>  cos(:c^'A(_ 

(C^A'+B'B'+il'CO  (SyA"+4/B"+<£'C").  . 

+ |+(fi'A'+4,B'+i£'C')(C'A"+»'B"+4'C")!  C°S(3,V)1 

. (Ä<A'+4'B'+tf'CO(A'A“+C,'B''+ß'C")i 
+ (+(A/A,+C“B/+Ä'C0(5'A"+i'B"+tf'C")'  C08^Jx‘h 


N'*cob(i/z), 


(il'A"  + C'B"  + ß'C")  (il'A  +;C'B  + ß'  C) 

+(OA"  + JJ'B"  + A'C")  (C'A  + »'B  + A‘  C) 

-f  (ß'A"  + ,4'B"  + <f'C")  (ß'A  + A'B  + £'C) 

| (il'A"+  CB"+S'C")  (C'A+B'B+zFC). 

+ l+(C'A"+»'ß"+4'C")(A'A+C'B+Ä'C)i  C08^x‘y‘) 

, (C'A"t»'B"+A'C")(ß'A+^'B+tf'C). 

+ l+(ß'A"+A'B"+tf'C")(C'A+]Ö'B+A'C)i  C0S^V) 

, (ß'A"+A'B"+«'C"XA'A+C'B+ß'C). 

+ 4(A'A''+C'ß"+ß'C'')(ß'A+A'B+«'C)l  cos(z',r/) 

Wenn  die  beiden  Systeme  rechtwinklig  sind,  so  ist 

cos(a-y)  = 0,  cos(yz)=0,  cos(&r)  = 0; 
cos(ar'y')  =0,  cos(y'z')  = 0,  cos  (i'x1)  = 0 ; 


r 


) =iV'®cos(i x). 


A=l,  » = i, 
Al=0,  ß = 0. 


tf=l;  A'=l,  »'=1,  «'=1; 

C = 0;  A‘=  0,  ß'  = 0,  0=0; 
1V=1,  ZV'  = 1; 


und  die  vorhergehenden  Gleichungen  gehen  also  in  diesem  Falle 
in  die  folgenden  über : 
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Aa+A'*+A"2=l, 

B4  + B'*+B"*  = 1, 

C^+C^+C'^l; 

A*  + B4  + C4  =1. 

A's+B'4  + C'4  = |, 

fsV»^8Q*»“  / 

A'/2+B"*+C/'*=l; 

AB+A'B'+A"B"=0, 

BC  + B'C'  + B"C"  =0, 

CA  + C'A'+C"A"  = 0; 

AA'  +BB'  + CC'  =0, 

A'A"+B'B"-|-C'C"  = 0, 

A"A  +B"B  +C"C  =0; 

welche  längst  bekannten  merkwürdigen  und  wichtigen  Gleichem' 
gen  also  unter  unseren  obigen  ganz  allgemeinen,  für  jedes  belie- 
bige  schiefwinklige  Coordinatensystem  geltenden  Gleichungen  als 
ein  besonderer  Fall  enthalten  sind. 


5.  11. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  durch  zwei 
gegebene  Punkte  (fog0h 0)  und  (fiffihi)  gehenden  Geraden  suchen. 

Zu  dem  Ende  sei  ( ahe ) ein  beliebiger  in  der  gesuchten  Ge- 
raden liegender  Punkt,  und  «,  ß,  y seien  die  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel,  welche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte 
(abc)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  ausgehenden  Theile 
der  gesuchten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
*»  y > 1 einschliesst.  Setzen  wir  dann  wie  in  21) : 

Al  = A cos  o + Ccos  ß + Zf  cos  y , 

Ccosa-}-}3  coaß-f-4  cos  y, 

I Z = Beos  o -f  A cos |3 -f  <f  cos y ; 

SO  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden : 
x — a 1/  — b 1 — c 

X - ~T~  ~~X  5 

und  da  nun  diese  Gerade  durch  die  Punkte  (fagah0)  und  (^  </,/,,) 
gehen  soll , so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen : 
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fo—»  ffo~  & ho — c 
X ~ Y ~ 2,  ' 

fi—»  9i  — 6__*i—  c. 

X ~ Y ~ Z ' 

aus  denen  sich  durch  Subtraction  die  Gleichungen 

fo  — fi 9a' — 9i K — 

~~X  ~ Y ~ Z 


i ’ 

•il".b  1>iil 
, lUiUl'l 

■ 

• 1"  i 


ergeben,  indem  man  sich  ausserdem  mittelst  des  Obigen  auf  der 
Stelle  überzeugt,  dass  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden 
auch  entweder  unter  der  Form 


X-fo 

_ 9~9o 

i — h0 

VÜB 

X 

~ Y 

~ Z 

1 Ixt?«»!; 

oder  unter  der  Form 

X—fi 

-.9—9i. 

1 

** 

1 

• n.tc;. 

■ t ."^r.  fv  ^ 

X 

- y . 

~ z 

• - nflv 

dargestellt  werden  können.  Aus  den  Gleichungen 
° ~ 

fg—fi 9o — 9i *o  ~ 

X - Y ~ Z \ I .h 

ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle,  dass,  «venu  G einen  gewissen 
Factor  bezeichnet, 

X—  G(f0 — Y=  G(ff0— gi),  Z = G(h0 -«-*,) 

gesetzt  werden  kann,  so  dass  also  die  Gleichungen  unserer  Gera- 
den nach  dem  Obigen  entweder  unter  der  Form 


47)  ...  . 

oder  unter  der  Form 

48)  ...  . 


x—f,  _ y-ffo  _ t—K 
fo — fi  9o~9i  h0 — ht 


. j *1j  >f» 


x—fi  _ y— 9i  _ *—hi 
fo  fi  9o — 9i  hff—!^ 


dargestellt  werden  können,  und  also  hiermit  gefunden  sind. 

Um  nun  aber  auch  den  Factor  G zu  bestimmen , bemerken 
wir,  dass  nach  29) 

X*  + F®  + Z®  + 'iXY’coaixy)  -j-2FZcos(yi)+2ZAcos(za:)  = iV®, 
folglich  nach  dem  Obigen:  , .jr  >.  , 


Digitized  by  Google 


Aeue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Raume  und  der  Ebene.  147 

j (fo— A)H{ff<r-gt)H(Ao— *i)H2(/ö-> ft)(to-ffi)eoa(xy) , 

' +2(5r0_j?1)(40-Al)co8(y2)+2(A0— 41)(/ö-/\)co8(ta:)  * ~ 


und  daher,  weil  nach  18),  wenn  Eon  die  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (foffofb)  ur|d  von  einander  bezeichnet: 

49)  ...  £o.iI=(^o-/i)s+(^ü-<?i)*+(Ä0-A,)a' 

+ Ufo  ~fi)  (9o  —9i)cos (xy) +2 (90—91) (Ao— *,)  cos  (yz) 

i:"  + 2(A0 — A,)(/ö — /i)cos(ix) 

iatbi  i-l 


50) 


C*£0„*  = iV*,  also  G=  + 


N 


gesetzt  werden  kann,  wo  das  Erscheinen  des  doppelten  Zeichens 
ganz  in  der  Matur  der  Sache  begründet  ist,  weil  ja  die  Winkel 
o,  ß,  y sowohl  der  einen,  als  auch  der  anderen  Richtung  der  ge- 
suchten Geraden  entsprechen  können,  indem  man  jeder  Geraden 
immer  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  in  ihr  ausgehende  ent- 
gegengesetzte Richtungen  beizulegen  hat.  Für  X , F,  Z ergeben 
sich  nun  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die  folgenden  Ausdrücke: 


51)  X=±NQ  fl~,  F=  + — — — i 

^o>i  "o>i  " o>t 

und  hieraus  nach  32)  ferner  die  folgenden  Formeln : 


cos«=Jb 


(fo— A)+(ffo— gi)cog(xy)-f(AQ— . A,)cos(zx) 


52) 


a . (fo— fi)c°s(xy)  + (g0— 91)+^— A,)cos(yz) 

jp  — ± r » 


cos  y = i 


— 1 ) co»  (»HCyp— g» ) coa  (y*) + (Ap— A, ) . 


Eon 


wodurch  jetzt  also  die  gesuchte  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 


§.  12. 


Wenn  a,  b,  c und  K,  L,  M beliebige  constante  Grössen 
sind,  so  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form 


53)  . . 


x — h y — b _ z — c 

K ~ 17  ~ ~W 


jederzeit  eine  durch  den  Punkt  (abc)  gehende  Gerade  charakterisirt. 
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Man  nehme,  um  dies  zu  beweisen,  in  der  durch  die  Glei- 
chungen 53)  charakterisirten  Linie  oder  Gurve  zwei  beliebige 
Punkte  (yV/o/fo)  und  (figM  an,  und  lege  durch  dieselben  elfte 

. — . — 1 ' i ..-tfijsO  ns) 

13  >&}<*.!{_  ä8sf> 


Gerade,  deren  Gleichungen  nach  47)  und  48) 


x~fi  _ y~S\  _ z~hi 
fo—fi  go~gi  ho— Ai 


x — fo  g—go  _ z—h 

fo — A So  Sx  h0  hi  i£<»»I  nsb 

.</  U4g9(W9<i 
. «Job 

sind.  Nun  sei  (rt)j)  ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  in  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charäkterisirten  Curve,  so  ist 

' Poli&ilT  norij 

t a b ^ ! C 

K ~ L ~ M 

t 

Weil  die  Punkte  Oog0*o)  “nd  (fiSM  gleichfalls  in  dieser  Gurve 
liegen,  so  ist: 

fo — a _f/o~b  _ko—c 
~~g~~  L - M ' 


fi  — a Sx—b  h\~  e. 

~K  ~ L ~ M ' 


>?t»  • 


also  durch  Subtraction : 

fa — f\  So — ffi  Ai  hi 

~TT  - L - M ’ 

und  folglich,  wenn  G einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

K=G(f0-fi),  L-G(g0—9i)>  M=G(h0— A,); 

also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

t—a  _ tf  — h f — c 
fo~fi  So — 9i  ho—ht 

und 

fo— a _ So—b  _ K — c 
fo — fi  9o~S\  h0  hi 

fl — « _ gi  — * _ hi—c  . 

/o  — fi  9o~9i  h0  ht 

folglich  durch  Subtraction : 

t—  fo  _ b~go  _ ?— *o 
fo — fi  So  gi  ho  hi 

t—fi  _ b— gi  _ .Hi.  . 

fo— fi  So~  Si  ha  — 
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• HK»  ••  < 

woraus  sieb,  in  Verbindung  mit  dem  Obigen,  ergiebt,  dass  der 
Punkt  (rp})  in  der  durch  die  Punkte  (/ög0b0)  und  (/isiA)  geleg- 
ten Geraden  liegt  Da  nun  (njj)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der 
durch  die  Gleichungen  53)  ebarakterisirten  Curve  ist,  so  ist  klar, 
dass  jeder  Punkt  dieser  Curve  in  der  in  Rede  stehenden  Gera- 
den liegt,  dass  also  diese  Curve  ganz  mit  der  in  Rede  stehenden 
Geraden  zusammenfallt,  und  daher  selbst  eine  Gerade  ist,  wie 
bewiesen  werden  sollte.  Dass  der  Punkt  ( abc ) in  dieser  Gera- 
den liegt,  ist  für  sich  klar. 

,1  Bezeichnen  wir  nun  die  von  einer  der  beiden  Richtungen  der 
durch  die  Gleichungen  53)  ebarakterisirten  Geraden  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z eingeschlossenen,  ISO0  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  a,  ß,  y,  und  setzen  wie  gewöhnlich 

A’  = ijcose  + C cos/?  -f  Bcosy, 

*Vlj  J , 

P=  Ccosa  + Jicosß  + Acosy, 

Z = B cos  « -f  A cos  ß -f  <f  co6  y ; 

so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  53)  charak- 
terisirten  Geraden  nach  23)  auch : 


x — ft  y — b 2 — c 

“jr  - y - ~zr  ’ 

und  wenn  also  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist,  wie 
sich  aus  der  Vergleichung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichun- 
gen 53)  auf  der  Stelle  ergiebt: 

54)  . . . X=G'K,  Y=G‘L,  Z = G'M-, 

also  nach  29) : 

G'*{JSC2+Z,*+ilf2d-2AjLcos(a:y)4-2LjWcos(y2)+2/WKco8(ia:)|=AT*, 


folglich : 

G'=± 


65) 


N 


cos  (xy) + 2L<tf  cos  (yz)+,2MKcoB(zx) 

Ferner  ist  nach  32)  und  54): 

G'l  K + Lcos(xy)  -f  Mcos(zx)) 

COS  CC  -jy-  — ■ f 

ö _ G*  { üfcos  (xy)  -f-  L -f  M cos  (yz) } 
cosp — - * * — , 


cosy  = 


_ G*  I A’cos  (zx)  -f  h cos  (yz)  -f-  M } # 


N 
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also  nach  55): 


cosa=i  + 


56) 

K-\r  Leos  (xy)  -f-  M cos  (:x) 


..  . 'Hrliy 


yfKI-^-L*-{-M*-^i2KLcoS(xy)-^‘lLMcos(yz)-\-‘2lUKcoS(uc) 

_B_.  K cos (xii)  + L+McoS(Vz) 

C08P=C ~ VTt*+L*+MH2XLcos(xy)+2LMcos(yz)-l-2MKco8(zx)' 

t Kcos  ( zx ) -f-  L cos  (yz)  + M bsc  xd: 

ms^-±  vmwmm  coa(xy)-\-2LIUcos(yz)-\-^AIKcos(zx) 

' oi. 


Es  seien  jetzt 


67)  .... 


§.  13. 


a:— «o  y - ba _z—e0 

Ka  L0  JU0 

x— al_y~~  6,  z— c, 
AT,  L,  AI, 


a 111:10 1 


f 


die  Gleichungen  zweier  Geraden. 


Um  die  Bedingungen  der  Parallellitiit  dieser  Leiden  Geraden 
zu  finden,  bezeichne  mau  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  zwei  gleichstimmige  Richtungen  derselben  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x,  y,  i eiuschliessen,  durch  kq,  ß0,  y0 
und  a, , ßlt  y, ; und  setze:  • • 

A"0  = A cos  «o -f  Ccosß0-i-Bcoay0, 

F0  = C cos  «o  + JJ  cos  ß0  + A cos  y0, 

Z0  = B cos  A cos  ß0  + <£  cos  y0 
und 

Ä\  =Acosci  + Ccos ßx  -f  B cosy, , 

F,  = Ccoso1-f3)cosjS,  + Acosy,, 

Zl  = Bcosal-\-Acosßi  + tf  cosy,. 

Dann  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  beiden  durch  die  Glei- 
chungen 57)  charakterisirten  Geraden  auch  : 


*o  F0 
x — er,  y — 6, 

~xr~-rT 


_ Z—  c0 

~ Z0  3 

“ «i  \ 1 
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und  es  ist  also,  wenn  Go  and  Gt  zwei  gewisse  Factoren  bezeich- 
nen, offenbar: 


Xq—G0Ko,  10—G0L0,  Zo—G0Mo\ 

(’S.z)ec't 4 Yl~GiLi,  Z|  = G^Ml. 

Die  Bedingungen  der  Parailellität  der  beiden  Geraden  sind  offenbar : 
(xV)?,o:-At>  ß0  = ßl,  ft  cs  ft; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

AVI  Aq  ~ xVj  t Jo—  F|,  Z0—Z1 

oder: 


G0K0  = G,  Kx , GqLü  — C]i| , G0M0  = GlA/1 ; 


woraus 

58) 


K0 L0 Mq 

Kt  ~ Lx~  Mx 


folgt  Dass  hierin  drei  Gleichungen , aber  nur  zwei  von  einander 
unabhängige,  da  offenbar  eine  jede  aus  den  beiden  anderen  folgt, 
enthalten  sind,  braucht  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  werden. 
Uebrigens  kann  man  die  drei  in  Rede  stehenden  Gleichungen  auch 
auf  folgende  Art  ausdrücken  : 


KoLt~LoKt~0, 

i^ü/j  — il/yL(  — 0, 

MoKt-KoMt=0. 

Die  Bedingungsgleichung,  dass  die  beiden  durch  die  Glei- 
chungen 57)  cbarakterisirten  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen, 
ist  nach  46) : 

*o*i  + Y0Yt  + Z0Z,  +(^0  F,  -f-  F0JT])  cos  (xy)  » 

+ ( ^o^i  + Z0F,)cos(yi)  + (Z0Xt  + A’0Z1)cos(ra:)  | 


also,  w enn  man  für  Xq,  Y0,  Z0  und  Xx , F,,  Zx  ihre  obigen 
Ausdrücke  einführt,  und  die  Gleichung  dann  durch  G0Gt  dividirt : 

60) 

I L0LX  I M0MX  -f-  (Köln  -f  L0Kt)  cos  (zy) 

+ (L0Mfi+  M0Lt) cos  (yz)  -f  (Mo Kt  + K0Mt) cos  (zx) 

Nach  27)  und  dem  Obigen  ist,  wenn  JF0>1  die  von  den  durch 
die  Gleichungen  57)  charakterisirten  Geraden  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet,  allgemein : 


Digitized  by  Google 


152  Grüner t:  Die  allgemeinsten  Gesetze  der  Kristallographie. 

!K0KX  +£oA  + M0NX 

+2(K0LX  + L0Kj)  cos  (xy) 

+ 2(L0MX  + M0Lx)co8(yz) 

+ 2 + K0MX)  cos  (zx) 

und  nach  29)  und  dem  Obigen  ist  offenbar  ohne  Beziehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


G0  = 

' N _ 

^ V Ko't-{-L0*+Mo1+‘ZKoLoC08(xy)+2LoMoC08(yz)+2ÄloKoC08(tx) 

• Gx  = 

_ _jv . 

± sf  A’ja+Xji+jW^+^il/iCos  (xy)+2Lx  Mx  co8(yi)+2^/1  Kx  cos(w)  ’ 


also  ist: 

60*) cos  W0,x 

. K0KX  + L0LX  + M0MX  +2 (K0LX  + ^A’Jcos^y) 


=db 


+ 2(L„/>/,  d M„LX ) cos  (»/:)  + 2 (M0  Af,  + ) cos  (:^ 


* 


iT  [jf02+A0a+lf;,H2ifuAoCos(a:^)+2Z0lroco8(^i)+2if0A'0cos(^r)| 
’ XlJTi*+A*+Jli2+2A:i.£ll  cos(.ry)+2Z1if1  cos(y:)42Jf,jr,  cos(w)| 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  Bedingungsgleichung  des  Schnei- 
dens der  beiden  durch  die  Gleichungen  57)  charakterisirten  Gera- 
den suchen. 


Die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden  sind  nach  dem  Obi- 
gen auch : 


x~a  0 y — b„ 

z-c„ 

*o  “ Yo 

- Zo  ’ 

x — Oj  y — 6, 

_ *“CI 

*i  - Yx 

“ Zx  ' 

Sollen  nun  die  beiden  Geraden  sich  schneiden,  so  müssen  diese 
Gleichungen  durch  dieselben' Werthe  von  x,  y,  z erfüllt  werden 
können,  und  die  Werthe  von  x,  y,  z,  welche  dieser  Bedingung 
genügen , bestimmen  dann  die  Coordinaten  des  Durchscbnitts- 
punkts  der  beiden  Geraden.  Setzen  wir,  dies  vorausgesetzt, 
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x «o y — b0 z c0 

xQ  - r0  ~ z0 

x — a i v — bi  z — c.  ..  . 

so  ist: 

x—~aQ~  X' — = 

y—b0=Gu'Y0,  x—  61=GI/Fl, 

z c0  = GqZq ; x Ci  — Gl'Zl ; 

also  durch  Subtraction  : 

» v u*  _-l* 

a0  — a,  — Gi  ‘Xi  — G0‘\0 , 

• b0-bi  = Gi‘Yi-G0‘Y0, 
ca-Cl  = Gi'Zi  - G0'Z0. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

Y0Zi-ZJ\,  Z0Xi-X0Zi,  X0Y\-Y0Xi 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  als  Bedingungs- 
gleichung, dass  die  drei  vorstehenden  Gleichungen  durch  diesel- 
ben Werthe  von  GJ  und  Gx‘  erfüllt  werden  können,  die  Gleichung: 

61) 

(<.„-«,)  (F0Zt — Z0  1 1)  + ( b0 — bx)  (Z0AJ  A0Zj) 

+ (cu — ci)  (X0  F,  — J o A\ ) = 0, 

welches  die  gesuchte  ßedingungsgleicbung  des  Schneidens  ist. 

Führt  man  für  A0,  F0,  Zt(  und  X, , F, , Z,  ihre  obigen  Aus- 
drücke ein  und  dividirt  die  Gleichung  dann  durch  G0Gi,  so  er- 
hält man  die  folgende  Bedingungsgleichung: 

62) 

(no  — °i)  (L0«i  — M0Li)  I (bn  bt)  (il/0Aj  h0ltlt) 

I (c0  — C|)  ( A 0/.'i  — LuKi)  ~ 0. 

Nach  42)  kann  man  die  Gleichung  61)  auch  auf  folgende  Art 
drücken  : 

(oq  uf|)  | A0„  + B0)1  cos  (xy)  + C„„  cos(i.r) ) 

+ (*o—  b l)  1 Aou  cos (*!/)  + Bon  + C0,i  cos (yz) | 

+ (Co  ~ <-i)  IA0Jl  cos  (za:)  + B0,i  cos(yz)  + C0„  | 

Theil  XXXIV.  11 
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IVIultiplicirt  man  die  drei  Gleichnngen 

ao  — ai  = G, 1 Xi  — Go'Xo » 
bo-bt  = Gliri—Go'Yo, 

co  — C[  — GiJZi  — Go*Zo 
zuerst  nach  der  Reihe  mit 

1 1 — Zj , Z,  — Xt , Ai|  — Fj ; 
dann  nach  der  Reihe  mit 

Fo  - Zo,  Zo — Ao,  Ao — Fo; 

und  addirt  sie  in  beiden  Fällen  zu  einander,  so  erhält  man: 

(ao-o1)(FI-Z1)  + (6o-6,)(Z1-jr1)  + (co-c1)(jr1-F1) 
" “ (A’o F,  — nxT)  + ( FoZ,  - Z0rl)  + (ZnXl~X0Zl)  ’ 

(no  — Q|)(Fq—  Zo)  + (6n  — b,)(Zp  — An)  -f  (cn  — c, ) ( Ai—  Fo) 

1 (A,F, — FoA,)  + ( FoZ]  — Zo  F, ) + (Zo  A t — AoZ,) 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

64) 

(«o  — <>|)(F|  — Z|)  + (Ao — A|)(Z, — A,)+(co — c,)(A,  — F,)  v 
■T~"°  - ~ (Xn  Y,  - PÖÄ ) + ( YoZ1  - Zo  Y, ) + (Z0A,  - X^)~M 

i (oo— «i)(F, — Z1)+(Ao—  b,)(Z, — Ai)+(co — c,)(A, — F,)  „ 

y-„o-  (Xoyt  _ FoÄ, ) + ( FoZ,  - Zo  F,) + (Zo  A,  - AoZ,)  lth 

(«o -*,)(  F,  - Z, ) + (bo-b,  )(Z,-X,)+ (co-c, )( A, — F,)„ 
{Xnyx-YoXl)-y(YnZl-ZoY,)^(ZaXl-XoZl)  £n 

und 

65) 

(«o — a |)()o — Z„)+(6o — ä,)(Zo — At)-f-(co — c,)(Ao — Fo)  _ 
(A|) Fi  - FdA,)  + (Y0Zl-ZoYt)  + (ZnXI-ÄTZl) 

(no— 0|)(Fo—  Zo)  { (bo—bt)(Zn — An)+(co— c,)(Ao—  Fo) 
y- 6, - (Xfi y _ ,,oXi)  + ( yoZi  _Zoyi)  + (ZoA,  - X ÖIJ~  " 

("o n|)(F|| -Zo)  -f  (feo— 6,)(Zn — A))-|-(c0 — C,  )(Ap -Zq)  y 

z-c,  — (j^  Ki  _ r# JJ)  + (F0Z,  - Z0  F.)  +(Z0AI-Aoz;r- 

Führt  man  für  A„ , F,,,.  Z0  und  Xt , F, , Z,  ihre  obigen 
Wertbe  ein,  so  erhält  man  leicht: 
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66) 

_ (a,i  ax )(Lj — A/i )+(&.,-  bx)(JUx — (co — ct)(At|  —Lj)  „ 

1 a°~  (KoLx  ~LüKx)  + (Ll>JUx--M0Ll)-\-(MuKx — KaMx)  Ä<” 

, (a„— ax)(Lx— yW,)+(6„— 6,  )(MX— tf,)4(c.— cx)(Kx  — £,). 

JI-60--  (Äuii  — X»oÄi)  + (LaMx  — M0Lx)^(MaKx-K0Mx)  ^ 

(a„— at)(Lx — (60 — bx)(]Ux  A",)-f  (c„  cx)(Kx  Z/j) 
c»-  (ifui|  + (LeJif,  -Jtf0L,)  + (Ä.Ä,  - K0MX) 

und 

67) 

(fl,, — «i)(Z/o — Af„)  "1  (io — — Af0)  -f-  (c<> — Ci)(ATo — L„)  tr 

(k^-LoKt)  + (LoMi  —M»LX)  + (A/„  Kx  —K„AlJKu 

(a0— ax)(L,— iW„)+(6o— bx)(M„— ATo)+(c„— c,)(ÄT0— L0) , 

* 0,~  («-„-L,  - Z„/C,)  + (LoMx—M0Lx)  + (MUKX  -ZTo^) 

f«„-oI)(Ln-^)+(6..-6,)(»o-jr„)+(c„-cI)(jr0-X,„)  „ 
:-C, (*„£,  -ieJT,)  + (Lo^  -ilfoL,)  + (MeJSi  — KaMx)  ^ 

Setzen  wir  der  Kurze  wegen : 

68) 

ü0={ai}  Ui)  ( Ya  ■ Z„ ) + (io  — i| ) (Z« — X)  4"  (c„  — Cj ) (^0—  F0), 
Üx  — (ao  — Oi)(F,  — Zt)  4-  (6o  — bx)(Zx  — Xi)  4-  (co  — cx)(Xx — Fj) ; 
so  ist  nach  64)  und  66) : 

x~a„  üx  X0  y — b„_Vx  Yn  z—c„  üx  Z„. 

x-ax  ~ V0- Xi  y-by-Vo'YV  i-Cx~  Va'  Z,  ’ 

also:  > 

°0  UpXx — ox  UxX0 

U0Xx-VxX0  ' 

60CJ„F,-fe,C7,r0 
u 0YX-UXY0  ’ 

c„UtlZ,  — c,  E7,Z0 
*“  V0ZX-VXZ0  • 

Aut  ähnliche  Art  ist,  wenn  wir 

70) 

P,=(oB— «,)(£,- Jlf.)  4-  (*„  - bx ) (M0 -K„)  + (c0-cx)  (Ka—La), 

PI  = (a0-Ol)(L1  -Mx)  + (b0-bx)(Mx-  *i)  4- (Ce-c.H^-Z-,) 

II* 

i 


Digitized  by  Google 


156  Grüner t:  Die  allgemeinsten  Gesetze  der  KrystallugrapMe. 
setzen  , nach  66)  und  67) : 


x — «o  _ V\  Kj,  y—b„  _ Ft  L,,  t—c 0_  F,  /If, 

«i  F„  'JC|’  # — 6,  V0' Lt’  z — c,  F„ ' Ai,  ’ 


also : 


‘ 71)  . . 


, _ — «ijj  tfo 

I rr^-F^  ’ 

boV0Ll-b1VlLu 

y-  y«Li  — F,  L„  * 

I _ e„  F„3/,  — c,  F,  M„ 
F0Äf, — F,A/„  ' 


§•  14. 


Wir  wollen  jetzt  die  Gleichungen  der  Geraden  suchen,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  (alblcI)  geht,  und  auf  der  durch  die 
Gleichungen  * 


72) 


x —a„  _ y — bn  i — c„ 

~ff,r  “ — “7ii7 


charakterisirten  Geraden  senkrecht  steht;  zugleich  sollen  die  Coor- 
dinaten  des  Durchschnitlspunkts  des  Perpendikels  mit  der  gege- 
benen Geraden,  und  die  Entfernung  des  Punktes  («,6,^)  von 
derselben  bestimmt  werden. 


Bezeichnen  wir  wieder  durch  ß„,  y„  die  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  der 
gegebenen  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x,  y,  z einschliesst,  und  setzen: 

X«  — U cos  or0  + C cos  ß0  + B cos  ya , 

}'„  — C cos  a„  + 73  cos  ßn  I A cos  y„ , 

Z„  = Z?cosa0  -f-  A cosß0  -f-  (£  cos y0 ; 

so  ist  wie  früher : 


A’o  = G„Ko  > 1 o — Gnho , Z„  = GqDI0  ; 

und  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  72)  charakteri 
sirten  Geraden  sind  also  auch : 

x — Op  _ y — b„ x—  Co 

Xa  ~ Y„  ~ ZV 
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Bezeichnen  ferner  c, , ßt , yl  die  J80u  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  des  gesuchten 
Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z 
eiDschliesst,  und  wird 

Ax  = ilcosßj  -f  6’cosjSj  + Bcoayl , 

Fx  = Ccostr,  + JJcosjS,  + Acosy^ , 

Zj  = li  cos  -f  A cos  ßi  + £ cos  y, 

gesetzt;  so  sind  bekanntlich  im  Allgemeinen 

X— _ y^-bi  _ * — C, 

~ zl 

die  Gleichungen  des  gesuchten  Perpendikels.  ' 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Burchschnittspunkts  der 
beiden  Geraden  durch  u,  v,  tc,  so  ist: 

«—  Ui v — 6,. rc  — cu 

X7~  ~ fT  ~~z7~’ 

• u — «[  _ v — 6,  io  — C( 

xt  - yt-~~zr  ; 

und  die  Bedingung  der  Perpendicularität  ist  bekanntlich: 

X„Xl  -f-  1t 0Yl-\-  Z0Zl-\r  (A’„ Fi  + F0 Xt)coa(xy) 

+ ( F„Z,  + Z0  rt)  cos  (yz) 

+ (ZüXl  -f  X0Z,)  cos(zx) 

Setzen  wir  nun 

« — o,  v — 6,  w — c,  l 

xt  —zt-gs 

so  ist: 

Xt  = Gi(ku — Uj),  f j = Gi  (e — 6]),  Z1=zGl(w — Ci); 

also  wegen  der  vorstehenden  Bedingungsgleichung  der  Perpen- 
picularität : 

(m  — ai)AT„  -f  (r — 6X)  1 0 + (w — cx)  Z„ 

+ 1 (e — 6i)  A'0  + (u  — «i ) F„  I cos  (xy) 

+ {(u> — t'i)  F0  + (p  — 6,)  Z0|  cos  (yz) 

+ |(m— o,)Zc  + (w  — Ci)ATo|  cos(zar) 
oder 
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| X0  + F0  cos  (xy)  + Z„  cos  (zx) ) (u — o,)  \ 

+ {-£<,  cos  (xy)  + F0  + Za  cos(yz))  (»— bt)  j _o, 

+ tJT„cos(ia;)+  F„cos(yz)  + Z„l(w— ct)  j 
also : ' , 

t X„  + F„  cos  (xy)  + Z„  cos  (zx)  1 («  — a„) 

+ 1 XQ  cos  (xy)  + F„  + Z„  cos  (yz)  ) (v  — b„) 

+ 1 X„  cos  (zx)  + F0  cos  (yz)  + Za } (to — c„) 

= | A’„  + F„  cos  (xy)  + Z„  cos  (zx)  I («,  — n0) 

+ | X0  cos  (xy)  + F0  -f  Z0  cos  (yz)  j (6, — b0) 

+ { X0  cos  (zx)  (-  F0  cos  (yz)  + Z0 1 (c,  — c0). 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Gleichungen : 

u — a0  v — b0  w — eu 

X^~  F0  - Z0  ’ 

und  überlegt,  dass 

\X0  + F0  cos  (xy)  + Zn  cos  (zx))X0 
+ ( X0  cos  (xy)  -f  F0  + Z0 cos  (yz) ) F0 
+ 1 X„  cos  (zx)  + F0  cos  (yz)  + Z„\Z0 
=X0H  F02+ZüH 2^o  F0cos(xy)+2 F0Z0cos(yz)+2Z0 X0cos(zx)=X* 

ist;  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  w,  v,  w die  folgenden 
Formeln : 

73) 

• [JY0  + F„  cos  (xy)  + Z„  cos  (zx)]  (a,  — a„)  , 

A’2.(m — au)—  | + [JY0cos(xy)  + F0f  Z0eos(yz)]  (bl—b0)  ( X0, 

[ [.5*0  cos  (zx)  -f  F0  cos  (yz)  + Z0]  (cx  — cü)  ) 

t[-Y0  + F0  cos  (xy)  + F0  cos  (zx)]  (o,  - «0)  x 
+ [-Y0  cos  (xy)  + F0  + Z0  cos  (yz)]  (6,  —b0)  ( F0 , 

+ [X0cos(zx)+  F0cos(y:)  + Z0](ct—c0)  ) 

1[Xo  + F0  cos  (xy)  + Z0  cos  (zx)]  (o,  — a0)  x 
+ [X0  cos  (xy)  + F0  + Z0  cos  (yz)]  (6,  — b0)\Z<r 
+ [*0  cos  (zx)  + F0  cos  (yz)  + Z0]  (c, — c0)  ) 
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Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

74)  . . . 11=  | E0  cos  (xy)  + Z0  cos  (za:)  | («Ji  — Oq) 

+ I Äocos(xy)  + Y0  + Z0  cos  (yz)  i (6,  — b0) 

+ ! Ä0  cos  (zx)  + Y0  cos  (yz)  + Z0 1 (c,  — c0) , 

so  ist  auch: 

i N*.(al  — u)  =N2.(at  — o0)  — MA‘0, 

75)  j fl*.(6l-e)=N*.(6l-60)-Ur0, 

( N*.(cl-w)=W.(cl-c0)-nZ0. 

Bezeichnet  nun  P die  Länge  des  von  dem  Pnnltte  (fl,6,Ci)  auf 
die  gegebene  Gerade  gefällten  Perpendikels,  so  ist  nach  18)  be- 
kanntlich : 

P*  = (a,  — «)*  + (6,  — r)a  + (cj  — u>)*  + 2(a,  — u)  (bt  — r)  cos  (xy)- 

/ 

+ 2 (6,  — v)  ( c , — tc)  cos  (yz) 

+ 2 (cj  — tc)  (n,  — ü)  cos  (zx) , 

und  folglich,  weil  nach  75) 

«_  v 

öi  — m — ctj  — o0  , 

by  — v = by  60 — yya  J o ’ 

11  „ 

Cy  IV  ■ — ■ Cy  Co  jyj  "O 

ist: 


— (°i  ®o — -Yo)2  + (^i — bn — *o)2  + (<ä — co — )ya^o)2 

M 1t 

-f  2 (a,  — «o  — jp -*o) (*i  —*0  — ^-2  *o) cos (*y) 

lt  11 

+ 2 (6,  — 60  — 2p  r0)  (®i  — «o  — ^f2  Z0)  cos  (yi) 

+ 2 (c,  — c0  — Z0)  (o,  — n0  - 2p  -JT0)  cos  (za:). 

I 

lieberlegt  man , dass , wenn  jE0,i  die  Entfernung  ^f^ii  beiden 
Punkte  (a0b0c0)  und  (aybyCy)  von  einander  bezeichnet,  nach  18) 
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{ A0-f  Y0  cos  (xy)  + Z„  co*  (ix) )(«  — «,)  \ 

+ { A„eos(xy)  + F0  + Z„  cos  (y:))  (o— At)  ( =o, 

+ | Jf„cos(ix)  + F0cos(yz)  -+■  Z„|(w — ct)  \ 

also : ' 

| X„  + F0  cos  (xy)  + Z„  cos  (zx)  i (u  — a„) 

+ 1 X0  cos  (xy)  + F0  + Z„  cos  ( yi ) ) (e  — A„) 

+ ! X„  cos  (zx)  + F0  cos  (yz)  + Z0 1 (w — c„) 

= I A0  + F0  cos  (xy)  -f  Z„  cos  (ix)  I (o,  — n„) 

+ I X0  cos  (xy)  + F0  -f  Z0  cos  (yi) ) (6,  — A0) 

+ 1 X0  cos  (ix)  |-  F0  cos  (yi)  -f  Z0  Ifai  — Cu). 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Gleichungen : 

u — a0  p — A„  w — r0 

“AT  ~ ~TT  - ~z7“  ’ 

und  überlegt,  dass 

I A0  -f  F0  cos  (xy)  + Z0  cos  (ix) ! A0 
+ 1 A'0  cos  (xy)  + F0  + Z0 cos  (yi) ) F0 
+ 1 Xn  cos  (ix)  + F0  cos  (y  i)  + Z0 1 Z0 
=A02+  F02+ZU1+2A0  F0cos(xy)  f 2 F0Zucos(yi)+2Z0  A'0cos(ix)=A'i 

ist;  so  erh&lt  man  zur  ßestimmung  von  u,  v,  w die  folgenden 
Formeln  : 

73) 

■ [A0+ F0  cos  (xy)  + Z0  cos  (ix)]  (ct,—o„)  , 

X2.(u — ou)=  | + [A0  cos  (xy)  + F0+Z0  cos  (yi)]  (6,  — A0)  ( X0, 

( + [ A'0  cos  (zx)  + F0  cos  (yz)  + Z0J  (ct  — cu)  J 

I[  A0  + F0  cos  (xy)  + F0  cos  (ix)]  (0,-a,,)  j 
+ fA0cos(xy)+ F0 + Z0cos(yi)](A1— A0)  ( F0, 

+ [A0cos(zx)  + F0 cos (y:) -f  Z0](c,— c0)  ) 

\ 

i[Ao  + F0cos  (xy)  + Z0  cos  (ix)]  (a,  — a0)  j 
+ [A0  cos  (xy)  + F0  + Z0  cos  (yi)]  (A,  — A0)  ( Z o- 
+ [A0  cos  (ix)  + F„  cos  (yi)  + Z0]  (c, — c0)  ) 
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Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

74)  ...11=  ( X0  + E0  cos  (xy)  + Z0  cos  (zx)  | (at  — a0) 

+ ! Aocos  (xy)  + V0  \ Z0  cos  (yz) ) (6,  — 60) 

+ ! X0  cos  (zx)  + F0cos(yz)  + Z0i(ci—c0), 

so  ist  auch : 

< N*.(al-u)=N*.(at-a0)-üX0, 

75)  ...  . j m.(bl-v)=N*.(bl-b0)-UY0, 

( H*.(cl—w)=tf*.{ci — c0)  — 11Z0. 

Bezeichnet  nun  P die  Länge  des  von  dem  Punkte  (atbtei)  auf 
die  gegebene  Gerade  gefällten  Perpendikels,  so  ist  nach  18)  be- 
kanntlich : 

P*  = (a i — u)*  + (6,  — c)a  + (c,  — tc)*  + 2 (a,  — u)  (6,  — »)  cos  (xy)* 

/ 

+ 2 (bi  — v)  (c,  — w)  cos  (yz) 

+ 2 (c,  — tc)  («,  — u)  cos  (za:) , 

und  folglich,  weil  nach  75) 

11  i' 

u — ai  ao  “ ” jya  -^ü  9 
bi  v =zbl  b0  yyä  > o > 

n „ 

C|  — 1 W — Ci  Cq  2 "0 

ist: 

/»=(«,-«„-  ^^o)*+(6,-*o- ^ F0)a  + (Cl-c0-  ”aZ„)» 

+ 2(0!— öo—jpAoX^— 60  — ^2  F0)cog(a?jf) 

11  11 

+ 2 (6j  60  Fi)  (C|  2y2  ^o)  cos  (l/*) 

-f  2 (c,  — c0  — ^ Z0)  (n,  — ffo  - -Xo) cos  (**)• 

i 

Ueberlegt  man,  dass,  wenn  E0,t  die  Entfernung  beiden 

Punkte  (a0b0c0)  und  (ajfijC,)  von  einander  bezeichnet,  nach  18) 
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* \ 

Em*  — («»— °o)a  + (*i  ~*o)2  + (c,— c0)2  + 2(«j  -Oo)  (6j— 60)  cos  (xy) 

+ 2(6,—  b0)  (c,— c0)  cos  (yz) 
+ 2(c, — c0)  (fl,— a0)  cos  (za-), 

dass  ferner  offenbar 

M — (fl,  — Oo)  *o  + (bi  — bu)  I'g  + (c,  — Co)  Zn 
+ l(o,—  O0)  F0  + (6,  — b0) -Yrt I cos (xy) 

+ 1 (bt  — 60)  zo  + (c i — c0)  f'o  I cos  (,i/z) 

+ 1 (c,  — c0)  X0  + (a,  — o0)  Z0 1 cos  (za) , 
and  endlich,  dass 

fV2=  A„2-f  rü2+Zo2+2^o  F0cos(ay)+2  F0Z0cos(yz)+2Z0,Y0cos(za) 

ist ; so  erhält  man  durch  leichte  Entnickelung  des  obigen  Aus- 
drucks von  P2  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

II2  ll2  /UV 

P2  =£„„2-2^  + ^=£0„2-  g)  , 

also: 

76) P=^£0>12-(”)\ 

Nun  ist  aber  bekanntlich  auch 
Fl2  + Z,2-f-2Ar,  F,cos(ay)+2F1Z1cos(^z)+2ZiA'lcos(za)=iV2, 
also  nach  dem  Obigen : 

I(u— o,)2-Kc— 6|)*+(w — c,)2  + 2(u — «,)(o— 6,)cos(ay)  \ 

+ 2(t>— 6,)  (u> — c,)  cos  (yz)  > =N *, 
-f  2(w— c,)(m— o,)cos(za:)  / 

folglich  offenbar 

77)  . . . G,2P2  = A72,  also  6,  = ± p ! 

und  daher : 


78)  .A,  — + -~^p  , 

1 

also  weil  nach  75): 


Y — , N(v~bt) 
rl  — ± p j ^1 


iV(io— c,). 

+ p . 


Digitized  by  Google 


Neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Raume  und  der  Ebene.  161 


m Oj — a0  — Oi  + ^yä^o 


ist: 


79) 


V *1  — b0  -f  jyä  f[>  > 

. M „ 

w—  C|  =C0  — Ci  + 2P  z0 


iV  II 

^i=i]3  (nu  «i  + 2yä  *o)  • 

^1  = i:  p (b0  — bt  -f  F0) , 


_ N lt 

“i  — ip  (co  ci  + jvä  Zo). 


N*‘ 

« , 
'N*‘ 


Endlich  ist  nach  32) : 


COSffj  = 


Xt  4-  Ei  cos(x>/)  -f  Z,  cos  (zx) 


N 


. p -*i  cos  (xy)  -f  F,  + Z,  cos  fvi) 

* Pl  ~ N~ " — ’ 


COS  ft 


_ Xi  COS  (ja:)  -f  F,  cos  ( yz ) + Z, 
- N ; 


und  man  erhält  daher  mittelst  der  Formeln  79)  leicht  die  folgen- 
den Ausdrücke : 


/>cosa1=+< 


80) 

(“o — ai)  + (b0  — bt) cos (xy)  -f  (c0 — ct)cos(jx) 

U ' 

+ Jyi  [X*  + F0  cos  (xy)  -f  Z0  cos  (zx)] 

(°o  r>i)  cos  (xy)  -J-  (b0 — b^  -J-  (c0  — c,)  cos  (yz) 
, cos  (yz)] 


, ( (o0  — o, ) cos  (xy)  + (b0—bi 

P cos/3i=+<  j| 

( + 2v»  [ ^0  cos  (xy)  + F0  f Z0  ( 


Pcosft  =+< 


(«0  — oJcos(jx)  -f  (*0  — 6,)cos(yz)  f (c0  -c,) 


11 


+ ~j\ß  t^o  cos  (ix)  + F0  cos  (yz)  + Z0] 
oder  auch,  weil 


/ 
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Offenbar  ist  nach  dem  Vorhergehenden  auch: 

84) 

U = N j (a,  — »0)cos an  +(*,  — A„)  cos ß„  + (c,  - c6)  cos  y0|, 
folglich  nach  76): 

85) 

/*=V  — l(«o  — °i)coso0+(6<<  — 6,)cos/J0  +(c„—ci)co8)>0|4, 

welcher  Ausdruck  also  für  jedes  ganz  beliebige  Coordinaten- 
system  gilt.  Den  aus  84)  folgenden  Ausdruck: 

86) 

0 u ' 

2^  =(a,— a0)cosB0  + (6i  — A0)cos^0  +(cj  -c0)cosy0 

kann  man  leicht  in  die  Formeln  81)  und  auch  in  die  unmittelbar 
aus  76)  sich  ergebenden  Formeln: 

IX1  =±  p\(a0  -a,)A-+~  J T0  |, 
F,=±pl(6ft-6,)iV+^Fol, 

%i  =±  pl(co — c,)iV  + ^Z0\ 

einführen. 


Die  Gleichungen  des  von  dem  Punkte  («,6, c,)  auf  die  gege- 
bene Gerade  gelallten  Perpendikels  sind : 


88)  . . . 
also  nach  87) : 


x — Oi  y — A|  i — c, 

"ST  ““PT "TT* 

89) 

_ y— 


i—Cj_ 


lao-al)N+-pX  o (60-6»)iV  + ^ro  (c0-c,)ZV+~  Z0 


die  man  leicht  noch  auf  verschiedene  Arten  schreiben  könnte. 


§.  15.  i 

Wir  wollen  nun  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  durch 
die  Gleichungen 
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90) 


x~  «o  _y—  b0  _ i— c o 
Jfo  ■i'ü  ^0 

a: — n,  y—bi  z — Ci 

IcT  ~ 


charakterisirten  Geraden  von  einander,  welche  bekanntlich  die 
auf  diesen  beiden  Geraden  zugleich  senkrecht  stehende  Gerade 
ist,  bestimmen. 


Bezeichnen  wir  die  180o  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
eine  der  beiden  Richtungen  der  ersten  und  der  zweiten  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z einschliesst, 
respective  durch  o0,  ßp,  y0  und  alt  ßt,  ft ; und  setzen 

I.Xo  = U cos «o  + Ccosß0  -f  JScosyo» 

F0  = CcosctQ  -f  3Jcos|?0  -f  A cosy<) , 

Z0  =-ßcosao+-^cos|3o  + ifcosyo 

und 


/ Xl  =ilC0Sß,  + C COS  ßi  -f-  BeOS  ft, 

92).  ._  . < Ft  = Ccos«!  + U cos/3,  + A cos  ft  , 

- Zt  — JScoscj  -f  A cosjS,  -f  (fcosft; 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  bekannt- 
lich auch: 


93) 


x — ap  _ y — bp  _ z — Cp 

a'o  y o Zp 

x — at  __  y—bj  z—  ct . 

a,  ~ y \ ~ Zx  ’ 


und  wenn  wir  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 


94)  ....  G0  = 

V Klyl+L0HMo‘l+2KoLpcos(xy)+-2LpMp  cos(yz)+±V0Kp cos(zx) 


(*x  = 


VA",2-f  £,2+ A/,2-f2X,£,  cos (xy)  -f  2Z,if,  cos  (yz)  + 2if, Ä',  cos  (zx) 


setzen  ; so  ist : 
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{ A0=  G0h0,  y0—G0La,  Z0  — GgMg\ 

95) ...  j 

( AT,  = G,  K, , Y1=GlLt,  Z,  = GVVi 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der 
kürzesten  Entfernung  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden  durch 
xa,  fr,  i0  und  x, , jr, , z, , so  sind  nach  47)  od^r  48)  die  Glei- 
chungen der  kürzesten  Entfernung: 

X — X0  ff  — ifa  ___  *— Z0 

*^0  X\  yg  f/l  2g  *1 

Oder 

x—x,  y— yi  _ z~ ~i  . 

Xo  -ri  yg  yi  -0  -i 
auch  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen : 


Xg — «o Vo 

1 

1 

*0  c0 /-  / 

x - 

Io  ~ 

2o"-Gu 

X,  -0,  _?/, 

V ~ 

-Ai 
Y,  ~ 

11  c*  — G ' 

z, 

Weil  die  kürzeste  Entfernung  auf  den  beiden  gegebenen  Ge- 
raden senkrecht  steht,  so  haben  wir  wegen  ihrer  obigen  Glei- 
chungen und  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  46)  offen- 
bar die  beiden  folgenden  Gleichungen  : 

(x0 — x, ) cos  «0  + ( I/O  — yt ) cos  ß0  -f  (z0  — Zj ) cos  y0  — 0 , 

(ar0—  x^cos«,  + (y0— .yiJcosft-f  (z0  — zl)cosyI  =0; 

also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

Xo 'Og—  Gg\g,  yg  bg"  (jgigt  2g  Cg  — (igZg  ; 

x,  —al  = Gl‘Xl , yt—  bl  = Gi‘Y\,  2l—cl  = Gi‘Zl 
und  folglich 

•Z^o Xl  — Og ÖJ  + Gg'Xg Gj  'Alj  , 

yo - y,  = *0  - fil  + Go'  Yg  — G,'F, , * 

-0  -1  — - Cq C\  -f-  Gg1  Zg  GyZi 

ist: 

(«0  — «1 ) cosao  + (Ao — *x)  ßg  + (c0  — c,)  cos  Yo 

-f  (Af0  cos  «o  + Io  cos  ßg  + Z0cos  yg)  G0‘ 

, — (Af,  cos  «0  + Yt  cos  ß0  -f  Z,  cos  y0)  G,  • 
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(«ü— “i)cosa,  + (b0 — 6, ) cos (?,  4-  (c0  — Cj ) cos y,  \ 

-K^ocoso,  + F0 cos ßf  -f  Z0  cos y, ) G0‘  >=0. 

— (A,  cos  o,  + Fi  cos  ßi  -f  Z,  cos  y,)  G,'  / 

Nach  35)  ist: 

A^cos«u  + Fu  cos  £n  + Z0  cos  y0  = N, 

Xi  cos  al  -f  F,  cos  ßi  -f  Z,  cos  y1=N; 

und  wenn  wir  den  von  den  beiden  gegebenen  Geraden  einge- 
schlossenen Winkel,  welcher  den  beiden  durch  die  Winkel  a0,  ß0,  y0 
und  «i,  ßi,  fi  bestimmten  Richtungen  derselben  entspricht,  durch 
Wo,,  bezeichnen,  so  ist  nach  36):  > 

X0  cos  a,  + F0  cos  /S,  -f  Z0  cos  y,  = iVcos  1F0,, , 

Xt  cos o0  + F,  cos50  -f  Z,  cosy0=  iY cos  Wo,,. 

Also  ist  nach  dem  Obigen : 

(a,  — n0)  cos  «o  -f  (bt  — b0)  cos  ß0  + (c,  — c0)  cos  y0 
= NG0‘—  cosWo„.iVG,'f 
(fli—  ao)cos«,  + (6,— 60)cosjS,  + (c,— cj,)cosy, 

= cos  W o,,  .2VG0'  — 1FG,'; 

mittelst  welcher  beiden  Gleichungen  NG0'  und  2VG,' , also  auch 
G0'  und  Gi  bestimmt  werden  können. 

Nach  leichter  Rechnung  erhält  man  auf  diese  WTeise: 

96) 

!(o,  — «0)(cOSC0  — COS  O,  COS  Wo,,) 

+ (*1  — t>o)  (cos  ßo—coe  ßi  cos  IF0„) 

+ (c,  — C0)  (cos  y0  — cosy,  cos  TF0„), 


| (o,  — a0)(cosa,  — cos a0 cos  W’0.,) 

sin  Wq,,*.  N Gi~—  \ + (6,—  b0)(cotißl—  cos^0cos  FF0„) 
• + (c,  — C0)  (cos  y,  — cos  y0  cos  fFfl„ ). 


Hat  man  auf  diese  Art  G0‘  und  6','  bestimmt,  so  ist  nach 
dem  Obigen : 


97) 


— «o+Go'*o.  ;'/o — ^o+Go'Fo, 
ar, — ai+Gj'A”, , 3ü=A,-pG,'J,, 


2o  — c0+  G0‘Z0 ; 


z,  — c,  + Gi'Z,  ; 


wo  man  für  -X0>  F0 , Z0  und  Xx,  F, , Z,  auch  ihre  Werthe 
aus  91)  und  92)  oder  aus  95)  einführen  kann. 
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Will  man  die  Winkel  ctp,  ß„,  y0  und  o1,  ßlw  yt  ganz  elimini- 
ren,  so  hat  man  nach  32)  die  folgenden  Formeln: 

98) 

*o+rocoS  (xy)  + Z0  cos  (zx) 
cos«0= 2v ’ 

X0  cos  (xy)  -f  F0-f  Z0  cos  (yz) 
cos  Pq  — — iV  * 

X0  cos  (zx)  + F0  cos  (yz)  + Z0 

C08jv> — 2v  * 


'_u 


cos  a,  = 


Xt  + F|  cos  (xy)  -f  Z,  cos  (ix) 

A 1 


...  o _*i  cos  (xy)  + F,  + Z,  cos (yi) 
cos  p,  — ^ — , 

_ Xt  cos  (ix)  + F,  cos  (yz)  + Z, 

cos  y | — jy 

oder,  wo  keine  Beziehung  der  Zeichen  auf  einander  in  den  bei- 
den folgenden  Systemen  Statt  findet: 

99) cos«0 

=+ 


K0  -f  L„  cos  (xy)  + M0c  os(tx) 


AfK0i+L0*-Hla*-^ilk0L0coe(xy)+‘2Ll>M0co8(yz)-\-iMaK0co8(tx) 
cosß0 

Ka  COS  (xy)  1-  Lp  + A/0cns(yz) 

V Ä0*+Fü2-ljW0s+2/fo^oCos(xy)F2L(tJf0cos(yz)+2lf0i£'0co8(xx) 
cosy0 

Knrr,s(u)  + L0c os(yz)  -f  Mn . 


V Ä'„!t+L0*+if0*42/f0L0cos(xy)+2LDJfoC'>s(yz)+2ifoÄocos(ix) 


coso, 

Kt  + Ly  cos  (xy)  -f  Mi  cos  (:x) 


V A,I*+L,*+d/l *+2/fi  Li  cos(xy)+‘2jL,  il/i  cos(yz)-f-21f,  Af,  cos(zx) 
cos  ft 

=l Kl  cos  (xy)  f L,  -f  Ml  cos  (yz)  _ 

Mi^iK^Li  cos(ry)+2  L,  Mi  cos(yz)+2Ä,  AT,  cos(zx) 
cos  yx 

Kx  cos  (zx)  -f-  Ll  cos  (yz)  -f  iW,  

~ V^^i^L7a+jtfi*4^^^<^^yy+2i>JYWiC08(y^)-F2if|  Af,  cos(zx) 
in  Anwendung  zu  bringen.  • 
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Aus  den  beiden  Gleichungen 

(x0  — #1)  COS  «0  + (^0  — Hl)  C0S  ßo  + (20_ zl ) cos  Yo  — ®> 

(x0  — arjcosc,  +(?/o—  Vi)™sßi  + (z0— zi)cos}'i  =®  ' ! “J'' 
folgt,  wenn  G0„  einen  gewissen  Factor  bezeichnet:  uijison 

x0 — xt  — G0,i  (cos  ft,  cos  yi  — cos  y0  cos  ßi ) , 
y0  — yt  = Gon  (cos  y0  cos  ß,  — cos  Co  cos  y,) , 

Z0 Zj  = G0>1  (cos  C0C08  ft  — COS  ß0  COS  C|)  5 ♦ 

oder  nach  38) : i s ; A 

• 100).  . x0— = G0,iA0,i,  Jf0— yi  = Go>i  Bo>i>  / 

2o  — = ^o>i  C0.i* 

1 i »H.  -T 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

Gu,i  A0,i  = «o  — «i  + Go'Xo  — Gi'Xi , 

G0,i  B0)l  = b0  — bi  + G0'  F0  — Gi'  Ylf  , 

G0,i  €0>1  = c0  — cx  + G0'ZÜ  — GyZx ; 
woraus,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
Y0Zi  — Z0F|,  Z0A,  A0Z,  > A0  ^*i  Ai 

roultiplicirt,  und  dann  zu  einander  addirt,  auf  der  Stelle  der  fol- 
gende Ausdruck  erhalten  wird : 


101) 


Go.i  = 


(nn — Ot)(  F0Z,-Z0  r,)+(  60-ft  )(ZoA1-AnZ|)-|-(c0-c,  )(A„  yah). 

~A ZAYoZi  — Z0  Fv)  + Bou  (Za  - A„  Z4)  + C0„  (A0  Ft  - 1 0 A,) 


Folglich  ist  nach  42): 

102) 

I A0,i  + B0,i  cos  (xy)  + C0,i  cos  (za:)  l(o0— Oj) 

+ S A0,|COs(a:y)  + Bu,j  + C0„  cos  (3/2))  (60— ft) 

+ t A0,i  cos  (za:)  -f  B0l|  cos  (yz)  + Cp,!  I (Cp  — c>) 

G°*~  i A0,1*+B0,iB+Co,iI+2Ao,iB0,iCos(a:y)+2B0,1C0,1cos(yz)  1 

| -*1 2C0,i  A0,j  cos  (zx) 

1 > 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  ge- 
gebenen Geraden  von  einander  durch  £0>l,  so  ist  nach  18)  und  IW): 
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Cou*i  Ao,,*  + B0„2  + C0„* 

+2A0,,  Bo,,  cos  (xy)  + 2B0„  C0„  cos  (yz)  +2C0„  Ao„  cos  (zx)  |, 

also  nach  102),  wenn  man  in  dem  folgenden  Ausdrucke  das  obere 
oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der  Zähler  des  Bruchs 
positiv  oder  negativ  ist: 

103) 

| A0„  + B„„  cos  (xy)  + C0„  cos  (zx) ) (a0  — o,) 

+ 1 A0„  cos  (xy)  + B0„  + C0„  cos(yz)  | (60  — 6,) 

P L + I A0„  cos(tx)  + B0)|  cos(yi)  -f  C0„  j (c0— c,) 

J°’1  ~ iH  Ao^TB^  + (V»+2A0,I  B0„  cos  (xy) 

( + 2B0„  C0„  cos  ( yz)  + 2C0„  A0„  cos  (zx) 

Nach  44)  ist 

104) 


sin 


t / i A0„*-f  B0,1a+C0,12  + 2A0„  B0„  cos  (xy)  > 

Wo„ . ViV=V  j 

I +2B0„  C0„  cos  (yz)+  2C0),  A0„  cos  (zx)  ’ 

was  man  auch  in  den  vorigen  Ausdruck  für  den  Nenner  einfiih- 
ren  könnte. 

Aus  103)  und  42),  in  Verbindung  mit  104),  erhält  man  auch 
leicht : 

105) 

(F0Z, — Z0V1)(a0-al)  -f-  (Z0Af,  — A0Z, )(60  — 6,)  ) 
+(A’„  r,-F„A1)(c„-ct) I 


E0,i  — + - 


sin  IF„„ . AViV 


und  kann  für  Äa , Y0,  Z„  und  JSt,  F, , Z,  in  diese  Formel  auch 
leicht  die  Ausdrücke  öS)  in  Verbindung  mit  94)  einführen. 


Zweites  Kapitel. 

Die  Ebene. 

§.  16. 

Um  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  zu  finden,  wollen  wir 
dieselbe  betrachten  als  den  Ort  aller  der  Geraden,  welche  auf 
Theil  XXXIV.  12 
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einer  gegebenen  Geraden  in  einem  gegebenen  Punkte  dersel- 
ben senkrecht  stehen,  so  dass  wir  uns  also  die  Ebene  beschrie- 
ben oder  entstanden  denken  durch  den  einen  Schenkel  eines  um 
seinen  andern,  als  eine  feste  Gerade  im  Raume  gedachten  Schen- 
kel sich  hernmbewegenden  rechten  Winkels.  Demnach  denken 
wir  uns,  um  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  zu  entwickeln, 
eine  durch  den  Punkt  ( abc ) gehende  feste  Gerade,  deren  eine 
Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der-Axen  der  x,y,  z die  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ß,  y einschliesst.  Die  Gleichun- 
gen dieser  Geraden  sind  nach  L 13) : 

(x — a)  + (y — 6)  cos  (xy)  -f  (x — c)  cos  (rar) 
cos« 

(x — a)cos(xy)  -f  (y — b)  + (1 — c)cos  (yz) 

cos  (3 

(2 — a)  cos  (zx)  -fr  (y—b)  cos  ( yz)  + (z—c) 

cos  y 

Die  Gleichungen  einer  zweiten  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden 
beliebigen  Geraden  seien: 

(x  — a)  -f  (ff  — b)  cos  (xy)  -f  (;  — c)cos  (rar)  \ 
cos  0 

_ (*  — a)  cos  (xy)  -f  (y — b)  + (r — c)  cos  (y  i) 
cos  ca 

(x  — o)  cos  (zx)  -f  (y  — b)  cos  (yz)  -)-(z  — c) 

cos  5 

Soll  nun  die  zweite  Gerade  auf  der  ersten  senkrecht  stehen,  so 
muss  nach  I.  46),  wenn  wir 

A'=ilcosa  + Ccoaß  -f-  Bcoey , 

F = Ccos  a -{■  15  cos  ß -f  A cos  y , 

Z =Bcosa-(-  Acosß  + (f  cos  y 

und 

X=  ilcosfl  + C cos  oj  -J-  B cos  5, 

IP=  Ccos  0 -f  B cos  oj  -f  A cos  5, 

S = B cos  8 + A cos  <■>-#-<£  cos  ö 

t 

setzen , 

A’if  + TV  + 7S 

+ (AV+  l’if)  cos(xff)  -f  (YS+ZV)  cos  (yz)+(ZX+X$)cos(zx) 
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sein,  welche  Gleichung,  weil  die  zweite  Gerade  nicht  als  fest 
und  unveränderlich  wie  die  erste  aufgefasst  wird,  unabhängig  von 
bestimmten  Werthen  von  6,  o>,  5 Statt  finden  muss. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

G cos  B ~(x — a)  -f-  (y — b)  cos  (xy)  -f-  (z — c)  cos  (zx), 

G cos  m—(x  o)  cos  (xy)  + (y — 6>+ (z — c)  cos  (yz) , 

GcoBä  = (x—a)  cos(zx)  + (y—b)  cos  (yz)  +(z  — c); 

also: 

GX=  \ A-L  Ccos(xy)  ± B coa(zx)\(x  — a) 

+ i ül  cos  (:ry) -f  C+  Bces(yz)\(y — S) 

+ i ü cos  (zx)  + C cos  (yz) + B | (z  — e) , 

Gy=  i C+  JJ  cos  (xy)  -+  ,4  cos  (zx)  | (x — a) 

+ ( Ccos  (xy)  + J&+A  cos  (yz)l(y — 6) 

+ 1 C cos  (zx)  -f  TS  cos  (yz)  -f  A | (z  — c) , 

I 

G’S=  {B  + Acos(xy)~l-<£cos(zx))(x — a) 

+ 1 B cos  (xy)  + A + <i  cos  (yz)  | (y — 6) 

'+  ( B cos  (zx)  + A cos  (yz)  -f  <£  | (z  — c) ; 

und  mittelst  leichter  Rechnung  findet  man : 

f it  + Ccna(xy)  -f  Bcoa  (zx)=N, 

1)  . . . . N &co&(xy)  -f-  C-f-  Bcos(yz)  = 0, 

/ il cos  (zx)  -f  Ccos(yz)-^  B — 0; 

SC+  33  cos  (xy)  + -4  cos  (z#)  = 0, 

Cco8(ary}+  33  + A cos  (yz)  = JV, 

C cos(zx)  -f-33  cos(yz)  + A=0; 

i B Acos(xy)  + (£cos(z*)=0, 

3)  . . . . < £cos(ary)  + ^+  l£cos(#z)=Q, 

(.  B cos  (zx)  + A cos  (yz)  + (£=A; 

also  nach  dem  Obigen : 

GX=N(x-a),  Gy=N(y-b),  G$=N(z-c). 

Wir  haben  daher,  wenn  wir  die  obige  Gieichang  zwischen  X,  Y,  Z 
uod  X,  5 mit  G multipliciren  und  für  GX,  G )?,  G$  ihre  vor- 
stehenden Werthe  setzen,  die  folgende  Gliefehang’: 

' , ta* 
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X(x — o)+  F(y  — 6)  + Z(z — c)  \ 

+ t%-4)  + lr(*-‘')]c»»(*|)  f ^ ^ 

+ [jr(*  — c)  + Z(y— A)]cos(yi)  ( 

+ [Z(x— a)  + X(z— c)]cob(zx)  ' v,t.l>  tci’ 

• :/ 

Also  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Ebene:  „( ,,  | . 

4)  . . . . X(x— a)+  T(y— b)+Z(z—  c) 

+ ( X(y  — b)  + Y(x—  d)\co*(xy) 

+ ( F(i  — c)  + Z(y— 6)  1 cos  (yz) 

+ { Z(x— a)  + X(z  — c)]cos(zx) 

oder : 

5)  . . . |.X+  Fcos(xy)  + Zcos(zx)}  (x — a) 

+ {ÄcosCzy)  + F+  Zcos(y:)!  (y — b) 

+ |.Jfco8(z£)  + Fcos(yi)  -f  Z\ (i — c) 

Nach  I.  31)  ist  aber: 

X -f  Fcos  (xy)  + Z cos  (zx)  = Neos  a, 

X cos  (xy)  -f  F -|-  Z cos  (yz)  =N cos  ß , 

-Acos (zx)  -f  Fcos(yi)  + ZxxNcosy; 

also  ist : 

t\)  . . . ( x — a)coso  + (y— 6)cosjS  + (z — e)cosy  = 0 
die  Gleichung  der  Ebene. 

Geht  diese  Ebene  überhaupt  durch  den  Punkt  ( fgh ),  so  dass 
also  dieser  Punkt  ein  Punkt  der  Ebene  ist,  so  ist  nach  6): 

(f—  a)cosa+(g — 6)cos|J  + (A — c)cosy  =0, 

folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  von  6)  abzieht: 

\ 

7)  . . . (x — /'Jcoso  + fy — g)  co8ß  + (z — A)cosy=0 
die  Gleichung  der  Ebene. 


Digitized  by  Google 


.Xeue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Raume  und  der  Ebene.  173 


ff-  >7. 

Jede  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

8) K(x-a)  + L(y— 6)  + Jtf(i  — c)  = 0 

charakterisirte  Fläche  ist  eine  durch  den  Punkt  ( abc ) gehende  Ebene. 

Man  nehme  in  der  durch  die  Gleichung  8)  charakterisirten 
Fläche  zwei  beliebige  Punkte  (f 0g0h0 ) und  ht)  an,  so  ist: 

K(f0 - «)  + L (30 - b)  + M(h0- c)  =0, 

K(fi  — o)  + E(^i  — 6)+Af(4,— c)=0; 
also  durch  Subtraction: 

K(fo-fi)  + Hs0-gi)+M{h o-A,)  = 0. 

Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte  (foüo^o)  und  (/ijriA,) 
eine  Gerade,  so  sind  nach  §.11.  deren  Gleichungen: 

x — fo  __  y— 9«  _ z—K 
fo — fl  9o — 9l  Ä„  — hx 

oder 

* — fi  _ y—ffi  _ z-h, 

fo — fi  0«  ~9i  ho — Aj 

und  wenn  also  jetzt  (xbj)  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt 
dieser  Geraden  bezeichnet,  so  ist: 

X—  fo  t)—gB  ?— Ap 

, fo  — fi  9o  — 9i  A0  — hx 

oder 

x—f  _ b— gi  _ ?— At  . 

fo — fi  9o — 9i  A0 — A, 
also,  wenn  G einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 
f a~  fi  — (*(X — fo),  go~9i=:  (*(*)  — 9o)>  ^o — A i = G(j — Aq); 
nnd  folglich  nach  dem  Obigen: 

Ä(r— fo)  + Lfo-g<J  + M(?~-  Ao)  = 0. 

Addirt  man  hierzu  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung: 
K(f0-a)  + L(g0-b)+  J/(Ao-c)=0, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

K(t—a ) + Z.(b  — 6)  + üf(j-c)=0, 

und  sieht  also,  dass  der  Punkt  (rtft)  die  Gleichung 
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K(x  — a)  -f  L(y  — b)  + M(z — c)  = 0 

befriedigt,  folglich  in  der  durch  dieselbe  charakterisirten  Fläche 
liegt.  Da  nun  die  Punkte  (f0yah„)  und  in  dieser  Fläche 

beliebig  angenommen  worden  sind,  und  da  (rbj)  ein  ganz  will- 
kührlicher  Punkt  in  der  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden 
Geraden  ist,  so  sieht  man,  dass  jede  durch  irgend  zwei  Punkte 
in  der  in  Rede  stehenden  Fläche  gezogene  Gerade  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  io  diese  Fläche  fällt,  diese  Fläche  folglich 
eine  Ebene  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte.  Dass  aber  diese 
Ebene  durch  deD  Punkt  (ttbe)  geht,  oder  dass  dieser  Punkt  in 
derselben  liegt,  versteht  sich  von  selbst,  weil  die  Gleichung 

K(x — a)  + L(y — b)  + M{z—c)  — 0 
durch  die  VVerthe  a,  b,  c der  Coordinaten  x,  y,  t erfüllt  wird. 


§-  18. 

Wir  wmllen  jetzt  die  ßedingungsgleichungen  suchen,  welche 
erfüllt  sein  müssen,  wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade,  dereu 
Gleichungen  beziehungsweise 


9) 

und 

10) 


. . . K(x — a) L(y — 6)  + M(z — c)  = 0 

x—i'o  _ y—b„  _ z-Cp 
Lq  M0 


sind,  auf  einander  senkrecht  stehen  sollen. 

Bezeichnen  wir  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Richtungen  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x,g/,  z einschliesst,  durch  o0,  ß0,  y0;  so  ist  nach  §.  16.  die 
Gleichung  der  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden , 'auf  der  in  Rede 
stehenden  Geraden  senkrecht  stehenden  Ebene: 

(x  — a)  cos  Co  -f  (y  — b)  cos  ß0  + (z  — c)  cos  y0  = 0 *) ; 


*)  Zum  Ueberflusa  kann  man,  dass  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

1)  . . . (x  — f)coBa  + (y  — <7)cos/S  + (* — A)cosy  = 0 

eine  durch  den  Punkt  (fffA)  gehende  Ebene  dargcatellt  wird,  welche  auf 
einer  Geraden,  deren  eino  Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  X,  )J , 5 die  180°  nicht  überateigenden  Winkel  a,  ß , y einachlieut, 
aenkreclit  ateht,  jetzt  noch  besondere  auf  folgende  Art  beweiaen. 

Dass  die  in  Rede  ateheade  Gleichung  eine  durch  den  Punkt  (ffA) 
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und  da  nun  mit  dieser  Ebene  die  durch  die  Gleichung  9)  charak- 
terisirte,  gleichfalls  durch  den  Punkt  ( abc ) gehende  Ebene  zusam- 
menfallen  muss,  wenn  sie  auf  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  senkrecht  stehen  soll,  so  muss,  wenn 
G einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


gehende  Ebene  darstellt,  folgt  unmittelbar  aus  §.  17,  Ist  nun  ( abc ) der 
Durchschnittspunkt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden,  deren  eine  Richtung 
mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der  X,  y,  * die  ISO"  nieht  fiber- 
steigenden Winkel  a,  ß , y einsehliesst,  so  ist  nach  1): 

2)  ...  ( a — /)coscf  + (6 — g)cosß  + (c — A)cosy  = 0, 
also,  wenn  man  2)  von  1)  aubtrnhirt: 

3)  . . . . (x  — o)cosa  + (^ — 6)cos|?-Ki— c)cosy=0 

die  Gleichung  der  Ebene.  Zieht  man  nun  von  irgend  einem  Punkte 
(xy s)  dieser  Ebene  nach  dem  Punkte  (abc)  eine  Gerade,  und  bezeich- 
net die  180°  nieht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine  Richtung 
dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  X,  y , * ein- 
schliesst,  durch  6,  «i,  5,  so  sind  bekanntlich 

(x  — «)  -f  (y — b)  cos  (xy)  -f(z — c)  cos  (zx) 
cos  0 

_ (x  — a)  cos  (xy)  4 (y  — b)  4 (z — c)  cos  (yi) 
cos  (0 

( x — a)cos(zx)4  (»/ — b)cos(yz)  4 (z  — c) 

cos  ü 

die  Gleichungen  dieser  Geraden,  und  wir  können  also  setzen: 

(x — -a)  4 (y  — b) cos(xy)  4 (i  — c)cos (zx)  — G cos 6 , 

(x  — a)cos(xy)  + (y  — b)  + (z  — c)cos(yz)  = G cos  a> , 

(x — a)  cos  (zx)  4 (y  — b)con(yz)  4 (z  — c)  = G cosö; 

wo  jetzt  X,  y,  s die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden,  in  der  Ebene 
angenommenen  Punktes  bezeichnen.  Multipficircn  wir  «fiese  Gleichun- 
gen nach  der  Reihe  mit 

, d,  C,  B ; C,  »,  A;  B,  A,  tf 

und  addire  sie  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten  wir  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  §.  16.  1),  2),  3)  nnd  die  dortigen  Werthe  von 

*.  V,  8 : 

N(x-a)  = GX,  N(y-b)  — GV,  JV(z— c)=  6?$; 

also  wegen  der  Gleichung  3)  : 

£ cos  ß 4 Tf  cos  ß 4 S cos  y = 0 , 
und  folglich  nach  I.  32) : 
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K=Gcoaa0,  L=*G  coaßg,  MzsGcoayo 
sein.  Setzen  wir  nun 

.Xo  s=  ü cos  Oq  -f-  C eos  ß0  + B cos  y0 , 

Y0  = Ccosor0+  ]öcos^0+y4cosy0, 

Z0  —Bc osool-  Acos/30  + <£ cosy0; 


so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  10)  cliarak 
terisirten  Geraden  bekanntlich  auch : 


x — a„  y — b„  z — c„ 

XB  ~ Y0  ~ Z0  ’ 

und  es  ist  folglich,  wenn  G0  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


Kq  G0X0,  Lg  Ggl'g,  Mg  GgZg\ 

also : 

K0=  G0  (it  cos  c0  -f  C cos  ß0  + B cos  y0) , 
Lg  = Gg  (Ccoscig  -f  B COS  ßg+A  COS  Yo) . 
Mg  = Gg  (Bcosag+A  cos  ßu  -f  tf  cos  y0) ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

K0  = 0}(Ka±LC+  MB), 
L0=^(KC+LX  + MA), 
M0=^(KB+LA+  Jtftf); 


also  sind  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  offenbar: 

,J)  KALL  C+MB=K  C+Z.B+  MA  ~ TCB+LA+M ' 

Aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  von  K0,  Lg,  M0  folgt  auch: 


3c|A-f-  Fcos (xy)  + Z cos (zx)  i j 
+ ipiAeos(a:y)+ F + Zcos(yz)|  j =0 
+ 5tAcos(za:)  + Fcos(yz)  + Z j ' 

oder 


XX  + YV  + Z5 

+ (Afl+  YX)  cos  {xy)  + ( YS+ZT?)  cos(yz)+(ZX+XS)cos(ix) 


Folglich  stehen  nach  I.  46)  die  beiden  vorher  betrachteten  Geraden  auf 
einander  senkrecht,  und  da  dies  in  gleicher  Weise  von  jeder  in  der 
Ebene  gezogenen  Geraden  gilt,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  V 
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Kg  + Lg  COS  (Xy)  + Mg  cos  (zx) 

Ä [A  + Ccos  (xy)  + Zi  cos  (za;)]  \ 

+X  [C+  » cos  (xy)  + A cos  (zx)]  > , 

\M[B\  A cos  (xy)  + ff  cos  (xx)]  ) 

,|(  K0  cos  (xy)  + Lg  + Mg  cos (yz) 

A'fit  cos  (xy)  -f-  C+  /?cos(y:)] 

+ L f Ccos  (xy)  + 25  + A cos  (yz)]  ( , 
+.ft/[Bcos(xy)  + A+ ffcos(yz)]  ) 

Ä0  cos  (ix)  + Lg  cos  (yz)  + M0 
/([A  cos  (zx)  + Ccos  (yz)  + B] 

+ X[Ccos(ix)  +25cos(yz)  + A] 

■j-M  [Beos  (ix) + A cos  (yz)  + ff  ] 
folglich  nach  1),  2),  3): 

K0  + Lg  cos  (xy)  + Mg  cos  (tx)  = NK , 

Jf0cos(xy)-f L0+M0  cos  (yz)  = NL , 

K0  cos  (zx)  + Lg  cos  (yz)  + M0=^  NM; 

daher  lassen  sich  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken : 


Jomtoiov.id  ■ 


11*)  . * 


Nach  dem 
Relationen : 


K 

Kg  + X,,  cos  (xy)  + Mu cos  (ix) 

X 

— Kg  cos  (xy)  + X0  + Mg  cos  (yz) 

M 

Kg  cos  (ix)  + Lg  cos  (yz)  + M0‘ 

Vorhergehenden  haben  wir  zugleich  die  folgenden 


NKKg-=(K&-\-LC-\- MB)[K0  -f  Xucos(xy)  -f  A/0cos(ix)l, 
NLLg  ~(KC+ LJS  -f  MÄ)  | Ka  cos  (xy)  + X0  + Mg  cos(yi)  | , 
NMMg=z(KB  LA  + Md)  | K0  cos  (zx)  + L0  cos  (yz)  + M0\; 
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welche  dazu  dienen,  die  Grössen 

K&  + LC+MB,  KC+LX+MA,  KB+LA  + MS 

durch  die  Grössen 

K0-\-  L0cos(ry)  -f  M0cas(zx),  K„ cos (xy)  + JL0+  A/0 cos(yz), 
K0  cos  (zx)  + L0  cos  (yz)  + M0 
auszudrücken,  und  umgekehrt. 

§•  19. 


Es  sei  jetzt  wieder 

12) K(x—  a)  + L(g-  6)  + N(z— c)  = 0 

die  Gleichung  einer  Ebene,  und  nun  die  Gerade  zu  bestimmen, 
welche  durch  den  gegebenen  Punkt  («060c0)  geht,  und  auf  der 
durch  diese  Gleichung  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  gesuchten  Ge- 
raden mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z einge- 
scblossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  seien  «q,  ß0,  y0; 
so  ist  nach  §.  16.  die  Gleichung  der  durch  die  Gleichung  12)  cba- 
rakterisirten  Ebene  auch : 

(x  — n)  cos  «o  + (»/ — b)  cos  ß0  + (z — c)  cos  y0  =0 , 
also,  wenn  G0  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  nach  12): 
cos  ß0  = G0K,  cos  ß0  = GqL  , cos  y«  = GUM. 

Setzen  wir  nun 

X0  = A cos  c0  + Ccos  ß0  -f  B cos  y0 , 

T0—  Ccosßo  + BcosjS0  + A cos j0 , 

Z0  — B cos  ß0  + A cos  ß0  -f  (f  cos  yn ; 

so  ist  nach  I.  33) : 

X0  cos  ßo  + F0  cos  ß0  -f-  Zg  cos  y0  = N, 
also  nach  dem  Obigen : 

G0  {KX, o + L F0  + MZ0)  = N. 

Zugleich  ist  aber 

XQ=  G„(HK+CL+BM), 

Y0  = G0(CK+7iL+AM), 

Z0  = G0(BK+AL+  <£M); 
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also: 

KX0+LY0+MZ0=G0(£IKHXLH'£M*+,2CKL+<2ALM+2BMK), 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

13)  + t£Ä^2CKL+2ÄLM+2WfR  ’ 
woraus  dann  ferner  ctg,  ß0,  f0  mittelst  der  Formeln: 

14)  . . . coso0  = f»'0K,  cos ß0  = G0L , cosya=G0M 

gefunden  werden,  und  daher  die  gesuchte,  durch  den  Punkt 
(a060Cn)  gehende  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 

Die  Gleichungen  dieser  Geraden  sind  nach  1.  23): 

x—a0  _y  — b0  x — c0 

Xg  ~ Yg  - Zg  ’ 

also  nach  dem  Obigen : 

-1K\  * — <>0 ff  — bg Z — Cg 

; äK+ÜL+BM~  CK+VL+AM~  ßK+ÄL+ÜM' 

Bezeichnen  wir  die  Goordinaten  des  Durchschnittspunkts  des 
Perpendikels  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  r,  p,  j;  so  haben 
wir  zu  deren  Bestimmung  nach  12)  und  15)  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

K(x—a ) + L(tf—b ) + c)  = 0, 

X — ag  t)  — b0  ? — c0 

Jl  K + CL  + BM  “ CK  + BL  + A M ~ BK  + AL  + UM  ’ 

deren  erste  man  auch  unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann : 

X{X—a0)  +L(t)—b0)  +M(}—c0)  — K(a—ag)+L(b—b0)  + M(c— c0); 

und  setzt  man  nun  der  Kürze  wegen : 

X — cp b1 — b0 ? — Cg „ , 

SIK+CL  + BM~  CÄ  + E£  + AM~  BK  + AL+  ’ 

so  ist 

K(a — «o)  + L (b  — b0)  + M(c  — c0) 

= | K(üK+  CL+BM)  + L(CK+}}L+AM)  + M{BK+AL  \ <iM)  \ Gö‘ 

= (UK*  + XL*  + <£üf  ■ 2 +2  CKL +2/lL;W  + 2BMK)  G0', 

also: 
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r , ff  (a  — gp)  -fr  L (b  — b0)  + M (c  — Cp) M 

J0;  °°  -&K*  + T$L*+<iM*+2CKL+2ALM  + '2BMK’ 

■■■X  *n!r 

und  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  tf,  J hat  man  nach  de«*»' 
Obigen  die  folgenden  Formeln : 


17) 


X—  a0  = G„'  (J»ff  + CL  + BM) , 
v-b0  = G0'(.CK-\-XL  + AM), 
? - c0=  Go' (ßff  + AL  + «Af) ; 


■7/ 


L»l 


welche  man  nach  dem  Obigen  auch  unter  der  folgenden  Form 
darstellen  kann:  „jhnaH 

17*)  t)-b0=^Y0,  z-c0  = ^-Z0. 

u0  °0  ”0 

Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  des  von  dem  Punkte  (a0b0Co) 
auf  die  gegebene  Ebene  gefeilten  Perpendikels  durch  P0,  so  ist 
bekanntlich : 

‘h  it< 
.•  ,v.M 


IV  =(*- Oo)2  + (9  ■ - *o)*  + (?  - <*)* 
-f2(r-a0)(t;-60)  cos(:ry)+2(i)-60)(j-c0)  cos(r/*)+2(j-c0)(r-«o)  cos(w), 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

*»  # 

IV  = ^ w+  Y0*+Z0*+2X o r0  cos  (*y) 

+ 2 F0  Z0  cos  (yz) + 2Z0ff0  cos  (za:) 
und  folglich  nach  einer  schon  oft  angewandten  Formel : 

e /a 

P 2 — ■ 0 TV2, 

“ G02 


Nun  ist  aber  nach  13)  und  16) : 


Go' 


(V 

N ~ K(a-  a0)  + L (b  - b0)  + iU(c—c0) 


also 


|ff(a  — o0) '+  L(b  — b0)  + M(c — c0))G02 
G0  = 2T“ 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

P02  = G0*(ff(o— a0)  + L(b— bo)  + M(c-c0)?, 

also : 
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18)  . . P0=:±G0\K(a-a0)+L{b-b0)  + M(c-c0)\, 

das  Zeichen  so  genommen,  dass  P0  positiv  wird.  Ffir  G0  ist 
der  .'Werth  13)  einzuführen. 


§•  20. 


Wir  wollen  jetzt  die  von  zwei  durch  die  Gleichungen 
i K„(x  a0)  + L0 (y — />„)  + M0 (2 — e0)  = 0 , 

19)  , • j 

ino  I 19t  1-  ( Kx(x— ax)-\-Lx(y— bx)  + Mx(z— c,)=0 
charakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  rM  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  auf  jede  der  beiden  Ebenen 
ein  Perpendikel  errichtet,  und  bezeichnen  die  von  einer  der  bei- 
den Richtungen  eines  jeden  dieser  Perpendikel  mit  den  positiven 
Theilen  der  Axen  der  x,  y,  1 eingeschlossenen  Winkel  respec- 
tive  durch  cr0,  ß0,  y0  und  a, , ß, , y,.  Dann  fällt  auf  der  Stelle 
in  die  Augen,  dass  die  Winkel  Fu,x  von  den  Winkeln  dieser 
Perpendikel  nicht  verschieden  sind,  und  dass  es  also  bloss  auf 
die  Bestimmung  dieser  letzteren  Winkel  ankommt. 

Setzen  wir  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander : 

20) 


N 


G°~±s[  AV  + »V  + w + WK0L0  + 2 AL0M0  + 

G'=±\[ &KX*  + » V + <iMx*  + 'ICKXLX  + 2 ALXMX  + 2BM[ Kx ' 


so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 


cosoq  — GyyKßt  cosßo  — GqIjq9  cosy0 — GaM0 ; 
cos  <rt  = GXKX , cos ßi  = GXLX,  cos y,  z=GxMx. 
Für 

X0  — Acosa0  -f  Ccos0n-f  Äcosy0, 
F0=Ccos«0  +)3cos/J0-}- Alcosy0, 

Z0  = ficoscr0  + ^cosj30-f- (f  cosy„ 

and  . 

= A cos  ax  -f-  Ccos  ßx  -f  jBcosy, , 

Fx  — Ccosa,  J5cosjS,  + A cosy, , 

ZX  = B cos  «,  f A cos  ßx  -f  <£  cos  y, 
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ist  nach  I.  36): 

t?  Xocns^  + F0  cosft  + ZoCosy, 

cos  r 0)l  — 2v * 


cos  r 0>l 
also  nach  dem  Obigen : 
cos  F0)1  = 


T7  -X,  cos  e0  -f  F,  cos  /?„  \ Z,  cos  y0 

r 0>l  — * 


G\  (KiX0  + Li  F0  + ill|  Z0) 
N . 


j7  , ^o  (^i  + Lo  F,  + Jf0Z,) 

COS  r0>l  — . jy . 

Nun  ist  aber: 

X0=  G0(&K0+CL0+BM0), 

F0  = G0(Cü  + »L0  + ^Ar0), 

Zo  = 6’0  (BK0 1 ,4.Z>0  -f  <£  il#o) ; 

also : 

Jr.^o + 

l JJA-off,  + BL0L!  + £7>/0,V, 

= f?o  J 

( + A(L0M1+M0Ll)  + B(M0Kl+K0M1)  + CfÄ^ +£<>*,) 


folglich  nach  dem  Obigen: 

cos  F0,i 

j ÜÄ-oA-,  + »A,L,  + 

° 1 I +A(L0Ml+M0Ll)+B(M0Kl+K0Ml)+C(K0L1+L0K1) 

~ " " " " N 


oder  nach  20): 


21) cos  Von 

( iJATolT, +BA>X1  + O/0itfl  , 

_+  i (/y^ + *w_+  +^) +qiTpL1+L0jri)  I , 

~ a/"  I HJ^2  + »V  + tf^o1  + iAI^/Ü'  + lßlMoKo  + 2Or0Lö  | 
* XiaKl*  + %Ll*  + <£Ml*  + ilALl31l+2BMlI{l  + 2CKiL,| 

woraus  sich  zugleich  ergiebt,  dass  die  Bedingungsgleichung,  welche 
erfüllt  sein  muss,  wenn  die  beiden  Ebenen  auf  einander  senkrecht 
stehen  sollen,  die  folgende  ist: 


Digitized  by  Google 


Neue  Theorie  der  geraden  Unie  im  Raume  und  der  Ehene.  183 


22).  . aK0Kl+T5L*Li+£M0Ml 

+A(L0lftl+]KaLl)+B(AJ0KI\KoM,)+C(K<tLl^L0Ji1) 

Für 


=0. 


A0>1  =■  cos  ß0  cos  yt  — cos  y0  cos  ßj , 

B0>1  =.  cos  y0  cos  «j  — cos  «„  cos  y, , 
c0„  = cos  c0  cos  (S[  — cos  (3„  cos  ß, 

ist  nach  I.  44): 

iVsin  F0>12 

= Aon2  + Boa2  + 2A0>1  B0lI  cos (xy)  -f  2B0„  Cu>i  cos  (yz) 

+ 2C0„  A0)1  cos  (zx). 


Nun  ist  nach  dem  Obigen: 


Aoa  — G0Gi  — IUqLj), 

B0j1  = GoG^Ki  —K0  MJ, 

C0,|  = G0Gi  (KuLt  — LqKx); 

also : 


23) iVsin  F0>1* 

(A0Lj  —L0fCl)‘1  + (L0M,  - M0Lt)*  + (MaKt  -K0Mt)*  n 

+ 2(/jo/W,  — DTqLx)  (JU0KI  ~K0All)coa(xy) 

4"  2 (yVuÄ,  K0!\lx)  (A0L, — Z/qAT,)  cos(yi) 

+ 2 (Ä^Z/,  — 4i0Äj ) (L0Mx  — !U0Ll)cos(zx) 

oder: 

sinFotl* 

(KqI'i-LoKx)*  + (i0^i-A/„L,)a+  (^„Äi-iEo;»/,)* 

4 2(7>0/t/1  — M0Lx)  (M0Kx  — Fu/Vj)  cos  (a:^) 

+ 2(^0^,  — KqMx)  (KaLx  — L0Kx)  cos  (yz) 

+ 2 (A”uJn  — LpKx)  (L0Mx  — 4/n /y, ) cos (zx) 

I (iWT0*  + B^HOV + 2ALqM0  + 2^/,^0'l-2C^Zo)  , ' 

' X(AAt2  + »L,*  + $Ml*+'iALlMl  + 2Jß/t7IA'1  +2CÄ,2<1)  ’ 

Endlich  erhiilt  man  ans  den  beiden  Gleichungen  21)  und  24) 
durch  Division  : 
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25)  . . • • teog  Po,i*  , 

\ +2(L0Ml  — M0Ll)(M0Kl-K0Ml)c.oB(zy)  I 

) +2 (M,,*!  - KJh)  ( K0Lt  —L„Ki)  cos  (yz)  V 

+ 2 (K0LX  — L.K,)(L„Mt  -MM)coa(zx)  ' . 

_N  ÄEJTi  + JSLBL ! + <iM0Mx  i 1 

I +A(L0Ml+M0L1)  + B(M0Kl+K0Ml)  + aK0Ll+L0Kl)  * 

• . ' . h .yj  »•  % x. 

§•  21. 

Wenn  jetzt 

26)  . . . K(x—a)  + L(y—b)  + M(.z—c)  = 0 

die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  und 


die  Gleichungen  einer  Geraden  sind,  so  soll  man  den  Neigungs- 
winkel J0  dieser  letzteren  gegen  die  erstere  finden. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  durch  <jie  Glei- 
chungen 27)  charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  x,  y,  z eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigen- 
den Winkel  seien  a0,  ß 0,  y0;  und  wie  gewöhnlich  werde 

X0  = JJcosa„  + Ccoeßo  -f  Bcoay0, 

Y0  = Ccos  <*0  + 33  cos  (So  + A cos  y0 , 

Za  — B cos  o0  A cos  ß0  + <£  cos  y0 

gesetzt;  dann  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  be- 
kanntlich auch : 

x—a0  y—b0  _•  * — c0 
X0  ~ Y0  - Z0  ’ 

Ferner  denke  man  sich  auf  die  gegebene  Ebene  ein  Perpen- 
dikel errichtet  und  bezeichne  die  von  der  einen  der  beiden  Rich- 
tungen dieses  Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  x,  y,  z eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch  a,  ß,  y,  so  ist  bekanntlich,  wenn  G einen  gewissen  Fac- 
tor bezeichnet  : 

cosa=6>iT,  cosß—GB,  cany—Glü. 
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Nun  ist  offenbar  sin  J0  dem  absoluten  Werthe  des  Cosinus 
eines  der  beiden  von  diesem  Perpendikel  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden eingeschlossenen  Winkel  gleich.  Also  ist  nach  I.  36): 

-*o  cos “ + Yo  cos ß + Zn  cos  y 

Sln</0  — ± Jf , 

oder  nach  dem  Obigen  : 

das  Zeichen  so  genommen,  dass  siri./0  positiv  wird. 

Setzen  wir 

A = ij  cos  a -f  Ccos/?-f  ßcosy, 
y =Ccoso-|-)6co8/J  + ^cos)>, 

Z = B cosa  + i4cos^-f  <f  cos  y ; 
so  ist  nach  dem  Obigen: 

X—G(aK+CL  + BM), 

Y=G(CK+J}L  + AM), 

Z = G(BX+AL  + HM ); 
und  weil  nun  nach  I.  36) 

Xcosa  Y cos  ß -J-  Z cos  y = IV, 

d.  h.  nach  dem  Obigen  . 

G(KX  + LY+  MZ)  = N 

ist;  so  ist  offenbar: 

n — 4 l/~ZZI * 

aK*  + ^L^+<£ßn+2ALJU+2BJUK+2CXL’ 

also  nach  dem  Obigen: 

28)  * 

«io  Jo  =±  — XXo  + LYn  + MZ0  ; 

+2ßjtfA+ 2CAL) 

oder  nach  dem  Obigen: 


sin  J0  = 


t(^t^±^)coso0+(CÄr+BL+/ldi/)c08/30+(JSA+AL+tf.W)Cosy<, 

Vr  JV/dtFl  I DH  I /CMAIl  a O 4 I U i tl  ha*  rr  . n/ir,A 


Thcii  XXX1Y. 


Digitized  by  Google 


186  Grunert:  Die  allgemeinsten  Gesette  der  Kristallographie. 

Nach  dem  Obigen  ist  ferner,  wenn  G0  einen  gewissen  Fac- 
tor bezeichnet: 

X0  = GaK0 , Y0  = G(,L0,  Z0  = G0ilfo; 

und  folglich,  weil  bekanntlich 

I 

X*+  Xa+Z0*+2X  F0cos(^)+2  Y „ Z0cos(yz)+ 2Z„ X0*oa(zx)—N* 
ist: 

N ====:^^ 

>08( 


t oft.  »✓'X 


X=db: 


Nun  ist  aber  nach  I.  32): 

X + I o cos  (x.y)  + Z0  cos  (zx) 

COSOo= > 

X cos  (x.y)  IFq  + Zq  cos  ( yz) 
cospo—  jy  ’ 

X (sx)  + Xcos  ( l/: ) + X . 
cos  y0  = 5? 


also : 


Gn  I X + X cos  (x.y)  + d/0co8  (»r)l 

cos  «0= 2V  ’ 


cos 


Go  I X cos  (xy)  + X + M„  cos  (yz) ! 
Po—  iV 


Go  I X COS  (ix)  + X cos  (.V*)  + *ol . 
cos  y0  = ]y ’ 

oder  nach  dem  Obigen: 

30) • • cos«o 

X + X cos  (x^  + MqCOsCix)  11  f 

^4;V'XHXH^+2Xiocds(xy)+TXXcos(yi)+2Af0Xc<>8(^)’ 

cos  (S0 

Ka  cos  (xy)  + X + ü/oC08(yi) 


=+ 


=± 


V"  Ä02+X*+X*+2XXcos(^)+2^oXco8(yl)+2XX  coa(ix) 

cosy0 

X cos  (ix)  -f  L0  cos  (yz)  + Mu 


V'X*+X*+X*+2XXcoe(^S')+2i'»Xcos(yi)+2XXcos(zx) 
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Folgtieh-ist  Dach  29); 

31) 


sin  Ju  — 

(AK 4 CL\B M)\K0\L„eou (xy) + Ma cos (zx) I J 
+ ( CK  ■\-JSL\-AM)[K0  co8(xy)+Lo+M„cos(yz)}  ( 
+ (BK+AL+<£M){KqCos(zx)+  L0coB(yz)+M„\  ) 


+ »£*  + am  + ialmyibmk^ckl) — ~ ' 

XIJT01+Lo*+ifu*+2ir0l/0cos(xy)+2i1,Jfucos(y2)+2Jf0Ä'0cos(ja:)j 


Nun  kann  man  aber  den  Zähler  offenbar  auf  die  folgende  Form 
bringen  : 


KK„  i Ü + Ccos  ( xy ) -f  B cos  (zx)  | 
+ Ü.  I C cos  (xy)  + )$  + A cos  (yz)  | 
+ MM0  |ficos(z.r)  -f  Acos(yz)  -f  <£  j 
+ KL0  jij  cos(xy)  + C+  B cos  (yz)) 
+ KM„  (iJ  cos  (za:)  + Ccos  (yz)  4-  J5| 
+ LK„  j C + 2$  cos  (xy)  -1-  A cos  (zx)\ 
+ LM0  | Ccos  (zx)  4-  25  cos  (yz)  4-  A\ 
+ MK„{B  -J-  A cos  (xy)  + a cos  (zx)  | 
+ | ß cos  (xy)  + A + a cos  (yz)  j, 

so  dass  also  nach  1),  2),  3)  der  Zähler  offenbar 

(KK„+LL0+  !UAi0)N, 


und  folglich  uach  31): 

32) sin  J0  = 


vC 


(KKo  4-  LL„  + MM0)VN 


(A Ar* + »£* + am 4 2 alm + ii8mk:+  2ckl)  ~ 

X ! •ff0*+-£'o2+ifo2 +2iro£0  cos(xy) -f  2Z0ifo  cos(r/z) -|-21f0ff'0  cos(za:)  | 


ist,  indem  man  in  allen  Ausdrücken  von  sinJ0  das  Zeichen  so 
nimmt,  dass  sio7„  positiv  wird. 


§.  22. 

Wenn  zwei  Ebenen,  deren  Gleichungen: 

j K0(x~ a0)  + Lu(y—b0)A  M0(z  — co)  = 0, 

1 Kt(x — «,)  4 Lt  (y  — A,)  4-  Idx  (z  — c,)  = 0 

13* 
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sind,  einander  parallel  sein  sollen,  so  mnss  es  eine  Gerade  geben, 
die  auf  diesen  beiden  Ebenen  senkrecht  steht;  und  sind  nun 
a,  ß,  y die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine 
der  beiden  Richtungen  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  x , y,  z einschliesst,  so  muss  nach  dem  Obigen, 
wenn  G0  und  G,  gewisse  Factoren  bezeichnen: 

cosa=G0JT0,  cos  ßz=zG0La,  cos  y = G<,iR0 ! 


cosa=GiArl,  cosß~GiLt,  cosy — Gjd/,; 


also : 


G„K0  = GjJT, , 

G0L0  = GlLl,  - ‘ 

GJi0  = G1M1 ; 

i , ,n 

folglich 

Kp-hl  — än-  6> 

Ki  ~ Li  ~ Mi  ~ G„ 

sein.  Daher  sind  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen : 

,,,  Ka  La_M0 

Wir  verbinden  hiermit  zugleich  die  Entwickelung  der  Glei- 
chung der  Durchschnittslinie  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

l K0(x — a0)-\-L0(y  — 6o)-f  Mu(z—co)=0, 

35)  ... 

Ki(x—ai)+  Li(y — l>i)  — Cj)  — 0 

charakterisirten  Ebenen,  insofern  dieselben  sich  schneiden. 


Die  Gleichungen  dieser  Durchschnittslinie  seien : 

x (ton ^ - c0,i 

K0,l  '1  M.n 

Da  der  Punkt  ( aon , b0,i , c0,i)  in  beiden  Ebenen  liegt,  so  ist: 

K0  (®0>1  00)  -f-  L0  (botl  bo)  “I"  M O (^OJl  Co)  = Oy 

(®o>i  — ®i)  “I"  (boti  ^i)  "P  (Con  *“^i)  =0 » 

i 

und  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  sind  also  auch : 

K0(x — i)  + Lo(y — 60,i)  + il/o  (i  — Co,i)  = 0, 

Ki  (x — Uo,i)  + Li  (y  — bo>i)  + ü/j  (* — c#u)  = 0; 
folglich  offenbar: 
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Ku  ATu,|  1 -f  M0  3fon  — 0, 

-S^o<i  + LXL0,X  -f-  31x  Mq,\  =0; 
woraus  mau,  wenn  G0„  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 
t K0n  (*on  (. L „Jf*  - Moln), 

36) J Lotl  = G„„  (MqKx  -KvMJ, 

( M,„X=G0.X  {K0Lx-LtKx) 

erhält,  so  dass  also 

37) 

Kan  •l'an  :«a,i  ~ LaMx  IU0Lx  xMqKi  — K031x : K nln  — Ij0Kx 

ist. 

Die  (Gleichungen  der  Durchschnittslinie  sind  nach  dem  Obigen: 
■[äs  x «Ol V 6q»i * cQtl 

L0MX — 31  qL  | 310KX—K031X  K^l.x  — 1j  q K\ 

wo  zwischen  den  Coordinateu  attlX , 60>i>  can  die  zwei  folgenden 
Gleichungen  Statt  linden : 

39) 

Ko(aon  ~ °o)  + l'oi^on  ~^o)  + M0(c0ll  — co)  = 0, 

Ki  («Om  — « i ) + In  (6o>i  — bx)  + 31x  (to,i — Cj)=0; 

oder: 


40) 


j ^oao>i+-^,o6o>i  +i(foco>i  — ^o°o+^'0&0+-^oco» 
^ K\  0|)>]  1 1'i^on  4"  Uli  co>i  — Kx ax  -J-  Lxitx  -f-  31xCi ; 


wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  von  einer  vollständigen 
Bestimmung  dieser  Coordinateu  nicht  die  Rede  sein  kann,  weil 
dieselben  jedem  Punkte  der  Durchschnittslinie  der  beiden  gege- 
benen Ebenen  angehiiren  können;  vielmehr  kann  man  für  a0>l, 
A0„,  cou  alle  Werthe  setzen,  welche  den  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  genügen. 

Nach  34)  würden  die  Nenner  der  Brüche  in  38)  verschwin- 
den, wenn  die  beiden  durch  die  Gleichungen  33)  cbarakterisirten 
Ebenen  einander  parallel  wären  und  sich  also  nicht  schnitten. 


§.  23. 

Die  Gleichung  einer  Ebene  zu  finden,  welche  durch  drei  ge- 
gebene Punkte  (o0öuc,.),  (n xbxex),  geht. 
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) 


Die  gesuchte  Gleichung  sei 

K(x—a)  + L(y—b)  + M(z~  c)  = ö, 
so  ist  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe: 

K(a0—a)  + L(b0 — ö)  + M(ea  -c)  = 0, 

K(ax — a)  + L(bx — b)  + M(cl—c)=0, 

A(oa — fl)  “j*  .L(62 — ö)  -f-  M (c2 — c)  = 0; 
oder,  wenn  wir 

D — Ka  -f  Idb  -f  Mc 

‘ '-**  . ■ ‘ 

setzen : 

Ka„  + Lb0  + Mc0  = D, 

• i . 

Kax  + Lt>,  + itfc,  = D, 

Aflj  Lb%  1 d/cj  — öt 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 
— Cj b2 r b2c,,  c2  ö 0 , b0cx  —Cob, ; 

dann  mit 

CjÖ2“OiCjj  Ci^Oq Ü2C0  p ®o®l  » 

endlich  mit 

axb2’—bxa2i  fl^ö  q *-*  Ö2fl<,  > flo^i  — buat ; 

und  addirensie  in  jedem  Falle  zu  einander;  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  der  Kürze  wegen 

1 

41)  d ™ a0  — Cjfij)  1 ax  (ö2c<,  — c2ba)  -4*  fl2(ö<,C|  ct,  öj) 

= b0  (c,fl*— axc^)  + öi  (c2ao  — a2c0)  + b2(c0a x — a„c,) 

=5  c0  (a1b2  — bla2)  + cx  ( atb0 — ö2o0)  + cs(a„öl  — ö0ai) 

setzen,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

. J*  l KJ  = D\(bxc2  — cxb2)  +(ö2cq  — ciÖq)  + (ÖoCi  — cM\ , 

*v  " LJ~D{(clat—a1c^  + (c2a0—atc0)  + (.c0al  — a0cl)\, 

lUJ—D{(axb2 — öia2)  + (fl2öo  — 6jao)  + (ao^i  — öo<»i)l; 

mul  wir  können  also  offenbar,  wenn  G einen  beliebigen  Factor 
bezeichnet, 


1 <,  ; 

! -r- 

! < ! 


■*  t. 

i 

J.  . 

i 


1 1 

1 

ii 
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Ä = G t (6t  c2 — Ci  6,)  + (6*eo  — cg6o) + (AoCi  — cd 6, ) | , 

L=G\  (c,  a*  — Oj  Ca)  + (c2ao — atco)  + (coo,  — aoct)  1 , 

M—  G\(alb2 — a2)  f (a2bo — 6*oo)+(ao6j  — 6o«i)|, 

D=Gd  t i 

setzen.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  welche  man  auf 
die  Form 

Kx  + Ly  + Mz  = D 

I 

bringen  kann,  ist  also: 

43)  t(^ic*  — ctÄi)  +(6*co — c2bo) -f  (6oCj  — coÄ,) j.r  \ 

+ I (ci ö2  — °icz)  + (cjoo  — a2co)  -f  (coo,  • — aoct)\y  / =d. 

+ |(o,62 — btat)  -f-  (a2bfj  — b2ao) (aijb,  — 6oa,))z  J 

Nimmt  man  a,  J,  c so  an,  dass  der  Gleichung 

44)  t (btc2 — c, 6*)  -f  (b2ci)  — cjt o)  + (6oCi  — < coij)  I a 
+ {U‘ia2—atc^)  + (c2ao— a2ca)  f (codj  — aoet)\b 
+ 1 (t>i  b2  — bx  a2)  -f  (a2bi\  — b2ao)  4-  (o06i  — 600, ) ) c 

genügt  wird,  wo  also  ( abc ) ein  beliebiger  Punkt  in  der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebene  ist,  so  ist  die  Glei- 
chung dieser  Ebene: 

43)  ( (b1c2 — c,  b2)  -f  (b2co — Cj6o)  + (ÄoCj  — cob^x— a) 

+1  (ci«r2— olc1)  + (cjoo— - OjCo) + (00a, — aoc,)l(y—6) 

+ 1 (ai  b% — bt  u*) + (at6o— Ajoo)  + (ao6,  — boat  )|  (z—c) 

Bei  der  weiteren  Umformung  dieser  Gleichungen  will  ich 
mich  nicht  aufhalten. 


Drittes  Kapitel. 

Die  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie. 


§•  24. 

Bei  der  Entwickelung  der  allgemeinsten  Gesetze  der  Kry- 
stallographie, welche  hier  zunächst  nur  einen  rein  mathematischen 
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Zweck  hat,  werde  ich,  wie  dies  bei  jeder  streng  mathematischen 
Untersuchung  noth wendig  ist,  von  der  folgenden  bestimmten  De- 
finition eines  Krystalls  ausgehen,  und  dieselbe  zu  der  Grundlage 
der  ganzen  folgenden  Untersuchung  machen : 

Ein  Kry stall  ist  ein  System  von  Ebenen  im  Raume, 
für  welches  sich  drei  in  einem  Punkte  sich  schnei- 
dende gerade  Linien  oder  Axen  so  angebeu  lassen, 
dass,  wenn  in  Bezug  auf  diese  drei  Axen  als  Coordi- 
natenaxen  die  Gleichungen  der  das  System  bildenden 
Ebenen  nach  der  Reihe 

: : .j 

A'o(a:  — uo)  + Zo  (y  — fto)  + Mg  (z  — co) = 0 , • .,!•*<; 

Ä,  (x— a,)  +Lt  (y — bt)  + Ml  (i— c,)  =0, 

A*(ar  — at)  + L9(y  — bj+  di2(z— c2)=0, 

* ' ' 5fl 

u.  s.  w.  , , 

J * * 

sind,  sich  immer  drei  positive  rationale  oder  irratio- 
nale Zahlen  K,  L , M und  lauter  rationale»  übrigens 
positive  oder  negative  Zahlen 


«0, 

*1> 

*2, 

*3» 

^4»  •••*.} 

io, 

^3 , 

, .... ; 

f*0> 

fh. 

f's. 

von  solcher  Beschaffenheit  angeben  lassen,  dass 

■Ä.Q  — HqK j Aj  — — X|  A. , f ••••  { 

Lo ~ ioi'j  Lj  ~ AjL,  Jj‘i  — A-2 A , — AgJL , .... ; 

oder,  in  einer  anderen  Zusammenstellung  dieser  Glei- 
chungen, 


Kg=xoK, 

Lq=XoL, 

•Wo  = fiod/ ; 

Kl=xlK, 

Zti=A,|L, 

* 

II 

as 

K2=x$K, 

— (ijüf ; 

*a  = *3 

II 

£ 

% 

U.  8.  W. 

ist. 

Die  drei  in  Hede  stehenden  Axen  sollen , insofern  sie  die 
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ol(ige  Eigenschaft  haben,  die  Krys  tall  - Axen,  und  ihr  gemein- 
schaftlicher Durchschnittspunkt  soll  der  K rystall-Mittelpunkt 
genannt  werden.  Die  Zahlen 


' 

Ko, 

A'a, 

^8» 

at4. 

um iiei)  m «.< 
lomli-  ö i. 

Lo, 

Li, 

L*, 

Lit 

!•  0 *'■**.  3t  1 

M0, 

Mt, 

m2. 

M„ 

M„ 

! it  Id  • » . I 

wollen  wir,  natürlich  immer  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Krystall- 
Axen,  die  Coefficienten  des  Krystalls  nennen.  Das  System 
paralleler  Ebenen,  welche,  wenn  a,  6,  c die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  sind,  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

K(x  — a)  -f  L(y — b)  + M(z—c)  = 0 

charakterisirt  werden,  soll  das  Grund-System  heissen,  und  in 
Bezug  hierauf  werden  wir  die  positiven  Zahlen  K,  L,  M die 
Grund-Coefficienten  nennen.  Endlich  sollen  die  positiven 
oder  negativen,  aber  stets  rationalen  Zahlen 

i» »«.  ■ ' . . I ■■  • . . 


*0, 

*1» 

*z> 

*s» 

^0» 

*1  » 

Aa> 

As» 

A*,.. 

Po»  p 1 » 

P*. 

Ps. 

p4»  • 

die  Ableitungs-Zahlen  genannt  werden. 

Anmerkung. 

Die  obige  Erklärung  eines  Krystalls  als  ein  System  einer 
gewissen  Bedingung  unterworfener  Ebenen  ist  hier  zunächst  nur 
aus  rein  mathematischem  Gesichtspunkte  und  mit  Rücksicht  auf 
die  folgenden  geometrischen  Betrachtungen,  denen  dieselbe  zur 
theoretischen  Grundlage  dienen  soll,  aufzufassen.  Rücksichtlich 
der  in  der  Natur  unter  dem  Namen  Krystalle  vorkommenden 
Körper  ist  es  nach  meiner  Meinuog  die  Hauptaufgabe  fortwäh- 
render Beobachtungen  und  Messungen,  immer  mehr  und  immer 
genauer  zu  untersuchen,  ob  und  in  wie  weit  diese  Körper  oder 
vielmehr  die  sie  einschliessenden  Ebenen  - Systeme  der  obigen 
Definition,  die,  wie  gesagt,  hier  zunächst  nur  als  Grundlage  rein 
mathematischer  Betrachtungen  über  solche  Ebenen -Systeme  die- 
nen soll,  entsprechen. 

Die  Gleichungen  der  Ebenen,  welche  ein  solches,  von  uns 
mit  dem  Namen  eines  Krystalls  belegtes  Ebenen -System  bilden, 
werden  jetzt  gewöhnlich  durch  die  sogenannten  Parameter  die- 
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ser  Ebenen  ausgedrückt,  worunter  man  die  mit  ihren  gehörigen 
Zeichen  genommenen  Entfernungen  ihrer  Durchscbnittspunkte  mit 
den  drei  Axen  von  dem  Anfangspunkte  oder  dem  Mittelpunkte 
des  Axen -Systems  versteht;  namentlich  bedient  sich  derselben 
Naumann  durchgängig  in  seinen  verdienstlichen  krystallogra- 
phischen  Arbeiten,  worüber  man  dessen  „ Anfangsgründe  der 
Krystailographie.  Leipzig.  1854.  §.7.  S.  7.“  und  „Ele- 
mente der  theoretischen  Krystailographie.  Leipzig. 
1856.  §.14.  S.  17.“  nachsehen  kann.  Ich  gestehe  aber,  dass  ifh 
keinen  Grund  aufzufinden  vermocht  habe,  welcher  mich,  — we- 
nigstens für  den  Zweck  der  folgenden  üntersuchungen,  — zu 
dieser  Abweichung  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  meistens 
gewöhnlichen  Darstellung  der  Gleichung  der  Ebene  hätte  bestim- 
men können,  da  die  gewöhnlichen  Coefficienten  sich  immer  leicht 
durch  die  Parameter  ausdrücken  lassen  und  umgekehrt,  ausser- 
dem aber  die  Einführung  der  letzteren  auch  zu  manchen  theore- 
tischen Bedenken  Veranlassung  giebt.  Ist  nämlich 


K(x — a ) -f-  L(y  — b)  + M(x—  c)  = 0 

die  Gleichung  einer  Ebene  in  gewöhnlicher  Form  und  sind  p,  q,  r 
deren  Parameter,  so  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

K(p  — a)  — Lb  — Mc  — 0, 

— Ka  -f  L(q — b)  — Mc  — 0, 

— Ka  — Lb  + M(r  — c)  =0 

oder 

Kp  = Ka  -f-  Lb  -f  Mc , 

Lq  — Jur  -f  Lb  -f  Mc, 

Mt  = Ka  + Lb  + Mc ; 

also: 

Ka  -f-  Lb  -f-  Mc  Ka  -f-  Lb  4-  Mc  Ka  -|-  Lb  -1-  Mc 

p= £ . q = l > r-  M ’ 


folglich 


1 1 1 

P WT  = K t Z 'M 


oder 


K:L:M  = - 

V <1  T 


und  da  es  nun  hier  offenbar  immer  bloss  auf  dieVerhältnisse 
der  Coefficienten  K,  L,  M ankommt,  so  kann  man  für  dieselben 
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jederzeit  ohne  Weiteres  die  reziproken  Parameter  setzen,  wo- 
durch die  Gleichung  der  Ebene  die  Gestalt 

; d fi ' ■ ■ 

. 3LZ*  + izf  = o 

«V»:.'1.J.-  , P 9 T 

erhält.  Schreibt  man  aber  die  Gleichung 

Mi  I.  1-.  , 

al  ,,,  i K(x-a)+'L(y-b)+M(t-c)=0 

unter  der  Form 

Kx+Ly+Mx  = Ka  -f  Lb  -f  Ate, 

so  ist  anch 

Itfr.ial  • n:  Kx  Ly Mz 

.js-*  Ka -f- Lb -f- Mc  Ka L Lb -f- Mc  Ka-\-Lb-\-Mc  * 

also  nach  dem  Obigen : 


welches  die  Form  ist,  die  namentlich  von  Naumann  allgemein 
angewandt  wird.  Da  ( abc ) bekanntlich  ein  Punkt  in  unserer  Ebene 
ist,  so  ist 


was,  von  der  vorhergehenden  Gleichung  abgezogen,  wieder  die 
schon  vorher  gefundene  Form 


x — a 


P 


+ 


y~b 

9 


giebt.  Man  sieht  also,  dass  die  Einführung  der  Parameter  statt 
der  Coefficienten  nie  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt.  Nur 
aber  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  der  durchgängige  Gebrauch  der 
Gleichung 


manchen  theoretischen  Bedenken  unterliegt,  indem  z.  ß.,’  was  wir, 
ohne  auf  weitere  Erörterungen  uns  einzulassen,  für  jetzt  nur  be- 
merken wollen,  unter  dieser  Form  die  Gleichung  einer  durch  den 
Anfang  der  Coordinaten  gehenden  Ebene  unmittelbar  gar  nicht 
enthalten  ist.  Ich  habe  also,  wie  schon  erinnert,  keinen  Grund 
gefunden,  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  gewöhnlichen 
Bezeichnung  der  Gleichung  der  Eibene  abzugehen,  und  schliesse 
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mich  in  dieser  Beziehung  ganz  an  Kupffer  an,  der  in  seinem 
„Handbuche  der  rechnenden  Krystallonomie.  Peters, 
bürg.  1831."  auch  durchgängig  die  in  Rede  stehende  gewöhn- 
liche Form  gebraucht,  und  nur  S.  483.  ff.  den  Zusammenhang  der 
gewöhnlichen  Coefficienten  mit  den  Parametern  nach  weiset,  eben 
so  wie  vorher  von  mir  geschehen.  Ausser  Naumann  bedienen 
sich  unter  den  neueren  Krystailographen  der  Parameter  vorzüg- 
lich Quintino  Seiia  in  Turin,  der  in  seinen  trefflichen  Arbei- 
ten (Sülle  forme  del  boro  adaroantino.  Torino.  1857.  — 
Sulla  legge  di  connessione  delle  forme  cristalline  di 
unastessa  sostanza.  Torino.  1856)  auch  vielfach  von  den 
Determinanten  Gebrauch  macht,  und  W.  H.  Miller  in  seinen 
eben  so  trefflichen,  durch  ihre  ganz  elementare  Haltung  sich  be- 
sonders auszeichnenden  Arbeiten  (On  the  anharmonic  ratio 
of  radii  normal  to  four  faces  of  a crystali  in  oue  zone; 
and  on  the  change  of  the  axes  of  a crystali.  Philoso- 
phical  Magazine  for  February  1857.  — On  the  applica- 
tion  of  elementary  geometry  to  cry sal I ogr ap hy.  Phi- 
losopbical  Magazine  for  May  1857.  — Crvstal I o graphic 
notices.  Philosophical  Magazine  for  Juiy  1858.  — On 
the  employement  of  the  gnomonic  projection  of  the 
sphere  in  crystallography.  Philos.  Mag.  for  July  1859.) 

( 

§.  25. 

Zunächst  wollen  wir  nun  untersuchen,  ob  es  für  einen  Kry- 
stall  nur  ein  System  von  Krystall- Axen  und  also  auch  nur  einen 
Krystall-  Mittelpunkt,  oder  ob  es  mehrere  Systeme  von  Krystall- 
Axenund  demzufolge  auch  mehrere  Krystall-Mittelpunkte  geben  kann. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt,  des- 
sen Coordinaten  in  Bezug  auf  das  primitive  Axen -System  der 
x,  y,  z durch  f,  g,  h bezeichnet  werden  mögen,  ein  beliebiges 
neues  oder  secundäres  Axen -System  der  x' , y' , z' ; dann  finden 
nach  1.  8)  zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  i und  x' , y' , z'  die 
folgenden  Gleichungen  Statt: 

(x  — f)  + (y—g)  COS  (xy)  + (z  — h)  cos  (za:) 

~x'  cos  (xx‘)  + y'  cos  (xy')  + z'  cos  (xz1) , 

(x — f)cos(xy)  + (y— g)  + (z—h)  cos  (yz) 

=x'  cosiyx')  -\-  y'  cos(yy')  -f  z'  con(yz'), 

(x  — f)  cos  (ix)  + (y  — g)  cos  (yz)  + (z  — h) 

=x'  coa(zx')  + y'  cos(zy')  + z'cos(zz')- 
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Mdltipliciren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

- ? n . • • ' 1 


id'i UV;  ... 

dann  mit 

BOda  , 

e^  mit 

iSh]"*/  i'. 


a,  c,  b, 

C,  »,  A; 
B,  A,  <i ; 


und  addire  sie  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten  wir  nach 
li.  1),  2),  3)  auf  der  Stelle  die  folgenden  Ausdrücke: 


isnio»  .»■  . 
ad  daii. 

saos  Gua 

rf.V  y(y—9) 

•ll.JCTv  • 

.0  ••  , 

>dj  I 
i.;>i 


N(z-h) 


i) 

a | x'  cos  (xx‘)  -f  y’  cos  (xy‘)  -f-  z'  cos  (xz1)  j 
+ C(  x'  cos  (yx')  | y'  cos  (yy1)  + z'  cos  (yz')  | 
+ B | x'  cos  ( zx ')  -f  y'  cos  (zy')  + z'  cos  (zz') ) , 

C\x'  cos  (xx')  -j-  y'  cos  (xy1)  -f-  z‘  cos  ( xz ') ) 
+ ]B|a:'cos(ya:')-|-  y'  cos  (yy')  -f  z'  cos(^z')| 
-f  A | x'  cos  (rar'-)  -f-  y‘  cos  (zy')  -|-  z'  cos  (zx')  | , 

B | x'  cos  (xx1)  -f  y'  cos  (xy1)  + cos  (xz1)  | 
+ A\x'  cos  (yx')  + y'  cos  ( yy ')  + z'  cos(yz')  | 
+ <£  I x'  cos  (zx1)  -f  y'  cos  (zy')  + z'  cos  (zi1)  | ; 


no  die  Symbole 

a,  »,  tf;  A,  B,  C 

immer  ihre  aus  1.21)  bekannte  Bedeutung  haben.  Es  ist  also  auch: 

2) 


iV  (x — f)  — \ücoa(xx')  + Cco8(yx')  + Bcos(zx')\x' 

+ 1 a cos  (xy')  + Ccos  (yy‘)  + B cos  (zy')  \y' 

+ 1 a cos  (xz')  + C cos  (yz')  -f  B cos  (zz')  I z' , 

W(y—g)—  I Ccos  (xx') + B cos  ( yx ')  + A cos  (zx')  I x' 

+ 1 Ccos  (xy')  -f  B cos  (yy')  + A cos  (zy') ) y' 

-f  I Ccos  (xz')  -f  B cos  (yz')  -J-  A cos  (zz')  | z' , 

iV(z— A)  = \Bcos(xx')+AcoB(yx')-\-  <£  cos(zx')}x' 

+ { B cos  (xy')  -f  A cos  (yy')  -f  £ cos  (zy1) ) y‘ 

+ f B cos  (xz')  + Aco8  (yz')  + <f  cos  (zz')  j z*. 

Betrachten  wir  nun  eine  Ebene  des  Krystalls,  deren  Glei- 
chungen im  primitiven  und  im  secundSren  Systeme  respective 
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•Sofa: — ao)  + Lo(y— bo)  + Mo(z—co)  = 0 

und 

Ko'  (*'  - ao')  + La'  (y‘ -bo')  + W (*'  - co')  = 0 

sein  mögen,  wo  ao,  bo,  co  und  ao',  bo' , co'  die  Coordinaten  eines 
und  desselben  in  dieser  Ebene  liegenden  Punktes  im  primitiven 
und  im  secundSren  Systeme  bezeichnen  sollen,  so  ist  nach  2): 

iV  (ao  — f)  — | ä cos  {xx')  -f  C cos  (yx')  -f  B cos  (zx') ) ao' 

-f 1 ü cos  (xy‘)  -f  C cos  (yy')  -f  B cos  (zy1)  j bo' 

-f  |il  cos  (arj')-f  Ccos  (yt')  4 B cos(n')  jco', 

N (bo  — g)  — I C cos  (a;a:')+ B cos  (yx')  -f  A cos  (zx')  | ao' 

-f  I Ccos  (xy')+  B cos  (yy')  -f  A cos  (zy')  I bo' 

-fl  Ccos (xz1)  + Beos (yz‘)  -f  A cos (zz')  |co', 

N(co  — A)  = { Bcos(xx')-{-  A cos  (yx')  -f  € cos  (zx')  i ao' 

-f  | B cos(xy')  f A cos  (yy1)  -f  « cos  (zy')  | b0‘ 
A-{Bcos(xz')+ A cos  (yz')  -f  <£  cos  (zz')  ) co'; 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  den  entsprechenden  Glei- 
chungen 2)  subtrahirt: 

N(x  — a0)=  l ü cos  (zx')  -f  Ccos  (yx‘)  -f  B cos  (zx')  | (x‘  — g0‘) 

+ 1 il  cos  (xy‘)  + Ccos  (yy')  -f  ß cos  (zy')  \(y'—b0‘) 

-f  | it  cos  (xz')  -f  Ccos  (yz1)  -f  B cos  (zz') ) (z'  — c„  0 , 
!S(y  — b„)  = 1 Ccos  (xx‘)  -f  B cos  (yx‘)  -f  A cos  (zx')  I (x‘ — a0‘) 

+ \Cco*(xy‘)+T$cos(yy‘)+  A cos(zy'))(y'  — b0‘) 

+ ICcos(xz')  -f  Bcos(yz')  + A cos(k')  | (z'  —ca'), 
N(z  — c0)  = { Ccos  (xx‘)  -f  A cos  (yx')  -f  (£  cos  (zx1) ) (x‘  — a0‘) 

+ 1 B cos(xy')  -f  A cos  (yy1)  -f  <£  cos  (zy1)  \(y'—b0‘) 

-fl  B cos  (xz')  -f  A cos  (yz')  -f  £ cos  (zz')  1 (z1  — c0  0 ; 

und  weil  nun 

Ka(x— a0)  + LB(y  — b0)  + c„)  = 0 

die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x,  y,  z ist,  so  ist 
die  Gleichung  dieser  Ebene  im  Systeme  der  x‘,  y‘ , z'  nach  den 
obigen  Formeln  offenbar: 
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( '(*o-*  + £*0+  M„B)co*(xx‘)  j ; " K 1 

1 + (KoC  + Lo'B  M0A)  cos(yx')  I (x1 — aj)  I 

' + (A„B  + LaA-\-  ]M„it)  cos(zx')  ) I 

v k (A"üi*  + vV„B) cos (xy‘)  \ I 

+ j +(A'0C+L0»  + M0A)coa(yy‘)  |(y'  — 60')  1=0; 

' ~MKoB+It0A  + jtf0<£)cos(xy')  ) l ..1  ■ 

^ (A'0Ü  + L„C+  31., ß)  cos (xz'j  \ 

+ j + (A„C  + LoH  + M0A)cos(yz1')  I (i1  — c0')  | 

' + (Ao^  + L0A  + 3f0i£) cos  ( 22 ')  ) 
also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

V(*'-«o0  + V(y-V)  + CoO  = 0. 

welche  derselben  Ebene  entspricht,  vergleicht,  indem  G’0  einen 
gewissen  Factor  bezeichnet: 

3) 

t (KqA  + LqC -f  M0B) cos (xx‘)  1 
Ao<  — Go  j +(AoC+i/0B  -f  .W0/j)  eos(yx')  | , 

+ (Ai)  Ä + L0A  -f  jW„(£)  cos  (zxO  ' 

1 (^otJ  + L0C  E 31  0B)  cos  (.ryO  1 

j 3 (KoC  + B0B  + M0A)  cos  (yy ')  | , 

+ (A0B  + Z<0,nl  -f  iW0(f)  cos(zy') 

1"  (M  +Z/0C+  3f0ß)  cos(xz')  \ 

310‘=Goj  + (A0C|- A,®  -f  iV0/l) cos(yi')  > 

' + (ÜÄ  + BqA  -f  cos  (22*)  • 

oder: 

4) 

r A0  [fl  cos  (xx‘)  + Ccos  (yx1)  + B eos(zx')]  1 

V =^’o<  + Z0[Cces  (xx‘)  + B coa(yx')  + J cos  (zx')j  >» 
t +^/otÄcos(a:a:0+^  cos(yx')  + Scosfzx')]  } 

f Ao  [ fl  cos  (xy')  + C cos  (3^')  + B cos  (zyO]  } 

W = Go  < + E0[Ccos  (xy')  -f  B cos  (yy')  + A cos  (z/)]  C, 
f +M0[ß cos (xy')  + ,4 cos(yy')  + <£  cos  (zy')]  3 

SK0  [fl  cos  (xi1)  + Ccos  (yz‘)  + Beos  (zz')]  1 
+ A>  [ C cos  (xz')  -f  B cos  (y:')+A  cos  (zz')]  V 
+ iW0[  B cos  (.rz')  + /I  cos  (yzO  + tf  cos  (zz')]  3 
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Durch  den  Punkt  (fgh)  legen  wir  jetzt  drei  Ebenen,  deren 
Gleichungen 

f K‘(x—f)  + L'(y—g)  + M'(z-h)  =0,  ,,  ^ 

5) J K"(x-f)+L"(y-g)+M"(z-h)=0, 

( K’"(x-f)  + Lm(y-g)+Mm(z-h)=0 
sein  mügen,  und  nehmen  die  Durchschnittslinien  der 

lsten  und  2ten,  2ten  und  3ten,  3ten  und  lsten 

' V • "*«  r»’  f 

dieser  Ebenen  respective  als  Axen  der 

x1 , y1 , z3 

^ ■ r \ ~ f 

an;  dann  sind  nach  IL  38)  die  Gleichungen  dieser  drei  Axen  be- 
ziehungsweise : 

i -•  ?’’t  p 

x—f  y—g  t—h 


6) 


~ \ t'F—FM"  ~ FL"  - L‘F  ’ 


y—9 


z — h 


si'-e  wt' 


L"M”  - M"L'"  ~ M"F  - FM 

JLlQL 


x—f 

L'"M'—M"L' 


z FL"' —L"F  ’ 
2 — k 


MmF—F"M‘  ~ FL'— VF' 


Setzen  wir  nun  aber 


X'"  = & cos  (XX*)  + Cc os  (yx 0 + B cos  (zx1), 

Y1’  = Ccos  (xx')  + T$  cos  (yx')  + A cos  (zx‘) , 

Z‘  =B  cos  (xx‘)  + A cos  (yx')  -f-  ff  cos  (zx') ; 

X‘"‘  = & cos  (xy1)  + C cos  (yy‘)  -f  B cos  (zy‘) , 

Y"'"  = C cos  (xy‘)  + )3  cos  (yy‘)  + A cos  (zy‘), 

Z"’"  — B cos  (xy‘)  + A cos  (yy1)  + ff  cos  (zy‘) ; 

X"-'  = a cos  (xz‘)  + Ccos  (yz‘)  + B cos  («0 , 

Y'"'  = Ccob(xz')  -f  15  cos (yt3)  + A cos(zz‘), 

Z'"'  = Bcob(xz‘)  + A cos  (yz>)  + ff  cos  (zz‘) ; 

so  sind  nach  I.  23)  oder  24)  die  Gleichungen  der  Axen  der  x',  y' , z' 
auch  beziehungsweise: 

- x—f  y—g  _ A 

~TT—  Y'"  — ZV'*  : 
x — f y—g _ z—h 
JY  *ft  — Y*',r  9 

x — f y — g z—h  # 

x.  ..  „r  t v r ~X’*7  — Y 9 

uj  ■ , ' Vji/'iT  ' • > 
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and  es  ist  also  nach  6),  wenn 

G',",  G",m , G" V 
gewisse  Factoren  bezeichnen: 

7) 

X‘,"  = G‘,"  (L‘M"  - M'L”) , T' » = G‘,"(M‘K"  - K‘M") . 
V,”  = G\"  (K'L*  - L'K") ; 

X"”  = G\"'{L"M‘"- M"L") . Y°.m  = G",”(M"Km—K"Mm), 
Z",m  = G",m(K”L " - L"Kmy, 


X V = Gm,‘  (LmM‘ — M"'LI) , ¥",•=  Gm‘  — Km]Ur) , 

Z",'=  Gm,l(K”L/-LmKl); 

wo  die  Factoren 

GV,  G",m,  G",' 

aas  den  folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind : 


8) 


itf'i")  cos  (*y) 


+ 2(Jf'AT"  - Ä'itf ")  (tf'Z,"  - £'£")  cos  (y*) 
+ 2(Ä'2/r  —£'**)  (L'M'-M'L»)  cos  (*r), 


=(L'Mm-M”Lm)*  +(M”Km-K”fir)*+(K"Lm-L"Km)* 


+1(L'Mm-M"ir)(M"Kn’-K'M")co8(xy) 
+‘2(M"Km-K"Mm)(K"L'"-L"Km)cor,(yz) 
+2  (K"Lm-LnKn)(LnMm-M"Lm)  cos(sr). 


+%LmM‘-MmL‘)(MmK‘-KmMl)co&(xy) 
+'2(MmK‘-KmM‘)  (KmL‘—LmKl)  cos  (yz) 

+2(KmL<-LmK<)  (LmM‘-M"'L>)  cob(zx). 
Theil  XXXIV.  14 
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Zur  Bestimmung  der  Winkel 

(xx1),  (yx‘) , (zx‘)\  (xy1),  (yy‘),  (zy')i  (xt‘) , (y-1),  («') 
hat  man  aber  nach  I.  32)  die  folgenden  Formeln: 

0)  ' 

X\"  + F',"  cos  (xy)  + Z‘,"  cos  (zx) 

cos  (xx‘)  — — ■ jy » 

X',"  cos  (xy)  -f  F',*  + Z',"  cos  (yz) 
cos(yx')  = • 

, „ X‘,"  cos  (zx)  + Y‘"  cos  (yz)  4-  Z',"  . 

cos(r:r)  = — ’ 

X","'+  Y",m  cos  (xy)-\-Z",m  cos  (za:) 
cos  (^y')  = ]V 

, Xn,'"cos(xy)  + Y";"  + Z",mcos(yz) 

cos (yy)  = N ' ”*  ’ 

. „ X","'  cos  (zx)  + cos  (yi)  + Z","‘ 

COS  (21/')  = — 2V ; 

, X'",1  + Y'";‘  ttts  (xy)  + zn7  cos  (kt) 

cos  (xz1)  = » 

. . X'",1  cos  (xy)  + Y"',‘  + Z”V  cos  (y:) 

cos(yi')  = ]y > 

, „ X'",<eos(tx)+Y'",'cos(yz)  + Z"1/ 

cos  (12')  = • 

f 

Zur  Bestimmung  von 

K0‘,  L0‘,  M0‘ 

hat  man  nun  nach  4)  und  dem  Obigen  die  folgenden  Formeln: 

= G0(K0X‘,n  +L0Y‘,"  +M0  V,"), 

L0‘  = G0  (K0Xn,"‘*  L0  Y"‘"  + M0ZH,"‘) , 

G0 (Ko *"74-  LoY“','  + MaZ‘“‘) ; 
oder,  wie  man  wegen  der  Gleichung 

K0‘(x<  - oo0  + L0‘(y‘-b oO  + IU 0'V  ~c0 0 = 0 
offenbar  kürzer  setzen  kann : 


10)  . . . 


| K0‘  = K0X',"  + L0 Y‘,"  +3t0Z<’, 
V = K0X",‘"  + L0  Y"‘"  + M0Z",‘“, 
[ M0‘=K0X'“,<  +L0Y‘",‘  f ü/0Z"7. 
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Sind  jetzt  die  drei  durch  den  Punkt  (fgh)  gelegten  Ebenen,  de- 
ren Durchschnitte  die  Axen  der  x‘ , y‘ , z'  bestimmen,  drei  sich 
schneidenden  Ebenen  des  Krystalls  parallel,  so  ist  nach  §.24.: 

K‘  — x‘K,  L‘  =VL.  H1‘  = 

K"  =x"K,  L"  = X"L,  M“  =zy."M-, 

Kw  = x‘“K,  L‘“=X‘"L, 
wo 

x',  V,  p,';  x",  A",  n";  X111,  X1“,  (*'" 
rationale  Zahlen  sind.  Also  ist  nach  7) : 

11) 

X‘ =G,,u(l,tL“-ti‘X")LM,  y,“  = G‘,“  y x"  - X V")  MK, 

Z',"  = G',"( x'X"  - i'x")  KL ; 

Xu,"‘=G,l,w(Xl,gdl,—ti"X",)LM,  Y",‘"=  G",*'y x‘y“)MK, 
Z", = G",'"  (*"!'" — A'V")  KL ; 

x1",1 = c"V(iwy — (*'"*')  , -F"',' = G"vy"*'  - x»vo  iißr, 

Z"7  = G"Y(x'"A'  - V"*')KL-, 

wo  G',",  G","' , GMV  aus  folgenden  Gleichungen  bestimmt  werden: 

« ; ■ ■ • (*)’ 

=aV'-^A'0*X8A/s+  o*'*"—  x'p")2  A/2A2  + (x'A"  — AV'fAXL2 
+ 2 (iy ' — f»'A")  (fi'x"  — s>' ')  KLM1  cos  (xy) 

, + 2 y*"  — x V")  (x'A"  — A'x")  A*X  4/  cos  (yt) 
+ 2(x'i''  - A'x")  (Ay'—  p'X‘')XL*Mcoa(zx), 


—(Xt<iiJIJ—ii.llX,ll)iIßMi+(n<<x"l-x"nlll)'2MtK*-Hx"Xt,t-X,'x"l)tKiL't 
+2(l,lfi1“r-tL'>V/‘)(li“x‘,l-xuti'<')KLM*co*(xy) 
-\-'l((n.,‘x,l,~x11  p“l)(x,lXl“—Xl‘xlll)K'lLM  coa(yz) 
+ 'i(xllX,“-X"xl,l)(X,,g,“—y.,lXl,l)KL2M  cos(zar). 


=(A''y-y''A<)2L2jV2+y,V-x"y)23/*A2+(x"'A'— A"V)2A2L2 
+2(A"y— fi"'A')  (fi'"x'-x"y)  KLM*cos  (xy) 
+ 2y"x' — x"y)  (x"'A' — X"1*1)  K%LM  cos  (yj) 
+ 2(x"'A'  - A'"x')  (l«y  - ft"!')  AX*Jf  cos  (**), 

14* 
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Weil  aber  nach  §.  24. 

, JJ' " ’ i i*  .*  t. 

K0  = x0K,  Lq  = h)L>  M0  = p0M  iiJuisyi A 

ist,  so  ist  nach  10)  and  11): 

<l»d  isib 
~ , ..  s 1 1 e j g 

V=l*o  av"  - f*'A")  + A,,  in1*”  - '(*')  + Fo  (*'!"  - A'*'')  1 V/tfLM, 


.¥„'=!  «öa%'-(i»iO  + + Po(*WA'-iV>  1 GV  «-»• 

m .,  1 ! ^ --  .ÖÄ 

Weil  nun 

*„(!>" -p'A")  + W*"  - *V")  + f*o(*'A*  - AV'),  V' 
xü(iV",-^"A"')  + W'«"“  *>'")  + f«  (x"Am  A"x'") , 

xJ/LV-V'A')  + A0(f."'*'-  *'V)  + f*o(*WA'  - 1*V) 

■’  3 • (f  , fWU  jV 

rationale  Zahlen  sind,  weil  ferner 

G‘,",  G",1",  G“‘,‘ 

. . ■ J 'jb  Jto. 

von  der  Lage  der  durch  die  Gleichung 


K0(x — a0)  + L0  (y  — f'o)  + «»(* — co) — 0 

charakterisirten  Ebene  gar  uicht  abhängeu,  also  für  alle  Ebenen 
des  Krystalls  dieselben  sind,  und  weil  es  endlich  nach  dem  Obi- 
gen auch  offenbar  verstattet  ist,  diese  Grössen  als  positiv  anzu- 
nehmen; so  sieht  man,  dass  man  für  alle  Ebenen  des  Krystalls 
setzen  kann : 


Ki>t=*0'.G,,"KLM,  L0‘=  V-  G"  "KLM , MJ  = ^'.Gn,,'KLM; 
K x‘=*l‘.G‘,"KLM,  L,‘  = K'.G”:"KLM,  Mv‘  =H‘  .Gm  ,'KLM; 
Ki‘=h‘G',"KLM,  Li‘  = li'.G",mKLM,  Mt‘  = .G"  ,'KLM ; 
KJ^h'.G'SKLM,  Ls<  = V-  G" KLM,  Mz‘  = h'.G'«,‘KLM-, 


WO 

V» 

*1. 

u.  s. 
*»> 

W., 

**  I ■■”> 

V 

"*  .»  • /, 

v. 

V. 

V. 

V. 

Xi 

i •.  ' 

h‘. 

h‘> 

f**'. 

Pt',.... 

■•V 

positive  oder  negative  rationale  Zahlen  sind.  Dies  fuhrt  unmittel- 
bar auf  den  folgenden 
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Satz. 

Jeder  beliebige  Punkt  kann  als  Mittelpunkt  des 
Krystalls  angenommen  werden,  und  die  drei  Durch- 
schnittslinien  jeder  drei  durch  denselben  gelegter, 
drei  beliebigen  sieb  schneidenden  Ebenen  des  Kry- 
stalls paralleler  Ebenen  sind  Krystall- Aren. 

Weil  nach  7)  und  10)  allgemein,  nämlich  für  jede  drei  durch 
die  Gleichungen  S)  charakterisirte  Ebenen : 

V A f,  ,\  14) 

K0‘  = G',"\  K0{UM"  - AVL")\Lü(Ai‘KH-K‘Al")\Ma(K,L"  -L‘K")\, 

L0‘  = G",m  { Ko  ( L"  Al - Al"  L"')  +L0(M"Km-K"  Ai"') 

+ M0(K"L"-L"K")  J. 

M0‘=  Gm,l\K0(LmAll-M"lLl)ALa{M,"Kl-K'nM‘)\M0(K"'L‘-LmK‘)  I 
ist,  und,  wie  schon  erinnert,  die  Grössen 
G‘," , G",'" , G"',‘ 

von  der  Lage  der  durch  die  Gleichung 

K0  (x  — a0)  + L0  (y — b0)  + Ai0  (i — c0 ) = 0 

ebarakterisirten  Ebene  ganz  unabhängig  sind,  so  würde  man,  um 
zu  prüfen,  ob  die  Durchschnittslinien  der  drei  durch  die  Glei- 
chungen 5)  charakterisirten  Ebenen  Krystall- Axen  sind,  nur  zu 
untersuchen  haben , ob  es  drei  positive  rationale  oder  irrationale 
Grössen 

K,  L,  M 

*.r  ■ 

und  solche  positive  oder  negative  rationale  Zahlen 


V. 

*s'. 

y. 

V. 

y. 

V. 

V.. 

Po'. 

Pi'. 

Pa'. 

Ps'. 

p*'. 

giebt,  dass 

Ko(L'M”-M,L,r)  + L0(M'K“-K‘M“)  + A10(K'L“  - L'K“)-x0‘k, 
Ky  (_L‘M“-M‘L“)  + Ly  {M‘ K“ — K‘ Al“)  + Alx  (K<L“—L'K“)~  *,'K, 
Kt(LlM"—Al,L“)  + L3(M,K“-KIM“)  + Al^KL“ -L‘K“)^r^  K, 
Kt  (UM“-  A1‘L“)  + L3  (Ai'K“-K‘M“)  + M3  (ir'L"-L'Ar")=*5'K, 

u.  s.  w. 
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ferner 

Kt(L'‘Ml"~M“Lm)+L0(M"Km-K"M"')+M0(Ki,L"—L,lKm)^X0lU 
Ky  | Mt  (K"L",-L“Km)^Kl‘L, 

Kt(L,lM"'-M‘‘L'")+L2(MllKm-K"M'"nM2{K,lLm-Ll‘Rm)==X%,l., 


Kti  (L‘"M‘ — M'"L‘)  + L0(M‘"K‘-R"M‘)+  Ma(K‘"L'—L‘"R')  = ft0'M, 
Ky  — M'"L‘)  + Ly  ( MmK'  - R'"M)  + .V,  (R’"L‘  - L"’K)  = ft,  'M, 
K2(L'"M'  — M'"L‘)  | Lt(M'"R’-RmM‘)  + M2(K'" L‘ — L“' K)  = 

Kyy  ( L'"M ' — M'"L‘)  | L3(M'"K‘  - R'"M‘)  + MZ(K”’L‘- L"‘R)  = ft3'\1. 


u.  s.  w. 

ist.  t 

§.  26. 

Unter  einer  Zone  versteht  man  einen  Inbegriff  von  Ebenen 
eines  Krystalls,  welche  sich  säramtlich  in  lauter  parallelen  Ge- 
raden schneiden,  und  also  einer  und  derselben  Geraden  ini  Raume, 
welche  die  Zonenlinie  genannt  wird,  parallel  sind.  Alle  einer 
und  derselben  Zone  angehorende  Ebenen  werden  tautozonale 
Ebenen  genannt. 

Zuerst  und  vor  allen  Dingen  müssen  wir  untersuchen,  welche 
Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  drei  Ebenen,  deren  Glei- 
chungen 

!K0(x  — a0)  + L0(y  — ba)  + ü/0(i— co)  = 0, 

KyCr  — Oy)  + Ly(y—t>,)  + My(t  — C,)  = 0. 

K2(.z— a2)  L2(y — b2)  + M2(i—c2)  = 0 
sein  mögen,  einer  Zone  angeboren  sollen. 

Nach  11.  38)  sind  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinien 
dieser  Ebenen: 

x qp»!  y ‘ ^o»i ~ gptt 

LqMi  — M0Lt  M KqIU | K0Lt  — 

x ~~~  (i\  <2 y b\  *2,  * >2 

Kx  ~~  KJuej,  —'LiK2  * 

X — Q<ii o y “*  ^2^5 * ' 

L2  IUq  — Tjq  — K.Q'DJq  K 2 Eq  — • jL>>  Kq 
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und  die  Bedingungen  der  Parallellität  dieser  drei  Linien  sind 

nach  I.  58) : 

IL„Mx  Mqhx  — Kq  hli Kq  Ij\  — I .qA-, 

Lx  V 2 — J/ | MXK% — Ki  'M2  KXL2  — L* j A*2 

^ — ji/i  />2  jW,Äj — A'iA/a A'i  />2  — Z,Ä4 

L2Mq  ji/jÄTj  ■ — K2Mq  h,I.it  — t.-.Ky, 

J . M q M2I*a  M2  A(t  — K2Mq  K.xL*q  — Ij^Kq 

' LUMX — .Vj) /-|  ,17 q Äj — KqMx  KoLx — LqKx 

Dass  das  dritte  System  aus  den  beiden  ersten,  überhaupt  jedes 
System  aus  den  beiden  anderen,  durch  blosse  IVIultiplication  folgt, 
übersieht  man  auf  der  Stelle.  Aber  leicht  lässt  sich  zeigen,  dass 
das  dritte  System  schon  eine  Folge  bloss  aus  dem  ersten  Systeme 
ist.  Denn  wegen  des  ersten  Systems  ist,  wenn  G einen  gewis- 
sen Factor  bezeichnet: 


Lx  M2 — Mx  l*\ — G (L0MX  — M0Li) , 
MiK%^KxM%  = G{MüKx  - Ku Mi ) , 

K\L2  - Li Kx  —G (KqLi  — L0KX) ; 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Beihe  mit 
K0 , La , Mq 


raultiplicirt : 


K0LX  M2-KaMxL2  = G(K0L0MX -K0M0LX) , 

L,iMxK2  — L0KxM2  = G(LüMuKi -L„K0Mx). 

MJCiL,  — MaLxK2  = G (MqKi)Lx  — M o Lu  Aj ) ; 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  je  zwei  durch  Addition 
mit  einander  verbindet: 

(K0LX  - L0Kx)M2  + (KtL0-L2K0)  Mx  =- GM0(K0LX  — L0Kt), 
(LaMx  - M0LX ) K2 + {L%M0  - M.LJ  Kx  = - GK0(L0MX  -M0LX), 
[M0KX  — K0Mx)L2  4 (M2K0  — K2M0)Lx  — — GL0(M0KX  — A0 ,77, ) ; 


also: 


I.tM0  - — MtL0  v- 
M2Kq  — K2  Mq  — ■ 
H2Lq  — LjAj,  = 


K2  + GKp 

Hi 

Li  + GL0 
Lx 

m2+gm„ 

Mx 


(L0Mx  — MqLh)  , 


(M0KX  - K0MX), 


(*o  Lx-L0Ki). 
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Aus  den  Gleichungen  vst 

LyM2-MyL2  = G(LaMy  - JUoLy),  ({fe 

Mx Ä* — X, M%  = G(M0KX  - K^My), 

Kx  L2  — hl  Aj  = G (KqLi  — LqKx) 

folgt  aber : 

(iWa+  GM0)LX  = (Z**+  GL0)My,  , 

(Aj  +•  GKq)  My  — (M2  + GM0)  Ky , ••■uim  n?j^_ 

(Xj  -f  GL0)  Ky  — (K2  X GKq)  Ly ; i «wjjnuda 

also  : A oon 


+ GK0  X*  + G’X0  /»/2  + GM0 . 

Hy  ~ Ly  ~ My  ' 

folglich  nach  dem  Obigen: 

L2M0-M2L0  MtKy—KiMo  ÄjLo-XjÄ,  <lt 
h0My  - MyyLi  “ ~ KyyLy  -L0Ky  ’ 

wie  bewiesen  werden  sollte.  Man  sieht  also,  dass  aus  jedem 
der  drei  Systeme  17)  die  beiden  anderen  folgen,  wovon  die  Noth- 
wendigkeit  auch  aus  ganz  einfachen  geometrischen  Gründen  auf 
der  Stelle  erhellet. 

Man  kann  die  Gleichungen  17)  in  der  Form  von  Proportionen 
auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

18) 

LaMy  — ia0Ly : M0Ky  - KyyMy : XyX,  - L0Ky 
= LtM2-  My  X, : Ml  — Kt  M2 : Kt  Lt  - X,  X* 

— L2Mq  — M2Lq:  M2K0 — K2 Mq : K2 L0 ; X2Xy. 


Sind  die  drei  Ebenen  dem  Systeme  der  Ebenen  eines  Krystalls 
angehörig,  so  ist 


Kq  — x o-K,  X0  — AyX,  M0  — PoM ; 1 ' 

Ky  =*jX,  Ly—lyL,  Mi=Z.piMm, 
K2=^x2K,  L2  = X2Li  M2  = p*M ; 

also  nach  17) : <J  r 


/ Vl  ~ P.A  _ fa*l  - XqUi  _ Xnli—XyyXy 
f*A  f*l  *i  — *1  f*2  X|Aj 1|X4 

^1  f*a — _ IhXs  — *1 Pa  __  x2  , 

0 1*2*0  f%*0  — *2f*0  X2^0  — X2x0‘ 

o — H*o  _ m«o  — X2p0  _ Mf, 

*of*l  f*0*l  XotlI  i . *0*1 *0*v 
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oder: 

20)  ...  . loft  — f*o*i!**o*i—  *of*i:*o*»  — *0*1 

= — *1*» 

• ,,  K t ,*  . • 

— o ~ f*»^o : f*a*o  *af*o : *u^o  — ^»*o- 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  vorstehenden  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  sind  die  Bleichungen  der  Zonenlinie  die  Glei- 
chungen 16),  oder,  unter  Voraussetzung  eines  Systems  von  Ebe- 
nen eines  Krystalls : 


21)- 


/ K(x—  o0„)  _ L(y—b0, ,)  _ M(z—c0, ,) 

I^ofH  — f*o^i  f*o*i  — «oft  *o^i  ^o*i 

K(x  — aty)  _ L(t/  — bv^  _ JU(z—c,ft) 
i Alf*« — f*ixa—  *if**  *i*» — *i** 


-(iJv/.  S*‘ i 

«der: 


f K(x—atM)  L(y  — bt,0)  M(z  — cm). 

MV,-'  ■= = r- - — = — 7 r - - > 


1 Vo  — fA  “ f*»*o  ~ Wo  *t*o  — *»*o 


f*o*t—  Wi 
L j 


y — b,,t * — tu 

^lPs  — («1^  »I  f**^  ’ 

x gi>o y — ^i>o * — tjip 


* **"*  5p»l  , 
f'Spll ^0*1  \ 

^ M ) 

‘-Cfl 


f*»*o — *%Ro\  ( *t^o  — ^»*o  \ 

^ / v »~v 


Die  Coordinaten 


°0»l  » ^0»1»  ^0>i  i flm>  ^I>1 5 at>0>  ^2»0»  C|J0 

V-,  ,11-' 

bleiben  natGrlich  willköhrlich,  da  man  sich  die  Zonenlinie  durch 
jeden  beliebigen  Punkt  ira  Raume  gelegt  denken  kann. 

Wenn  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden 

oo\  x—a  y~6  * — « 

• ■ * “ £ - ai 

sind,  und  die  Gleichung  einer  Ebene 

23)  . . . A'0(*-iio)  + Lo(y-6o)  + :Wo(zo-co)  = 0 
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ist;  so  kann  die  Frage  entstehen,  ob  diese  Ebene  einer  Zone 
angehürt,  welcher  die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte 
Gerade  als  Zonenlinie  entspricht.  Dies  wird  offenbar  der  Fall 
sein,  wenn  die  in  Rede  stehende  Gerade  und  die  in  Rede  stehende 
Ebene  einander  parallel  sind,  oder  wenn  eine  durch  den  Punkt 
(aab0c0)  der  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirten  Geraden 
parallel  gelegte  Gerade  ganz  in  die  durch  die  Gleichung  23)  cha- 
rakterisirte Ebene  fällt.  Nach  I.  68)  sind  aber  die  Gleichungen 
der  durch  den  Punkt  (o060c0)  parallel  mit  der  durch  die  Gleichun- 
gen 22)  charakterisirten  Geraden  gelegten  Geraden  offenbar 

x *o0  y b0  z c0 

x — e ~ m ’ 

und  die  Bedinguitgsgleichung,  dass  diese  Gerade  ganz  in  die  durch 
die  Gleichung  23)  charakterisirte  Ebene  fallt,  ist  folglich: 

24) »Äo  + CI^  fJttd/o  = 0, 

welche  Gleichung  also  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  durch  die  Glei- 
chung 23)  charakterisirte  Ebene  einer  Zone  angehören  soll,  der 
die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte  Gerade  als  Zonen- 
linie entspricht. 

Die  Gleichung  24)  pflegt  man  die  Zonengleichungzu  nennen  *). 


*)  Gewöhnlich  betrachtet  inan  die  Gerade  22)  als  Dnrchscliaitts- 
linie  zweier  Eibenen  des  Kristalls.  Sind  die  Gleichungen  dieser  beiden 
Eibenen 

jr1(ar-o1)+^.(y-*.)+Af.(s-f.)=o, 

— «»)+£»  (V— *s)+4fs(S-C,)  = 0; 

ku  ist  zu  setzen: 

8 — A'.JT,,  VH  = K1L%  — L1Kt-, 

und  die  Zohengleichung  wird  dann  : 

A0  (£ , df,  - » ,/-„)  + Z„  (.♦/,  ft,  - h\  V„)  + ,Vr,(h'IL,-L,ft,)=.0, 

also,  weil,  insofern  die  Gleichung  23)  die  Gleichung  einer  Eibene  des 
Krystalls  ist, 

4*o — Lo  — * 4f# — p„H ; 

K1  = x,  A-,  = 

fi , . - - jt , f( , f - . ■ i,  f . H o —g,  .W 

ist : 

*o  O-i f*2  — /4l^z)  + 4o(i“i*i  **i/*i)  4 Po  (*]ia  — ^iX2)  — 0. 
ln  diesem  Sinne  ist  es  richtig,  neun  Naumann  (Elemente  der  theo- 
retischen Krystailograpliie.  S.  48.)  sagt,  die  Zonenglcichung  sei 
von  den  Grund  - Coefficienten  (Grund  - Parametern)  unabhängig. 
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Sollen  die  drei  durch  die  Gleichungen  15)  cbarakterisirten 
Ebenen  einer  'und  derselben  Zone  aogehören  können,  so  muss 

nach  24) 

■&Ka  + $.L0  + mM0  = Ü, 

»JE!  + £Ir,  + in.w,  = 0, 

»ir1  + £La  + m>/a=o 

sein.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber,  wenn  man  dieselben 
nach  der  Reihe  mit 


Ej .llj f,*2 > LtM0-MaL0, 
multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  die  Gleichung: 

25) 

— Hi^j)  "1  AT|  {L^Mq  — -j-  MqIsi)  — 0, 


L#(i/IÄ,-JE1itf1)  f L.  (M^-S^Vo)  + (M0Kt  -Ar04f,)=  0, 

oder: 


27) 


M0 {Ki L% — LlKi)  -|-jW1(ä2Z<u  — L2K0)  -1  M^{K0Li — LqKi) — 0; 

und  jede  dieser  Gleichungen,  die  natürlich  nur  verschiedene  Aus- 
drücke einer  und  derselben  Gleichung  sind,  muss  also  erfüllt  sein, 
trenn  die  drei  durch  die  Gleichungen  15)  cbarakterisirten  Ebenen 
einer  und  derselben  Zone  sollen  augehören  können. 


Für  Ebenen  eines  Krystalls  werden  die  vorstehenden  Glei- 
chungen : 


28) 


*U  (*i  Pa  — Pi U + *i  (Vo  — P**o)  + *z(*oPi  — Mi)  = 0, 

*o(l“i*a— ^ + *i  (Ps*©  — *aPo)  + **(Po*i  — *i>Pi)=0> 
Po<*l*s“ *i*i)  + Pi  (Mo~ ^**#)  + Pa(M»— *o*i)=0- 


§.  27. 


Wenn  wir  den  von  den  beidgp  durch  die  Gleichungen 


K0  (x  — a0)  + La  (y — b0)  + M0  (i — c0)  = 0 , 
K,  (x  - a,)  + L,  (y  — 6,)  + Mt  (i— c,)  = 0 
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cbarakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  durch  F0,|  be- 
zeichnen, und  der  Kürze  wegen  * ■ ? r ' . el 

30)  v 

' t>niK 

F0„  =(KoL , —LqKj)*  + (LaMt -MtLtr+WoKs 

+ 2 (LoAf,  - MMWoKy  - K^lUi)  cos(xy)  A 

+ 2(^0K,  - _ L0K,)c os(yz)  A 

+ 2(K<A  - L«Ki)  (L0Mi  - -AW  (**) > ' ; 

31)  . . . jy011=il^ÄI+*L0L1+tfdM*i  ,,  . 

•'  -fl  Hob  i>sli 

A(L0Mi-\- MqLi)  -f  B {MÜKX  -f  + C(KqLh  + /-o^i) 

; <vl  . .. 

setzen,  so  ist  nach  II.  25): 

vp  ' d •••5k  i 

32)  tangF0,1*=lr^; 

"oi 

und  ganz  eben  so  ist,  wenn  F0„'  den  von  den  beiden  durch  die 
Gleichungen 

\ K0‘(x-a0‘)  + L0‘(y-b0')  + M0\z—c0‘)  = 0 , 

33)  . . ■ j 

( V(*-«i')  + Li  '(y  - bl  ')  + '(x-C!-) = 0 

cbarakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet,  nnd 
der  Kürze  wegen 

34) 

F0fl‘=  (KoW- Lq'K,  ')»  + (WM, Mo'L.r  + (M0,'K1'-K0'Ml? 

+ 2(Z,0'Jt/j'-  JIf0'L1')(Jtfe -Ki'—  V^i')cos(ary) 

+ 2(Jlf0'lC,'—  (*o'V  ~ In'K,')cos(yx) 

-f- 2 (V/,, ' — LoKi)  (Lu‘Mt ‘ — Jtfo'Ei^cosfza:), 

35)  . . . ff0ll'=ÜÜVV  + »VV  + 

+ iMo'I-iO +ß(M0'ir1'+A’o'^i')  + C(Äo'L,'  + JW 

gesetzt  wird : 


oß,  , r ,» iyF0„< 

36)  lan8  'on  — ij  i%’ 

"0»l 

Also  ist : 

37)  . . . tangF0,1*:tangF0,1'*=^L:^4 

“Oil  “0>1 

oder:  ' / 
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F /Ft  \* 

38).  . . (angF0„*:tangFl,'*3sgl:(g)  ■ 

Sind  nun  die  vier,  durch  die  Gleichungen  29)  und  33)  cha- 
rakterisirten  Ebenen  tautozonal,  so  ist  nach  17): 

AqL,  JLt^K\  7A> M | — M0Lt  M0 KX  — K0M i 

Kx  L0'  “ I*i  Ä*/  LuMq* — 47,7*'  ^Äo' — K\Mq 

KXLJ—LXKJ  _ LxMa‘ — MiLf,'  _ iW,V— *i»o' 

VV-  A/*i*  - X-o'd/,'-  A/0'V  - - Ao'd/,'  ’ 

also  durch  Multiptication : 

Ä'„ 7>i  — 7^i 7 0 ;W j — )f/0Z/j  MqKx  — • 

VV— W ~ I*'AT|'- Ma‘Q  — M0‘Kt>  - VjWi'' 

Folglich  können  wir  offenbar 

IA07i  — - l*o^\  “ mG0„ , 

LoMt-MoL^kGo*, 

M0KX  — K01U1  = /Gu,i 
and 

Ke-Lt-  -Lo'J^'zzmGo*', 

•■40).v,'.  . . Ljty-MtfLS^kG^. 

*0*1  ' = /««' 

setzen,  woraus  sich  ferner  nach  30)  und  34) : 

41) 

F0„  = | m9  -f  k*  + /* + 2k/ cos  (xy)  + 2/m  cos  (yz)  + 2mk  cos  (zx)  | G0>1*, 
Fo,!  '=  | ma + k*+  /* + 2k/ cos  (ay) + 2/m  cos  (yz)  + 2 mk  cos  (zx)  I G0ll ** ; 


also: 


and  folglich  nach  38): 

*»•  • • 

ergiebt.  Also  ist: 

44) 

G H 

val.  abs.  taug  VQtl : val.  abs.  tang  Von  '= val.  abs.  : val.  abs. 

**0»l  "0»1 
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Geboren  nnn  alle  vier  Ebenen  dem  Ebenen - Systeme  eines 
Krystalls  an,  so  ist: 

!Kq  ss  XqÄ.,  Jjq  = Xq  1* , Mq  — f*o^> 

Kx  = 1|  = ijL,  Hi  — fijJW 


nnd 

46)  . . . 
wo 


V = k0‘K  f JjQ‘  — Aq'D,  M0‘  — Pa'M; 

V = V£> 


*0  > ^0 » f*0  i *1 » ^1  > 1*1  > *0* > V'  1*0* ">  *1  > ^1  » f*l 


rationale  Zahlen  sind ; also  ist 

KqIji  JjqKi  — (Vi  ” wi G'o,t » 

Lo^i  — M0Lt  = (loft!  — fioli )LM—  kGo,x , 

MoZt  — Kp!Ux  — (fto  *i  — xof*i)  MK=  IGihi 

und 

JTo'V  -Xo'X,'  =(x0'11'— 1o'xi')*L  =mGo,l', 
Lo‘Ml'-Mo'W~(^>W—llo'li')LM=ltGo,1t, 

folglich : 

_ Go’t  _ *0*1— ^>*1  _ yo*l  __  W*1  — *01*1 

' Cf  Oll'  — Ko'li'— Ao'»i'  ~ lo>l'—  f*o'V  flo'V  — *0>i'  ’ 

und  daher  >.--7  ein  rationaler  Bruch.  » 

G 0,1 

Für  //0,t  und  H0il'  erhält  man  nach  31),  35)  und  45),  46)  die 
folgenden  Ausdrücke : 

48)  . . . «0,1  = xo)t14»A'*+Mi»‘fc*+ 

+ + f*o^i  )ALM 

• + (ftos,  + xojx^BMK 

+ (*oli  + lo»i)  CÄ 


49) Äo„'  = so'*i'4l^a-Mo,li'»Ba+KfH/tf^a 

+ (Vf*,'  + f*o'li')^B^ 
+ (f*o'V  + so'fti')  jßilfA' 
+ (*oV  + loSO&SX. 


Digitized  by  Google 


Neue  Theorie  der  gerade»  Linie  im  Raume  und  der  Ebene.  215 

Nach  dem  Obigen  ist  »bet: 

ji)f_  kGo*  kG o,|' 

“v,— — Wj*i ' — fto'A, ' ’ 

]ffK=  ^0,t  — *<*».' 

f*0*l  — *01“  1 Ho'*i ' — *0>i ' ’ 

KJj  ^ «0.1  mGo.j  # 

*odi  — ^o»i  ~ *o'V — W*,'’ 

als«: 

M)„  = «oX^’+WiBZ*  + ja0 
I ^ , ,po*i  + *0fh  „ «oii+Ao*,  _ „ 

+ <*  io,*,  Vo«i-V,  fm  xoir-^*,  C)  6o" 

und 

//«„'  = *0%'üAa  + A0'Ai'»/v*  + /10%'ttM* 

+ aj^'tgoV  ^ . I *oW+*oW  ß.  m fh'  + w n r , 

+ %V,'-KV  + V«v "+,%/v~VV°  6<”i  • 


Fenier  ist  nach  dem  Obigen  offenbar : 


und: 


ach  ist 


^of*l  — 

KLM 

k 

' Von  ’ 

KLM 

l 

* Co«  ’ 

KLM 

m 

G0,x 

*0  f*l 

f*0  Ä1 

k 

^0>I* 

PoV 

~»oW 

ALjtf 

,i 

^nn  ‘ 

c 

X 

— W 

KLM 

m 


*o»i 


(x0A,  A0*j)  (X0fii  — f*o^i)(f*oKi  — *ofh)  ( KLM )*  = klm  <?0„s 

und 

(*»V-  W)  ßoW-  Po%')  (p»%'-*o‘Pi ■) (KLM)*= klm  G0>1 
also : 
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,,  — *o*i)(*oPi—*»o*i)0*o*i— : *"Pi)  (KLM\ 

- Äfoi  ' VGon  ) 


and 


- , (»nV-V»lO(Vl*i*-Po'*lO(f*oV-«o>lO  (KLM\\ 

G«-»  = kUn  \ G0,i  ) 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

..  _ (*01|  — ^»»i)(^nl*t  — fta*i)(f*°*i  *»<*») 

50)  . . «o»i  = khn 


und 


...  _ , (VV  — W(W  (*°*^i*) 0*o**i*  *o? i_) 

5!)  «0,1  = — Ä*, 


so  wie : 


52)  r0>1 

+w.(MLr5fe)'  »+M4 

+ ,4  + iHi***?*.  g-fm*°**  0«oh 

i»f*l  — Ho*l  f*o*k  *of*l  *0^1  *o*k 


und 


S3)  r„„-=  «.v  (*•'"'  t < 

I nio  fl,<  1 I rfo**l,  + Vft'p  | «o'V  + V"l  77  , 

+(*  W^oV^  + 'foV-  Vci' *+  vv-  W C)  “°’1 

H _r  Ä* 

.....  «0.1 -«0.1-^  Goi  ) 

55)  ....  . «0.i<=ro.i'-(-g^)  » 


setzen  : 

54) 

und 


also : 


flp>i  Iq*  /^mT 

Bb) ^'“V'UoJ 


Folglich  ist  nach  43): 
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v • •»«  *w* = (&)’•(&)*•  (W  ■ 

oder : , , 

-* »'-•••». »w-<fe)‘ . (&)*. 

also  ■ o 

58) ...  . ral.  abs.  tang  F0„  : val.  abs.  tang  F0„' 

= val.abs.(|^)\val.abs.&, 

\uon  / io»i  • 

und  es  wird  folglich,  da  nach  dem  Obigen  ^ ein  rationaler 
Brach  ist,  das  Verhältniss  0,1 


val.  abs.  tang  F0ll : val.  abs.  tang  Fo,,' 
r 

rational  sein,  wenn  y",  ein  rationaler  Bruch  ist 

Wenn  das  Axen- System  rechtwinklig  ist,  so  ist  bekanntlich: 

A=l,  B=l,  <f=l;  A = o,  B=  o,  c= 0; 

also:  , 

59)  H...  = ».,«,  Qab-fAy 


fo»i 


'«9V 


r ')• 

Im  Allgemeinen  ist  bekanntlich : 

A — sin(yi)*,  K=sin(ix)*,  (f  = siu(arv)2 


und: 


TKeil  XXXIV. 


A = cos  (zx)  cos  (xy)  — cos  (yz) , 
& — cos  (xy)  cos  (yz)  — cos  (zx) , 
C = cos(yi)  cos  (zx)  — cos  (xy). 


15 
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Bezeichnet  thän  aber  die  afi  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x,  y,  z liegeddeif  Wihkel  der  vofo  diesen  Theilen  der  Axen  ge- 
bildeten dreiseitigen  körperlichen  Ecke  durch  ( X ),  (F),  (Z);  so 
ist  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie:  \ 

* rA  ’ 

Cos  (yz)  (ix)  cos  (xy)  A 

c08(  ' sin  (zx)8in  (xy)  sin  (za:) sin  JS§) 

„„ , v\  , cds(zflr)-eos(gy)cos (pz),  B 

c ' sin  {xy)  sin  (yz)  sin  (xy)  silt'fj^riy1*  9n9tb3 

, . > , v . » , . r>-‘:  1,,,u 

/ 7\  — coa  (xy)  ~ cos  (y*)  «o*  W C 

cos  ' sin(i/z)  sin  (zx)  sin(yz)sin  (t:tl),,  0|(3d.l 


also  : 

IA  = — sin  (i*)  sin  (x^)  COS  (Ä),  '*•■**»'»  ■ Moibiss*» 
ßm—  6ih(dl^)sin(y*)e6s(fr),  '' 

C — ~ sin  (yz)  sin  (zx)  doS  (Z). 

Man  vergleiche  bei  diesem  Paragraphen:.  (Jeher  die  Ra- 
tionalität der  'fangenten-Verhäitnisse  tautozonaler 
Krystallflächeh  von  Naumarin,  in  den  Abhandlungen 
der  mathematisch  - physischen  Classe  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Zwei- 
ter Band.  Leipzig  1855.  S.  506. 

i 

§•  28. 


Ein  anderes  sehr  bemerkenswerthes  allgemeines  Gesetz,  wel* 
ehern  die  Winkel  tautozonaler  Ebenen  unterworfen  sind,  hat  neuer- 
lich W.  H.  Miller  in  der  schon  oben  angeführten  Abhandlung: 
On  the  anharraonic  ratio  of  radii  normal  to  four  faces 
of  a ctystäl  id  one  Zone;  and  on  tbe  change  of  the  axes 
of  a crystal.  (Philosophien!  Magazine  for  Febroary 
1857.)  bewiesen,  welches  wir  in  diesem  Paragraphen  in  anderer 
Weise  als  sein  Erfinder  beweisen  und  aus  unserer  im  Obigen 
entwickelten  allgemeinen  Theorie  ableiteu  wollen  *). 


Es  seien  vier  Ebenen  gegeben,  deren  Gleichungen  wir  ddreh 


♦)  Die  mit  Sternchen  im  Folgenden  versehenen  Nummern  der  For- 
meln beziehen  sich  nur  auf  diesen  Paragraphen.  In  den  übrigen  Para- 
graphen ist  der  Fortgang  der  Xnmmern  nicht  unterbrochen.  .! 
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!'Ko(*-a0}  + Lo(f-f>0)  + M0(,~Cg)=a, 

A’i  (*  — «i)  + L,  (y — bt)  -f  M,  (z— cj  = 0,  ■ 

K*(x— aJ  + L^y—bt)  + df2(z — Cj)  s=  0, 

> Ki(x~ aa)  + Z*(y  — f>3)  + M3(z—  c3)=0 
bezeichnen,  und  die  wir  nach  der  Ordnung  dieser  Gleichungen  die 
Iste,  2te,  3te,  4te 
Ebene  nennen  wollen.  Die  von  der 
lsten  und  2ten,  2tenund3ten,  3tenund4ten,  4ten  und  lsten 
Ebene  eingeschlossenen  Winkel  mögen  der  Reihe  nach  durch 
*”o.i.  F„„  F3>0  _ 

bezeichnet  werden. 

Setzen  wir  dann  der  Kürze  wegen: 

2*) 

ßo,,  =(Ä°7-'1  ~LoK0'  + (LaMi  — jV0Z,,)2  + (d/0Ät  — Ä0d/,  )* 

"E  2(Z0d/j  M0Li)(M0Ki  — cos  (:ry) 

+ 2(^oÄ,  ^0Ml)(KiiLl  — i0K,)cos(y2) 

+ 2(K0.£|  —L0Kl)(L0Hfl  — A/0L,)e  os(zx), 

ßi  .*  = (K,  Z,  — Z,  Xj)» + (Z,  JV2— df,  Lj)*  + (dZ  K*  — ä,  d#2)4 
"E  2 (Zu  üf2  — d/j  Z2)  (dZ  -Sa  — • .Kj  dfj)  cos  (.zy) 

+ 2(dZK*  Kv d/2) ( Ä, L,  — Z,Ä*)  cos (yz) 

+ 2(KiZj  — ZjÄij)  (Zjd/g  — L±)  cos  (zx) , 

Sit,,  = («jZ,  - ZjKj)*  + (L2M9  — 31tL,)*  + (dfjJTj  - A'jdf,)* 

+ 2(Z^d/j  M2L,)  (dfjiTj  — K2M,)  cos(xy) 

+ 2(df2Ä'3  K2M,)  (KtL,  — Z^Kj)  cos  (yz) 

+ 2(ÄjZ,  — Z^T,)  (LtM3  — MaL,)  eo #(**), 

ßj^,  = (A'jZy  ZjA'y)2  + (Zsd/0  - df3Z0)*+(JMo— *s^o)* 

+ 2 (Z3d/0  — df3Z*)  (d/jÄ„  — Jfjd/0)  cos  (a:y) 

+ 2 (d/8JT0  — K,M0)  (K,L0  — L,K0)  cos  (yz) 

~E  2(A'3Z0  — Z3JT0)  (L,Ma — d/3Z0)  cos(zx) 

ud 

( Go  = ^V+»i0*+«d/0*+2^Z0dZ0+2Rdf0K0+2CJSiZt) , 

; G,  =iUr1*+»A*+«d/1s+2^Z1dfl+2ßdf1Ä1+2CKlZt . 
i G1=i»V+»ZaH«^2H2^z2d/.+2ßdf2ir,+2Cjr2z4, 
v Gs=«Ä3H»Z3Htf/W3*+2/IZ3df3+2Ädf3ir3+2CJr3Z3 ; 
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so  ist  nach  II.  24),  wenn  N seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat: 


sin  F0,j2: 


" GuGi  ’ 


sin  F,,a2= 


sin  F8,09  = 


N Sii  ^ 


sin  F, 


m, 


’2i3 


also  ; 


sin  F0,,2.sin  F2,32  = 


GiGt 

NSI^iq  t 

g3g0  ' 

N*Sla>lSln 


*’3  - GtGa’ 


G0GiG3Gs  ’ 


sinF1«*.sioFj,0»_  GoGiGaGa 

folglich,  wenn  man  dividirt: 

sin  F0,j9.  sin  F2,32 &ou  &2iä  _ 

* ) sin  Fj,42.sin  F8>09  &ii2  ^»>0 

Sind  nun  unsere  vier  Ebenen  tautozonal,  so  können  wir,  weun 
C\,s,  Cj, 3,  63,0  gewisse  Constanten  bezeichnen,  nach  17)  offenbar: 

XjL 2 — Lj Xa  — Cj,a(XoL j ■ LqKi) , 

LXMZ — MjL2  = Cm(L0Mx  — iM0Lj), 

MX*  — Xjdl*  = Ci,3(M0Ki  - 


X2Lj  — L2X8  = Cäu  (X0Lj  AA) , 
/,2  ;ffj  — JlfjLj  — Cä,j  (L031,  M0LX) , 
d/2X3  — X2d/a  = C2,j(d/0Xj  X0d/j) ; 

KaL0  — LäX0  = L3,n (XuLt  • LqKi), 
L3M0 — M3Lq  = q,,o(L0M,  M0LX) , 
itf8X0  — X3d/0  = C,)0(M<A  — X0/M,) 

setzen,  und  nach  2*)  ist  dann  augenscheinlich: 

5*) 


ßj,2  = Ci-22  ao>i  * — C*’»*  ^o’i  * ßs.o  — 

also  nach  4*) : 


woraus : 
6*)  . 


sin  F0,i2.sin  F2,32 Czi»2 

sin  Fj,2*-sin  Fs,02  — Ci^-Qto1 

sin  Fo,tsin  F2,3  — 4. 

sin  Fi, 2 sin  F3^  ~~  Ci&CziO 


C3  »o2  ^0*1 5 
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folgt,  wenn  man  das  Zeichen  immer  so  nimmt,  dass  die  Grösse 
aut  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  positiv  ausfallt. 

Gehören  nun  die  vier  Ebenen  einem  Krystall  an,  so  ist: 

Äo  = L0  = LoL, 

. Kl  = xlK,  L|=A,L,  ilf,  =:  pjjtf; 

/f  2 — y.2  K , Lj  ~ Tj  , ~ 

S3  = «j  fT,  La  — l^L,  = p3  M; 

also: 

AfoX,  - L0K,  = (xol,  - Ao», ) KL, 

Afi-Efc  — L2K2  — (ü,  — AjXj)  KL, 

K,LS  - LjK,  = Sfj-W  KL, 

AijKo  = (*3^0— ij*o)  AfL ; 

L0Ml—M0Ll'=z(X0fil  —figl^LlU, 

L2M2  — NJ2L3  =(A*ftj  — P2A3)  LM, 

L3M0  M3L0  = (A3p0 — pj^o)  L/V ; 

/W0K,  -K0Mt=  (p0*l  — »ofij)  yJ/K, 

MxK2- K,Aft=(f»1*2—  xjpj)  j»/K, 

itfi  A's  - K2jV3 = ((»„*,  — xjpj)  1/K, 

j»/3  K0  — K3  Ä/0= (Pa*o — *3Po)  ^Af ; 
ölglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

*i^a  ^i*a Pi^t pi »2  — i^p, 

’*  *0*1 — Iq*,  io  Pi — Po^i  Po*i  ~ *oPi 

*a^s  ^a*a ^at*3  Pa  A3  Pa* 3 — *aP3 

***  *0^1“ '^0*1  ^oPi — Po^i  Po*i — *oPi  * 

« ^Vq— *3*0  _ A3P0—  Ps^o  P3«o  — *»Po 

*0^1  ” ^0*1  ^oPi  P 0^1  Po*i  — *oPi 

Also  ist  nach  6*): 

7*\  sin  F0,|  sin  ^t,3  (*pA|  Ao*i)C*aAs  ~ Aaxa) 

8*n  Pi* sin  1 Sl0  (*t As~i|*a) (*sAo~ AjXq) 

_ . (AqPi — PoAi)(A«Pa  ~ Pa^a) 

(A1P2  — P1A2)  (ijPo  ~ Pa^o) 

_ , (Po*i  ~ *nPi ) (Pa*3  - *aPa) 

* (pi  ** — *1 P2)  (Ps*o — *sPo) 


99.9  Grün  er  l:  Oie  -allgemeinsten  Gesetze  der  KrystaUographie. 


* * «e; 

B .'-.tiijUÖ 

1/ 


•Ol 


Gestimmt  man  die  Grössen 

K0  > ^0  • f*o, 

, , ...  1 

aus  den  Gleichungen: 

»0  = V (*i  ^3  — *3)  — f*o' (fH1^  ~ xil*s)  > 

io  = f^e*  (ii  f*s  — th  ii)  "o'  (*1  ij  ij  *»)  * 

f»o ~*o'(Pi*3  — *1#»)— V (i|  — t*i*s)  i 

so  ist,  wie  man  leicht  findet : 

XqXj  i>o*i  — (X| Ij  ii X3)  (*o  Xj  -|-  io  ii  “F  l*o  #*i) * 

Xj,i0 — i,Jto~ — (*lij  — il*3)(Xo'*3  + io'ia  + nVs)»  ' 

also: 

Xpi|  — ipH» *Q*l  -f  Vif  +f*o'ttl  _ 

«aio  — ipXo-  x0'xs  + io'ij  + H0V3 

Bestimmt  man  die  Grossen 

**'»  V»  f»«' 

aus  den  Gleichungen : 

xa  = is'fais—ii  *»)—*•*' f**)> 

i*  = l1*'  (^ilh — /* ii»)  — Xj'fxiij  ijXo), 

(fi[X3 — X,fta)  ip  (ijf*8  Mlis)» 

so  ist  ganz  eben  so  wie  vorher: 

x2ij  — i^Xs  = (*|ia  — i]  X3)  (»i'Xs  + ia'i3  -f  f'-t'ft)» 

X|  i^  — ij**  = — (*i  i*  — ii  *3)  (Xj1  Xi  + i» ' ij  + f*»'  f*i)  i 

also : 

Xai,— iaxa_  Xj'xa -f  Via  + fip'ftg 

Xiijj  — i,x,  x*'x,  + Vi,  + ’ 


.1 

!.» 


Folglich  ist  nach  7*) : 


8*) 


sin  Fon  sin  «o'x,  +<io'ii  dWfS  ^%+^z%+tlz'^ 

sinFiaSin  VtH)  “ — x0'x»  +V*s + tto'ftp  ‘V’h+Vii  +f**'fh 


oder 


9*) 

sin  Fd  sin  F2>g  V«i-frVii-tWfh  . Xq'xj  -f  Xq%  + ftp'fta 
sin  F1>asin  Fsw~  ~ *2'  *1  + Vii+f'iVi  x/xj  + i2'i*  + PzPs 
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Was  nun  die  Bestimmung  der  Grössen 

V.  V;  <*»'  und  **'  > b‘>  f*i' 

aus  den  obigen  Gleichungen  betrifft,  so  ist  darüber  Folgendes  zu 
bemerken. 

Wenn  man  die  drei  Gleichungen 

*o  = V (*i *a  — *i *s)  ~ Po  Cf*i  - *1  f*a) . 

10*)  • • ^o^Po' (^if*3~t*j^s)  — Ko  — ^»*s)> 

Po = *0'  (f*i  *3 — *1  Ps) — V (Ai  H ~ di *») » 

vt1»  .1*4  1 

welche  zur  Bestimmung  von  x0',  , g,/  dienen,  nach  der  Reihe  mit 

*|7e=‘rT1*g 

multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man : 
xo  (Tjf*j  — (*1^3)  + ToO*i*a — xi  f*a)  + f*o(*i^a  — ^1*3)  — 0, 

und  die  Bestimmung  der  Grössen  x0' , A0',  f»0'  aus  den  drei  obi- 
gen Gleichungen  ist  ajso  nur  danp  möglich,  wenn  vorstehende 
Gleichung  erfüllt  ist.  Dass  dies  aber  der  Fall  ist,  erhellet  auf 
der  Stelle.  Denn  weil  die  Iste,  2te,  4te  Ebene  tautozonal  sind, 
so  können  wir  nach  17)  * 

E|  M g — itfjZij  — ,C|,g  (L0Ml  — MM, 

M,  ü3-  Kx  M3  = C, „<*„*,  - K0Mt), 

Kflp  — K3  = C\ ,3 (h{jE|  -^0^1) 

setzen,  woraus  unmittelbar 

Kq(Lx  M3 — A?!  L3)  + E0  (if/j  Kg — Ki  M3)  + M0(hxL3 — L,  Kt)  =0, 
und  also  nach  .dem  Obigen  offenbar  euch 

xo(^lf*3“  +^o(ltl,tS— *»(**)  + Tg  T-ri|*s)  =0 

folgt,  wie  es  seia  soll.  Zugleich  sieht  man  nun  aber  auch,  dass 
sich  eine  der  drei  Grössen  *0',  i0',  fin'  immer  wülkührlich  anneh- 
men lässt,  mittelst  welches  Werthes  dann  die  beiden  anderen 
Grössen  so  bestimmt  werden,  dass  zweien  der  Gleichungen  10*) 
genügt  wird,  worauf  dann  die  dritte  dieser  Gleichungen  von  selbst 
erfüllt  sein  wird. 

Ganz  ähnliche  Bemerkungen  sind  über  die  drei  Gleichungen 
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1*<j  = Aj' (*1  Xj)  — ft;j' (^1  *3  — Xl  f*j)  » 

A* — Pa*  (Ai f*s — f*iAs) — x2  (^i A3  AiXj), 

IH—**'  (Mi** — *if*a) — Aj'  (Ai  p*  fh  A» ) > 
welche  nur  Bestimmung  von  x,',  Aj',  pg'  dienen,  zu  machen. 


§.  29.  ÜSdif 

Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  det  bei- 
den Richtungen  einer  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x , y,  1 einschliesst, 
wollen  wir  durch  «,  ß,  y bezeichnen.  Setzen  wir  dann:  ' -n-t-n 

f AT=iIcosa  -f  Ccos/S  + Bcoay,  ;>il  «ad 

62)  ...  ) F=  Ccos« + 3J  cos  |S-M  cos  y, 

( Z =Bcoaa+Acoeß  + (£  cosy; 


so  sind  nach  1.  23)  die  Gleichungen  dieser  Geraden : 


63) 


x — a y — b 1 — c 

X~  — Y — ~ZT ' 


Wenn  nun  ferner 


64)  . . . K0(x — a0)  + L0(y  — b0)  +Af0(x—  co)  = 0 

die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  ( a0b0c0 ) gehenden  Ebene 
und  (jrpj)  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  obigen  Geraden  ist, 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  jr,  t),  } die  folgen- 
den Gleichungen : 

X — a t)^b } — c 

~X  ~~  Y ~~  Z ’ 

K0  (x — o0)  -f-  Lq  (n  — b0)  + M0  (}  c0) =® » 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

63)  . . . D0  = K0  (a0  — a)  + L0  (bQ  — 6)  + Af0  (co  c) 

setzen , die  Gleichungen  : 

X—a  n — b } — c 

X ~ Y ~ Z ’ 


K0(x — ’d)  + L0(t) — b)  -f  Af0(|  — c)  — D0 ; 
aus  denen  man  auf  der  Stelle : 
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66)  . . . 

■uila.-.;.’ 


erhSlt. 


I—a= 


D0X 

K0X+L0  Y M0Z 


t)—b= 


}—c~ 


K0X+L0Y+M0Z' 

D0Z 

X0 X-\-Lq  Y -f  M0Z 


od  P.'1®  Entfernung  des  Punktes  (rt)j)  von  dem  Punkte  (nie) 
betrachte  man  als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  der  Punkt  (roj) 
in  Bezug  auf  den  Punkt  (abc)  als  Anfangspunkt  oder  als  Aus- 
gangspunkt in  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y bestimmten  Richtung 
unserer  Geraden  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  dersel- 
ben liegt,  und  bezeichne  mit  Rücksicht  hierauf  diese  Entfernung 
durch  u ; so  ist  nach  I.  18): 

w*  = tr— <0*  + (V  — 6)a  + (}  - c)» 


+ 2(r— a)  (t)—b)  cos  (xy)  2(p— A)(}— c)cos(yi) +2(j — c)(jr— a)cos(w), 
oder,  trenn  wir 

X—a  t>—6_  f—e 
X ~ Y ~ Z ~ 

setzen : 

u^G2! .XH  f’»-f-Za+2Xrcos (xy)  +2  YZ cos (yt)  + 2ZXcos{ix) |, 
also  nach  I.  29) : 

67)  ......  . n*=G*iV*,  u = J:GN; 


wo  sich  nun  frägt,  wie  das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  tvas  man 
auf  folgende  Art  entscheiden  kann.  Man  nehme  zwei  durch  den 
Punkt  ( abc ) gehende  Axen  der  v und«;  an,  welche  auf  der  durch 
den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden,  die  wir  als  Axe  der  u be- 
trachten, senkrecht  stehen;  so  ist,  wenn  wir  uns  durch  den  Punkt 
(abc)  ein  dem  Systeme  der  (xyt)  paralleles  System  der  (x'y'z’) 
gelegt  denken,  und  die  Coordinaten  des  Punktes  (ft?}),  auf  den 
sich  überhaupt  alle  Coordinaten  beziehen  sollen,  in  diesem  Systeme 
durch  x' , t)' , bezeichnen,  nach  I.  7)  offenbar: 


u+c  cos  (uv)  4~  cd  cos  (um) = x'  cos  (ux1) + o'  cos  (uy1)  4-  ?'  cos  (im')  , 
also,  weil 

(ur)  = 90° , («i«)  = 90° 
and 
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(ux')  = (xu)  = a,  iuj/')  = (yu)  = ß.  («*')  = («0=r  i 


ist : 

u = X1  cos  a + 1)1  cos  ß + } ’ cos  y. 

,k  .!<! 

b^sgniä 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

" '■«  .V 

ii'i  <*•!& 

oder 

f—a+x',  t>z=b+t)',  ? = c + 

i 

< 

-JT 

also : 

x’=X—a,  p'=t)—b,  }'=}~c; 

U—(X—0)C08U  + (p-b)cosß  + (}—C)COBf, 

i.'lile  (»* 

folglich  nach  dem  Obigen: 

n 55  G(X cosa  ^ Fcos)?  + Zco*y), 

. i .icai  f.cu 

also  nach  1.  33) : 

68) « = Gif, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man  in  der  Gleichung  67)  das  obere 
Zeichen  nehmen  muss.  Nach  6«)  fest  aber  offenbar : 

/. De i 

K0X  + L0r+JU0Z’ 

also: 

Golf 

w — K0X+LoV  + M0Z’ 

oder  entwickelt: 

{ K0 (a0  — a)  -I-  L0 (b0  — b)  + M0(co  — c)\Ii 

7S'0(Äcoso+Ccoej3+jB«>8y)4Z^{6,cos«+Bcos/J+^cosy)  1 ' 

| Bcosa-f^oosff + tfcosy)  I 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  also  dieEntfernung  des  Durch- 
schnitts punkts  einer  Ebene  mit  einer  Geraden  von  einem  belie- 
bigen Punkte  (a6c)  in  dieser  Geraden  bestimmen. 

Wenn 

Xiix-f)  + Llty-g)+Ml  (i—k)  =0, 

Kt(x  ~f)  + + Mtsb-.b)  ^ 0 

die  Gleichungen  zweier  durch  den  Punkt  (fgh)  gehender  Ebenen 
sind ; so  sind  nach  II.  38)  die  Gleichungen  der  t)urch8chnittslinie 
dieser  Ebenen : 

x-f g—g z~h  . 

Ll  l/2  — MVL%  MxKz — KiMt  Äita — I*iKi 
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Bezeichnen  wir  die  tob  einer  der  beiden  Richtungen  dieser  Durch* 
schnittslinie  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Äsen  der  *,  y,  % 
eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  durch 
ft,*,  /!»*  unii  setzen 

!XU1  = a cos  a,  ri  + Ccos  ft  ,*  + B COS  Jy  „ , 

*1 7*  = ^eos  «J  ^ + »ces  ft  ^ cos  y,,  ^ , 

Z,  ,*  = Beos  «, ,»  + A cos  ft,2  + <£  cos  yt„ ; 
so  sind  die  Gleichtrogen  der  Durchschnittslinie  bekanntlich  auch : 

x — f y — g i — h 

A'l>s  Fm  ft„ 

und  man  kann  also,  wenn  Gt,*  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 
^ii»=  Bi  — ftlj), 

ft,«  ~ 

setzen.  Wird  nun  jetzt 

73)  . . . I?0  = A’o (°o — + — fl1)  + Ä/o (co— 

gesetzt,  so  ist  nach  69),  wenn  jetzt  u die  Entfernung  des  Punk- 
tes {fgh)  von  dem  Durcbschnittspunkte  der  Durchscbjuittsliuie  der 
Ebenen  70)  mit  der  Ebene  64)  bezeichnet: 

74) 

D0N 

" ” Glf%\  k0(Li  Mi-MiLü+L^Mi  d/*)-Mf0 (ftLr-L,  Ä*)V 


Weil  bekanntlich 

m=  A„.H  F,^+Z1.*-»+2Jf1,aF1^cos(xy)  + ‘2F1^Zmco8^z) 

+ 2Z„2ftecos(:a:) 

ist,  so  bat  man  znr  Bestimmung  von  Cl)2  die  Gleichung : 

76) 

!(h **- *, »*)*+(*, U-Li R#  j , 

+2(£,1ÄfJ  — (df,  Ä*  - yWj)  cos  (xy)  ( 

+2  (.fl/,  Af* — A"i  ,t/B)  ( A t — Fj  /f2)  cos  {yz)  ( 

’ +2(^,1/*  — L,Ä*)  (LiMt  — - MiLt)cos(zx)  - 
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Also  kann  man  nach  72)  auch  A,*,  l\ ,2 , Z,,2  finden,  und  zur 
Bestimmung  von  o,,a>  /JI(2,  y,,2  hat  man  nach  I.  32)  die  folgen- 
den Formeln: 

A,  .a  + F,  „ cos  (xy)  + Z1>2  cos  (zx) 

COS  0£|  ,a  — - 9 ; 

a A,,2cos  (xy)  + F,  ,2 + Z,  cos  (yz) 

cosp,,2— 2v ’ 

A112cos  (zx)  + F,  ,2  cos  (yz)  + Z,  ,2 
cos  }»,,*= »i 2 


§.  30. 

Von  vorzüglicher  Wichtigkeit  ist  die  Theorie  der  Zwillings- 
Systeme.  Wir  wollen  uns  eine  beliebige,  durch  den  Anfang 
der  xyz  gehende  Gerade  denken,  welche  die  Zwillings- Are 
genannt  wird,  und  uns  dann  vorsteilen,  dass  das  Aren -System 
der  xyz  sich  um  die  Zwillings  -Axe  als  eine  feste  Are  gedreht 
habe,  bis  der  positive  Theil  jeder  der  drei  Aren  der  x,  y,  z eine 
halbe  Kegelfläche  beschrieben  hat,  und  also  in  seiner  neuen  Lage 
mit  der  Zwillings- Are  und  seiner  ersten  Lage  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegt;  nimmt  man  nun  die  positiven  Tbeile  der 
Axen  der  x,  y,  i in  ihren  neuen  Lagen  als  die  positiven  Theile 
der  Aren  der  x',  y',  z'  eines  neuen  Axen- Systems  der  x'y'z7  an, 
so  heissen  die  beiden  Systeme  der  xyz  und  x'y'z'  Zwillings- 
Aren-Systeme  mit  einerlei  Anfang*).  Legt  man  aber 
durch  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme 
der  xyz  durch  a,  b,  c bezeichnet  werden  mögen,  ein  dem  Systeme 
der  x'y'z'  paralleles  Aren -System  der  x"y"z";  so  heissen  die 
Systeme  der  xyz  und  x"y"z"  Zwillings- Axen-Systeme  mit 
verschiedenem  Anfang.  Solche  Axen-Systeme  wollen  wir 
nun  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen. 

Die  1'80°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  der  Zwillings- Axe  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  z einschliesst,  bezeichnen  wir  durch  a,  ß,  y, 
und  setzen : 

(A=  Acosa  + Ccos/S  + Äcosy, 

F=  C cos a -|-  Beos ß + Acosy, 

Z=  ZJcosa  + Acos/S -f  ffcosy.  * 


*)  Man  vergl.  Naumann:  Elemente  der  theoretischen  Kri- 
stallographie. S.  62. 


Digitized  by  Googl 


Neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Haume  und  der  Ebene.  229 

Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  positiven 
Theile  der  Axen  der  x' , y' , z'  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  z einschliessen , bezeichnen  wir  durch 

(xx1),  (yx'),  (zx1) ; (xy‘),  (yy'),  (zy1);  (xz‘),  (yz')t  (**') 

und  setzen: 

IXx  — il  cos  (xx')  + C cos  (yx1)  + B cos  (zx') , 

Fr=  Ccos  (xx')  -f  Beos  (yx')  -f  vtcos(zz'). 

Zx  — B cos  (xx1)  + A cos  (yx1)  -f  ff  cos  (zx1) ; 

ferner:  , 

,Yy=il  cos  (xy')  + C cos  ( yy' ) + B cos  (zy')t. 

Yy  — C cos  (xy1)  + B cos  ( yy ')  + A cos  (zy‘) , 

Zy  = Bens  (xy1)  + A cos  ( yy ')  + ff  cos  (zy1) ; 

i i * • / t • • 

und 

X%  = Acos(a;i')  + Cco8(yz')  + Bcos(zz'), 

Yx  — C cos(xz')  + B cos(yz')  -f  A cos (zz') , 

Zx  = ZJcos  (xz‘)  -f  A cos  (yz')  + ff  cos(zi')- 

Nach  L 36)  haben  wir  zuforderst  offenbar  die  folgende  Gleichung : 

81)  ....  i)Tcoso=A*coso  + F,cosjS  + Z,cosy. 

Ferner  sind  die  Gleichungen  der  Zwillings  -Axe  und  der  Axe  der 
x'  nach  1.  23): 


bezeichnen  wir  also  die  Gleichung  der  Ebene  dieser  beiden  Gera- 
den durch  ' 

ax  + Sy  + cx  =s  0, 

so  ist 

aX  +BF  +tZ  =0, 
nXx  6 Fr  -f- 

da  aber  in  dieser  Ebene  auch  die  Axe  der  x liegen  soll,  deren 
Gleichungen  y = 0,  z=0  sind,  so  muss  für  jedes  x offenbar 
<W=0  sein,  woraus  sich  o = 0,  und  daher 


Digitized  by  Google 


230  Grunert:  Me  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystattegtaphte. 


&F  -f-cZ  =0,  - *•<  • :>»  '.-Ii 

6F,  fcZ«  = » 

ergiebt,  welche  zwei  Gleichungen  sogleich  auf  die  Gleichung 
82)  ........  ZYX  — YZX  = 0 

fahren.  Aus  den  beiden  Gleichungen  81)  und  82)  erhält  man  leicht : 
(N — Xi)  Fcosa=(Fcos/S  + Zcosy)F®, 

(N — Xi)  Z cos  a=(Y cos  ß+  Z cos  y)  Zz ; 
also,  weil  nach  I.  33) 

.Xcosot-f  Fcos0  + Zcosy=2V 


ist: 


fben  oah: 

-e:<VL 


83)  ...  . 


(N — Afcosö)  Yz  = (N~Xi)  Fcoscr, 

(N  — X cos  er)  Zz  — (N~  Xr)  Z eos  a. 
Nun  hat  man  aber  nach  I.  32)  die  Gleichung 

iVcos  (xx1)  = Xi+  Yz  cos  (xy)  -f  Zx  cos  (ix) 

oder 


iV  1 1 — cos  (xx1  )\=z(N—  Xz)  — Yz  cos  (xy)  — Zx  cos  (zx) ; 
folglich  nach  83): 

N(N — X cos  a)  1 1 — cos  (xx1)  | 

. = (N—  Xz){N — [A  -f  Y cos  (xy)  -f  Z cos  (z:r))  cos«), 
also  nach  1.  32) : 

(2V-  X cos  a)  1 1 — cos  (xx1)  i = (iV — Xx)  sin  o2, 

woraus  : 

If  — X ^ ^ cos  «)  sin  \(xx')* 

1 ~ sin  o* 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen  83),  so  erhält  man: 
mT  „ 2(iV— Acoscf)sin  l(xx')2 

IT — Ji-x  ■ — • “ — - ■ — “ — -■ , 

, sin«® 

v 2Fsini(ary)2costt 

Kg  — ■ I 7.— | 

sin  o* 

7 _2Zsin_i{^£0*cosa. 
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also,  weil  offenbar 

(tö')ö2«i,  i{xz')c=u 

***  ’ sacrl'i  ■ • 1 

86)  ^lz=2JlC08«! — TV,  F,=2Fcos«,  Zz  — 2Z  cosa. 

Nach  I,  32)  ist: 

Ncou  ( yx‘)  = X*  cos  (xy)  -f  F,  + Z,  cos  (yz) , 

TV  cos  (tx‘)  — Xz  cos  (zx)  -f  Fzcos  (yz)  + Z% ; 
also  nach  85): 

i¥cos(yx0  = 2j  Jfcos(a:y)4-  F + Z cos  (^i)  | cosa— TVcOS(;T£), 
Pfeo «(**')  a=2(  A cos  (ix)  + Fcos  (yz)  + Z | c os  a — TV  co»  (Mt) ; 
und  folglich  nach  I.  32): 

cot»  (yiO  =i  2 cos  <t  cos  ß — cos  (£y) ; 
cos  (zje1)  — 2 cos  y cos  « — cos  (st). 

Daher  ist: 


coS  (xx‘)  = cos  2a, 

86)  ....  J cos (y:c*)  = 2 cos a cos 0 — cos(ary), 
cos  (za;')  = 2 cos  y cos  a — cos  (zat). 

Ganz  eben  so  ist: 

87)  Xs==$Xcö8ß,  F#ü2Fcosj3— TV,  Zv=±^Zcosß 

und 

|c«s  OzyO  = 2 cos  fe  cos  ß — cos  (a#) , 
cos  {yy‘)  — cos  2/3 , 
cofc(zy')  :=  2 cos  /3  cos  y — cos  (yi) ; 

feroer : 


89)  Xz—ZXvaey,  F.ccäFcCsy,  Z*  =t2Zcosy — TV 
und: 


90)-.  . . . 


co»  (xzf)  scz  2 cos  y cos  a — oos  (Hs) , 
cöS(yx')  s = 2cos)3coS)'  — cos(?/r), 
cos  (st')  = cos2y. 


Digitized  by  Google 


232  Grüner  i:  Die  altgemeinsten  Gesetze  der  SrystallograpMe. 

Also  ist:  ; ■ ' 

91)  (xy')  = (yx1),  (yx')  — (zy‘),  (zxl)  = (xzl). 

Die  Gleichungen  der  Axen  der  x‘ , y‘ , z‘  sind: 

x y z 

2Arcosa — N 2Fcoso  2Zcosa’ 

x y z 

MT^'ß  2 Fcos/J-1^  _ 2ZcosjS  * 

x y z 

2Acosj'  2Fcosy  2Zcosy  — 2V 

Wenn  man 

co82o=2costt*— 1,  cos20  = 2cos(3*  — 1.  co»2yt=:2cos)'* — 1 
setzt,  so  findet  man  sehr  leicht: 

& cos  (xx‘)  •+-  Ccos (yx1)  -{-Beos  (zx‘) 

= 2(&  eos  u -)-  Ccos  ß -{-  B cosy)  cos a — { il -f  C cos (xy)  + B cos (tx) 
A cos  (xy1)  + C cos  (yy‘)  + Beos  (zy1) 

= 2(Ücos  o-J-  Ccos  ßA-Bcosy)  cos  ß — |Acos(a:y)  + C+B  cos(yx)|, 
A cos  (xz‘)  C cos  (yz‘)  + B cos  (zz‘) 

= 2(Acos<*  + Ccosß+  Bcoey)cosy— (ßcoa(zx)  + Ccos(yz)  + B); 

also  nach  77)  und  11.  1): 

ücos(xx')  -f-  C cos  (yx1)  + B cos  (zxJ)  = 2A  cos  a — N, 

A cos  (xy1)  + C cos  (yy‘)  + B cos  (zy‘)  = 2Acos/3, 

Acos(a:z')  + Ccos(yx')  + ßcos  (zz1)  = 2Acos  y; 
und  ganz  eben  so : 

C cos  (xx‘)  -f-  B cos  (yx‘)  -f  A cos  (zx1) = 2 F cos  o , 

Ccos  (*y0  -FBcos(yy')+Acos(xy')  =2FcosjS  — JV, 
Ccos(arx')  + B cos  (yz‘)  + A cos  (zr')  =2Fcosy; 
so  wie : 

B cos  (xx1)  + A cos  (yx1)  + tfcos  (zx‘)=2Z  cos  o , 

Beos  (xy1)  -f  ^cos  (yyO  + £ cos  (iy') = 2Z  cos  ß , 

B cos  (xz‘)  + A cos  (yx')  + <£  cos  (x*')  =2Z  cos  y — N. 
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Also  ist  offenbar  nach  2) : 


93) 


UDd 


N(x — a)  = (2Acos  a—  It)x* + 2%"  cos  ß + 2*1*008  y , 

N(y — b) = 2 Yx"  cos  a + (2  Fcos  ß — N)y" -f 2 Fi"  cos  y , 

N(z  — c)=  2 Zx"  cos  a + 2Zy"  cos  ß + (2  Zcos  y — N)  ,» ; 

94) 

iVi  = (2A  cos  a—N)x'+ 2Xy‘  cos  ß +2  Je*  cos  y, 

= 2 JV  cos  a + (2  Fcos  ß — iV)y ' + 2 Fz'  cos  y , 

Nz  = 22ar'-cos  a + 2Zy'  cos  (?+  (2Zcosy— iV)z'. 

Mittelst  77)  und  I.  32)  kann  man  aus  diesen  Formeln  entne- 
<ler  a,  r,  Z oder  a,  ß,  y ganz  eliminiren.  Dieselben  dienen, 
um  unmittelbar  von  dem  Systeme  der  xyz  zu  dem  Systeme  der 

t’9,,’  r j“  * ’ y/’  *'  flberznSehen«  und  sind  ganz  allgemein 
für  alle  Coord.natensysteme  gültig.  Dieselben  können  jedoch  noch 
au  eine  andere  Art  ausgedrückt  »erden,  wie  wir  jetzt  zeigen 


Die  auf  der  Zwillings- Axe  senkrecht  stehenden  Ebenen,  von 
denen  man  die  durch  den  Anfang  der  xyz  gehende  besonders  her- 
vorheben und  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 


^ »^  + %+HIz  = 0 


charakterisiren  kann,  nennt  man  Zwillings  - Ebenen 
wollen  der  Kürze  wegen 


96)  0 


~N~ 


41**  +»£*+ <£m*+2Cn&+2Am+‘2Bmtt 


Wir 


setzen,  so  ist  nach  §.  19.: 

« 

97)  . . . coso=0K,  coaß  = <SC,  cos y=0OT 

and 


98) 


X=<B(XX+C£+Bm), 
F=0(c»-f  »ir+  Am), 
Z ~<B(BX  + A£+<tm). 


Setzen  wir  nun  aber  der  Kürze  »egen: 
Theil  XXXIV. 


16 
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99)  -6  =i)»*  + B£2+tfjn2  + 2C«ir  + 2^£in+2fim». 

so  ist  nach  93)  offenbar : 

100) 

.„»(itS+Cff+Ärt) 

x — fl  — (2— ^ l|a-' 

. n£(JlK-l- ClI-fÄHt)  „ 

+ 2 * y' 

. „nuint  + Ctf+Äm)  „ 

+ ' 4>  1 ’ 


„lt(CK  + 13i:-Mnr)  „ 

^ >6  X. 

..„ffCC*  ±VZ±AM) 

*5 

| „ CTi  ( CK  + 1?£  + .1CT)  „ 


+ 2 

+ S2 


K(/?-K  + M + OTt)  „ 

* * 

£(ßK+ ^£+ tfHT)  „ 

3 y 

\XUBK+AZ  + CT)  lu. 


Auf  diese  Weise  sind 

x — a,  y — b,  z — c 

bloss  durch  die  Coefficienten  der  Zwillings -Ebenen  ausged  rückt. 

• . §•  31. 

Sei  jetzt 

101)  . . . K0(x—a0)  +i0(y— 60)  + M0(z-c0)  = Q 

die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  ( u0b0c0 ) gebenden 
Ebene  im  Systeme  der  xyz,  welche  wir  nun  auf  das  System  der 
x"y"z"  übertragen  wollen. 

Zu  dem  Ende  seien  <i0",  b0" , ca"  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes  (a0b0c„)  >ra  Systeme  der  x"ynz"\  dann  haben  wir  nach  100) 
die  folgenden  Gleichungen  : 

I 
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°o  — a= 

. .1£(iJ:K  + C£:+  «Hl),  „ 
Arl  ^ b0 

,0mm±C£±m i)  „ 

+ - <6  c°  ’ 

bo-u=  ^cn+m+Am)^ 

. nm(C»+Bf+j«)  „ 
+ « c°  • 

..  c_  a»(fi»  + ^£  + tnn)  „ 

t„-c-  i Oo' 

a£(/f«  + ^£  + gnr) 

+ Jä  _ — -*0 

aU«  nach  100)  durch  Subtraction : 


+Jlsa±a±M6(j._w 

t ^ u —c0 

»-*>= 

+llaa±»£±Ä.llw._w 

^c-OTV^m->y-v) 
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Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen : 

102)  *r=  üfoOm+ar+Äm) 

+ iu(c»+»£+^in) 

+ Mü{BX  + At+m),  ; f',,ü 

so  ist  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x"y" , wie 
leicht  erhellet: 

103)  (2ÄW  - K04>)  (x"  — oq") 

+ (2£K  — Lffb)  (y"  — *o") 

+ (2Um-i»/0-6)(z"—  C0") 

Wenn  die  durch  die  Gleichungen  95)  und  101)  charakterisir- 
ten  Ebenen  Ebenen  des  Krystalls  oder  wenigstens  solchen  Ebe- 
nen parallel  sind,  so  ist: 

K =k  K,  £ = \L,  Ml  =f >.M; 

K0—*0K,  Lo=IqLh  — i ^oM; 

also : 

104)  M = xq (xAK  + KCL  + fiBJU)  K 

+ K0(xCK+K7iL  + pAM)L 
+ ,i0(.xBK+  KAL  + fi<£M)  M 

und 

105) ...  >6= 

+ ixlCKL  + ‘UfiALM+fyxBiVK ; 

die  Gleichung  103)  nimmt  aber  die  folgende  Form  an: 

106)  . . . . (2xH— xo'b)  K(xn  — a0") 

+ (201  — Ao’ö)  Hy”  — K)  = °- 

4-  (2ftM  — go'b)  M (z"  — c0") 

Wenn  das  System  der  (xyz)  rechtwinklig  ist,  so  ist  nach 
dem  Obigen,  weil  in  diesem  Falle 

41=1,  » = 1,  <£=1;  ^=0,  B=0,  C= 0 

ist : 

« = »ä0-M:Lo+W^o,  * = Ri+£»  + Ml*; 
also,  wie  man  leicht  findet: 
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2m  - Ko*  = (»*- £*  — BI*)  Ko  + 2 MI«  + 2KHTW0. 

20T  -£0^=2»£J^  + (£*--ItT*— «*)L0+2£mylf0, 

2OT»  — i»f0-6  = 2ÄJHÄ0  + 2OIL0  + (Itl*— »*-£*)  7tf0 ; 
folglich  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x"y" i": 

107) 

{ (Ji2  - J C2— Hl*)  K0+2K£'L0 + 2KUtiW0 1 (*"  - a0»  ) 

+ |2»C«o  + (C2-irt2-ai)i0  + 2£HUtf,0|(y"-fi0') 

+ |2»WÄ<)  + 2£tnLo  + (m2-»2-£2)Jtf0!(i''  - c0") 

Nach  104)  und  105)  ist  in  diesem  Falle: 

» = xsoXH  llo L*  + iipoM*,  <6  = x*A*  + 1*1,*  + ; 

also: 

2*tt—x0-b  = x*x0JC*  -f 1(2x1,, — lx0)  Z,*  + n(2*n0  — ftx0)jtf*, 

21M  — V6  = x (21XO-X1«)  K*  + 1*10L*  + 

2(iH  — fv6  = x (2ftXo  - Xfto)  X*  + l(2ftlo  - lp0)  Z,*+/x*fi0,l/*  j 
and  folglich  nach  106)  die  Gleichung  der  Ebene: 

108) 

|x**öJS:*+l(2*l0-ix0)L*+(*(2*^-ftx0)  »*|  K(x"  — a0")  i 
+ |x(21x0-xl0)£*+  1*10Z,*  + f* (21ft0 — ftl») jW* ) L(y" — 60")  > =0. 
+ l*(2f*«o  — x;t0)  Ä* + 1 (2(*io — Ifio)  Z,®  -f  — c0")  ' 


§.  32. 

Bezeichnen  wir  die  mit  den  gehörigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  der  durch  die  Gleichung 

109)  ...  io(ar-ao)  + £0(y-60)  + iW0(z-c0)  = 0 

charakterisirten  Ebene  mit  den  Axen  der  x' , y' , i'  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkte  der  Systeme  der  xyz  und  x'y'i' 
«spective  durch  u0' , v0‘ , te0' ; so  haben  wir,  wenn  der  Kurze 
"■egen  , 

HO)  ....  D0  — KqOq  -f  L0b0  -f  M0Cq 

gesetzt  wird,  nach  69)  und  78),  79),  80)  die  folgenden  Formeln: 
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A>*L 

u°  KqXx  + L0  Yi-{-MqZx 

, DpN 

r°  Kß Xy  -f-  h0  Yy  M0Zy 

, ß0N  . 

w°  -K^Xx  + L^Yx  + MoZx’ 


also  nach  85),  87),  89): 

, W 

2(X,>X+I/0F+  M0Z)cosa  — K^N’ 

D0N 

r°  ~2(Ki)X+L0Y+ M0Z) cos ß—LoN’ 

, OoN . 

w°  ~~2(K<)X-YL0Y+  M0Z)coBy — iV0N' 

woraus 

2 (.MT + L0  Y + M0Z)  cos  « = (£<>  + ^?)  X, 

2(ir0x+  L0Y+  M„Z)  cos  ß = (L0  + 0)  N, 

2 (Ko  X + L0  Y+ M0Z)  cosy  = (/tf0  + jj£,)  W i 

also  : 

D0  T D0  „ Do 
111)  cos« : cos  /3:  cosy  = AT0-f-  : Lq  + — , -.Xlo-f—, 

Ab  1 . Lo  , _1_ . 

Do'  no' ' Do  vo'  Do  W 

folgt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  der 
durch  die  Gleichung  109)  charakterisirten  Ebene  mit  den  Äsen 
v der  x,  y,  z von  dem  Anfänge,  der  xyz  und  x'y'z'  respective  durch 
«o,  »o,  w0;  s°  ist: 

Ko(uo  — oo)  — Lobo — A/oco  — 0 , 

— A'o«o  f Lo(®o — bo)  — Moco  — 0, 

— Abao — LobH  + Afo  (reo — co)  =0; 

also: 
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A'ooo  f Lobo  + fltoco  Do 

«0  et  ■—  rr  > 

Ao  Äo 


A'oao  + ZoAo  + üfoCQ  Do 
co~  Lo  ~ U' 

A'oao  + Lobo  I Afoco  Do 
m~  Wo  -Wo' 

folglich  nach  111): 


112) 


cos  a : cos  ß : cos  y = ; — I- 
r / «0 


+ _L. 

Uo'  FO  T Co'  ICO  «Co' 


Bezeichnen  wir  die  mit  den  gehörigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  L)urchschnittspunkte  der  durch  die  Gleichung 
109)  ebarakterisirten  Ebene  mit  den  Äsen  der  x" , y" , i“  von  dem 
Punkte  (aAc)  respective  durch  uo" , co",  «coff;  so  erhalten  wir, 
nenn  nur  jetzt 

113)  ...  Do  = A'o (wo — a)  -f  Lo(bo — b ) + Mo(<'o — c) 


gesetzt  wird,  ganz  eben  so  wie  vorher: 

2 (Ao  A -f  Lo  Y f M0Z)  cos  a — (Ab  + ~„)  iV , 
2 (KqX  -f  Lo  Y + MqZ)  cos  ß = (Lo  + ~)  J*  > 
2 (KqX  -f-  LqY  -f-  MqZ)  cos y = 

also : 


114)  cosa:eos/J:cos  y = Ab  + — ^ :£«)+■  — !j  : A/o4 s- 

«o  co  wo 


Wir  sind  folglich  berechtigt, 

cosa=Go(Äo+^),  cosß=Go(Lo^-~),  cosy=Go(Af0+  ~>r); 

«0  CO  «Co 

also  nach  77): 

115) 

A=G0|A(A0  + + Cdo  + ^)  + B ( Af0  + ~0*)  | , 

«o  V0  wO 

Y=  Go\C(K0  + %+THLo  + % + A(Ma+  ~°u)  |, 

Uo  e0  «c0 

Z=  C„l»«,+§)  + A(L0  + £°)  + tf(Af0  + 

Wo  «>0 
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za  setzen,  so  dass 
116) 


r-'j 


a «,+  % + C(L0  + %+B(M0  + 

Uq  Vq  wo 


C(Äo + “>,)  + » (io  + ~°)  + A (Ma  + ^T,)  f , ; ; , Ho.r 

■ : > t(  liiiintHf 


B(Ko  + ^)  + A(L0  + -?,)  + « (M0  + -%) 


Dl 

-;  + ^oi0o 
die  Gleichungen  der  Zwillings- Axe  sind. 


nt 

K0  . ' \ 

♦ * »,}  . ir.lj 

. 

Zur  Bestimmung  von  G0  bat  man  nach  I.  34)  die  folgende 
Formel:  • ! > • 

117) 


• A «i-*«!:« 


a (Äo +3)*  + »(X*+^)*+«(tfo+  3)* 


A>„ 


«o 


»0 


Wo 


iV  = G0*  < 


+2C(lfo+  j^//)  (io  + 
+2^(io+0)(Afo+^) 
+2ß(M0+fy(K0  + % 

X W0  “0 

Weil  nach  dem  Obigen: 

T 2 (K0X  + Zt,F+Af#Z)  cosa  — A"0ZV 

57  “ DoN 

1 2(K0X  + LaY+M0Z)coBß—L(iN 

e0"  “ D0N 

1 2(jrö.X+.Lor-F  Af0Z)cosy— A/01V 
w0"~ 


ist;  so  ist 


4I  n i „ //  T // 
Uq  Vq  Wq 


(Kn  X+L0Y+  Mn  Z)\  2 (Jfcos  a + FcosjS+  Zcosy)-AT| 

= 

woraus  sich  nach  I.  33)  die  bemerkenswerthe  Relation : 


# Digitized  by  Google 


Neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Raume  und  der  Ebene.  241 


118)  . . . 


JL  , X_  , _Z KaX  + L0Y+MaZ 

«0"+e(/'  + «>o"“  />„ 


ergiebt. 


§.  33. 


Wir  kommen  nun  mit  wenigen  Worten  zurück  auf  den  in  §.  24.  auf- 
gestellten Begriff  eines  Krystalls.  Ob  dieser  Begriff  mit  dem  überein- 
kommt  und  im  Ginklange  steht,  was  man  gewöhnlich  in  der  Naturlehre 
einen  Krystall  nennt,  kann  nur  durch  an  den  Krystallen  ange- 
stellte  sorgfältige  Messungen  entschieden  werden,  welche  jederzeit 
den  Zweck  haben  müssen,  die  Coeflicieuten  der  Krystall -Flächen 
oder  wenigstens  deren  Verhältnisse  zu  einander  zu  bestimmen. 
Messen  kann  man  aber  bekanntlich  an  den  Krystallen  mit  erfor- 
derlicher Genauigkeit  nur  die  Neigungswinkel  der  sie  bekränzen- 
den Ebenen  gegen  einander.  Also  wird  sich  die  hier  zur  Sprache 
kommende  Aufgabe  dahin  näher  bestimmen  lassen,  dass  man  aus 
solchen  an  den  Krystallen  vorgenommenen  Winkelmessungen  die 
Coefficienten  der  sie  begränzendcn  Ebenen  oder  wenigstens  deren 
Verhältnisse  zu  einander  abzuleiten  suchen  muss,  eine  Aufgabe, 
die  natürlich  nur  eine  Auflösung  in  besonderen  Fallen  und  unter 
besonderen  Bedingungen  gestattet,  also  eigentlich  nicht  in  den 
Kreis  der  von  uns  hier  beabsichtigten  Betrachtungen  gehört 
Jedoch  wollen  wir  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen  ein  Paar 
solche  Fälle  einer  etwas  genaueren  Untersuchung  unterwerfen. 


§.  34. 


Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  es  möglich  gewesen  sei, 
die  von  einer  durch  die  Gleichung 

119)  . . . K0  (x  — a0)+L0  (y  — bu)  + IH0(z — c0)  = 0 

charakterisirten  Ebene  mit  den  Ebenen  der  xy , yz,  zx  einge- 
schlossenen Winkel,  welche  wir  durch  F0,*s,  F0,yx,  F0,„  be- 
zeichnen wollen,  zu  messen. 

Schliessen  wir  nun  alle  pnsere  jetzigen  Betrachtungen  un- 
mittelbar an  §.20.  an,  setzen  demzufolge  wie  dort: 


•-^V  AK*  + XL*  + iM*  + 2CK0L 


■ oir  M i OP M 


and  nehmen  nach  und  nach  an,  dass  die  zweite  in  §.  20.  betrach- 
tete Ebene,  welche  dort  durch  die  Gleichung 
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K1(x—al)  + Ll(y—bi)  + Ml(z—cl)  = Q 

charakterisirt  wurde,  die  Ebene  der  yz,  zx,  xy ; dass  also  nach 
und  nach 

£i  = ],  Lt=0,  Ml=  0;  JT,=0,  L,  = 1,  Mx= 0; 

Ki  =0,  Lx- 0,  Mx  — 1 

sei;  so  ist  nach  §.  20.,  wenn  ohne  irgend  welche  Beziehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 


gesetzt  wird : 


C08  V 0\VS 


+ Ct0  "4  />  )/,,) 


„ Gs*  (CJT„  I B/.0+  /I  ,W„) 

COS  r o,si  — 3 


COS  Emjry  — 


G.G:,,(IIK0  + /l-Lo  + tfü/o)  . 


oder  kürzer,  wie  aus  §.  20.  unmittelbar  hervorgeht: 

FGifi  X(,  G *jr  F„  T.  G xyZ„  m 

0,y*  — J\  9 cos  * e***  — N 9 cf>s  " Q’X,J  — N 9 


X = iVC08  y — jy  C°S  2 ycos  ^ fl,ly 

fcr'us  ° Cr«  " Gxxi 


Nuu  ist  aber  nach  I.  32),  wenn  c0,  ß0,  y,  dieselbe  Bedeutung 
haben  wie  in  §.  20. : 

X„  -f  F„  cos  (xy)  + Za  cos  (zx) 


_a  __  X„  cos  (xy)  + F„  + Z,  cos  (yz) 

COS  Po  jy  » 

Xy  cos  (zx)  + F0  cos  (yz)  + Z0 

COS  )\>  — * 


und  nach  §.  20.: 

Ka:L0:M0  = co8ct0icosß0:co8ya, 
also  nach  dem  Vorstehenden: 
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X„  + Y„  cos  (xy)  + Za  cos  (zx) 

: X o cos  (xy)  | F0  + Z„cos(yi) 
: X„  cos  (zx)  + F„  cos  (yz)  -f  Z,„ 


folglich  nach  dem  Obigen: 


6, 


r** 


\ 


1/  T AI  J • C0S  ^ 0>.V*  / \ I cos  Yittzx  . COS  Vo,xy  . . 

K0:L„:ltJo?=  { 1 co s(xy)  + — — + ■ g — ‘cos(jtz) 

COS  F COS  F0,ax  , , COS  f rt,rv 

• cos  (zj:)  + fe.  • cos  <**> + —G^r 


Die  Gleichungen  des  von  dem  Anfänge  der  Conrdinaten  auf 
die  gegebene,  durch  die  Gleichung 

Ko  (x — a0)  + K ( y—bu ) + M0  (z  - c„)  — 0 
charakterisirte  Ebene  gelallten  Perpendikels  sind  bekanntlich 


so  dass  also,  wenn  (x0y0z0)  ein  beliebiger  Punkt  in  diesem  Per- 
pendikel ist,  jederzeit 

xui yo‘. Zo X«  • F0:Z0, 
also  nach  dem  Obigen 

COS  f „,$<  _ COS  Fo,*j  _ COS  V n t.rjj 

xu  ' Vo'Zo “ 7t  * 7t  • /> 

C Myz  U „ II  xy 

ist;  und  da  man  nun  gewiss  immer  leicht  wird  beurtheilen  kön- 
nen, was  fiir  Zeichen  die  Conrdinaten  des  Punktes  (x„yuz0)  in 
dem  in  Rede  stehenden  Perpendikel  haben,  so  wird  man  mittelst 
vorstehender  Proportionen  immer  auch  die  Combination  der  Zei- 
chen beurtheilen  können,  mit  denen  man  die  Grössen 


bji,  Gm,  (‘  xy 

zu  nehmen  hat.  Bezeichnen  wir  aber  diese  Zeichen -Combination 
durch 

(-])«,  (-1)*,  ( — 1)' ; 


so  können  wir,  da  es  hier  bloss  auf  Verhältnisse  ankommt,  nach 
dem  Obigen  für 

Gyz t G-* , Gxy 

offenbar  respective 
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1 1 * 

( — l)a.  sin  (y:)’  (—  l)b.sin  (xx)’  (— l)c.sin(3:y) 

setzen,  und  erhalten  dann  nach  dem  Obigen  für  die  Verhältnisse 

K„:L0:MU 

den  folgenden  Ausdruck : 

120) K0:L0:M0  = 

(—1)«.  cos  F0>SiSin(yj)  + (—  l)6 . cos  V0„x  sin  (rar) cos  (xy) 

+ (—  1)'.  cos  F0,iysin  (xy)  cos (**) 
:(—  l)a.  cos  F0,y*sin  (yi)  cos  (xy)  + (—  l)6  .cos  V0,zx  sin(zx) 

+ ( — l)‘.cos  F0,jysin(ary)cos  (yi) 
:(—  l)«.cos  F0jyssin(i/:)cos(2ar)+(— l)b.cos  F0„isin(za:)cos(yr) 

+ (—  l)c.eos  F0,x,j  sin  (xy). 

§.  35. 

Wir  wollen  jetzt  noch  kurz  das  in  nachstehender  Figur  dar- 
gestellte Octaeder  betrachten , welches  von  acht  Ebenen  begränzt 
wird,  von  denen  je  zwei  gegenüberstehende  einander  parallel  sind: 


Ä 
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Die  FISchenwinkel , welche  sich  allein  messen  lassen  und  im 
Folgenden  als  gemessene  Stücke  betrachtet  werden,  bezeichnen 
wir  durch  die  Kanten,  an  denen  sie  liegen,  indem  wir  über  die 
Bezeichnung  der  betreffenden  Kante  das  Zeichen  A setzen. 

Fassen  wir  nun  etwa  die  Ecke  A und  die  drei  in  derselben 
zusammenstossenden  Ebenen  SAB,  SAD,  S' AB  ins  Auge,  so 
überzeugt  man  sich  leicht  von  Folgendem.  Der  Winkel  zwischen 
SAB  und  SAD  ist : 

A A 

„ SA  = S'C. 

Der  Winkel  zwischen  S'AB  und  SAB  ist: 

A A 

AB  = CD. 

Der  Winkel  zwischen  SAD  und  S' AB  ist: 

A A 

1800—  SD  = m°-S'B. 

Io  der  von  den  drei  oben  genannten  Ebenen  an  A gebildeten 
dreiseitigen  körperlichen  Ecke  liegt  dem  Winkel  SAß  als  Seite 
der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  SAD  und  S'AB  gegenüber; 
also  ist  nach  der  sphärischen  Trigonometrie  und  dem  Obigen: 


cos  SAB  — 


co8(180°  ■ 


A A A 

• SD)  -f  cos  AB  .cos  SA 


oder 


cos  SAB  = 


A A 
sin  AB. sin  SA 


A A A 
cos  AB . cos  SA  — cos  SD 

Ä 7 ’ 

sin  A/f.sin  SA 


woraus  sogleich 


sin  SAB 


v; 


A A A A A A 

l-cosSDt-cosS/4*-cosÄB,+2.co8jSD.co8iS.4.cosAß 

A A 
sin  AB . sin  SA 


folgt,  in  welcher  Formel  man  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen, 
um  dieselbe  zur  logarithmischen  Rechnung  bequem  einzuriebten, 
bekanntlich  in  vier  Factoren  zerlegen  kann,  was  wir,  als  allge- 
mein bekannt,  hier  füglich  dem  Leser  überlassen  dürfen.  Ganz 
auf  ähnliche  Weise  ist 
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sin/l<Sß=: 


1/  Ä A A ' A A A 
» 1 - cosSÄ^-cnsSB^-cosA  Z)2-f  2.cos  SA.coaSB.cosAD 

_ ^ A ■ 
sin  .S./.sin  SB 


Ueberhaupt  hat  man  nun  aber  auf  diese  Weise  die  folgen- 
den Formeln : 


sin  SA  Bz 


A A A " A A “A 
* 1— cosSÄ*— cosS/l2— cos/7Ä*-J-2.cos&D.cosS/l.cos^Ä 

: . — ^ Ä ’ 

sin  AB.  sin  SA 


sin  SBA= 


vz: 


A A A A A A 

cos  SÄ2— cos  S C^-cos/l  Ä*-f  2.cos  SB.  cos  SC.coSilÄ. 

_ ; 

sin  .4/i . sin  SB 


sin  SBC= 


\T  • A ' A A A A A 

* 1—  cosSJ2— coaSB2—  cosALfl+'i.cosSA.cosSB.cosAD 


A A 
sin /!/>. sio  SÄ 


sin  SCBz= 


v 


A A A A A A 

1— cos  S C2— cos  SÄ®-cos^Z)2+2.cos  S C.coaSD.coaAD 


A A 
sin  .<4/). sin  SC 


sin  SCD= 


V. 


A A A A A A 

l-cosS/^-cosiSC1*— cosAB2^-2.coaSB.coaSC.eoaAB 


A A 
sin^Ä.sinSC 


sin  SDC= 


V 


A A A A A A 

1— C0sSÄ2-C0sS^l*-C0S^7Ä*-|-2.C0sSÄ.C0sSi4.C08jlS> 
_ ; 

sin /7Ä. sin  Sö 


sinSÄ/4— 


vz 


A A A A A A 

1 -cosSfy’2— coaS/72— cos/7/J2  p2cosSC.co*SÄ.cos^/) 

Ä A ’ 

sin  z4Z). sin  SÄ 


t/  yT  ~ A A A A A 

, „ » 1— C0S&<4*— COsSÄ*— COS.4Da-|-2.C08/$i.C06iSÄ.COSylD 

sinAy|ü= 


A . A 
sin  ^4ö.sin  SA 


und : 
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sin  BSC— 


VA  A A A A A 

1— cosS-dP-cosSB2-  cos.4B2-f2.cosSzl.co8SB.cos.i4B 
. 7"  "a  » 

sin  SA . sin  Sß 

\f  1—  co8SB2-co6SC2-cosAB2-J-2.cosSB.cosSC.co8.<4B 


sin  Sß. sin  SC 


T 1-cosSC2— cosSB2— coSz4ß2-f  2.co8SC.cosSB.co8.4^) 
cos  CSD—  a 7"  > 

sin  SC.  sin  Sß 

l-cosSß2-cnsSf2-co.s.tß2-t-2xosSß.cosAVCcosAß 
cos DSA=  A a ■ 

sin  SC. sin  SA 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen: 

W*=Sf  1 — cosSzt2 — con  SB* — cos/tß2-f-2.  cos.S.4 . cos  SB. co»  A D, 
H7»c= V 1 — cosSß*— cos  SC2— cos  A ß2-^  2 . cos  Sß . cos  SC.  cos  Aß , 
Wcd—\f  1 — cos  SC*— coeSD*- — cos  AD*+'L . cos  S C.  cos  SD.  cos  AD, 
Wia—  V 1 — cos  SD* — cosS.l2 — co*  AB*  -|-2  . cosSD.cnsSA.cosAß : 


sin  SAB  = 


/ A 
sin  A ß . sin  SA 


sin  SBA  = 


A A ’ 
sin/IB.sinSß 


sin  SBC  = 


A A 
sin.4ß. sin  SB 


sin  SCB  — 


/ A 

sin  AD.  sin  SC 


sin  SCD  — 


A A 
sinAB . sin  SC 


sin  SDC  = 


A A 
sin/lB.sinSß 


sin  SDA  = 


A A 
sinziß. sinSß 


sin  SAD  = 


A A 
sin/tß.sinSzl 


sin  A SB  = 


A A 
sinS.4.sinSB 


sin  BSC  = — r-  . 

A A 
sin  SB.  sin  SC 


sin  CSD  = 


A A 
sin  SC.  sin  SD 


sin  DSA  — 


A A 
sin  SB.  sinS.4 
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Hiernach  und  nach  der  ebenen  Trigonometrie  ist  nun  * 


und 


SB=w*'±SB'SA, 

fr  bo  /\ 

sin  SA 

A A 

„„  Was  sin  SC  W ab . W da  sin  SC  aA 

AC—  nr  • * • — Tir  nr  * * • wii , 


’ Wed  ' A 
sin  Sß 


Wtc.Wa 


sin  SA 


A 

Wob  sin  SD  „ A 

SD=W«—Ä SAi 

sin  SA 


AB=^sJnAB'SA'  AD=Wja.sinib_SÄi 


Wbe'  A 

sin  SA 


Wed  A 

sin  SA 


folglich  offenbar: 

SA:  Sß:  SC:  SD:  AB:  AD 

= Wbe • Wmi.sinS^:  Wed-  Wdo-sin  SB:  Wda-  Wab- sin  SC 

A A A 

: Wob.  Wbe  ■ sin  SD:  Wob.  Wed  -sin  AB:  Wbe-  Wda  .sin  AD. 


Auf  diese  Weise  kann  man  also  die  Verhältnisse  der  Linien 
S^l,  SB,  SC,  SD,  AB,  AD  berechnen,  und  findet  dann  auch 
leicht  die  Verhältnisse  der  Halbaxen  AO,  BO,  SO,  vreil  nach 
einem  bekannten  Satze: 

4 .30*  + 4 . ~BÖ* = 2 . 35»  + 2 . 3B* , 

4.  JO* + 4.  SO2  =2  .SÄ*  +2.  SC*, 

4.SÖ*  + 4.JÖ*  =2. SB*  -f-  2-SD* 

ist,  woraus  sich  ferner  leicht  ergiebt: 

4.ÄÜ*  = ÄB*+  ÄD*  + SÄ*-SB*  + 'SC*-SD*, 

4.  BO*=  ÄS » + ÄD * - 53*  + Sß»  - SC»  + SÖ», 
4SU*=-ÄB*-ÄD*+SÄ*+SB*+SC*  + SD*. 


Die  von  den  Axen  eingeschlossenen  Winkel  kann  man  nun 
aber  offenbar  auch  leicht  berechnen. 


B e rieh  ti  g ii  n g.  S.  188.  Z.  13.  and  14.  v.  u.  statt  „Gleichung“  «.in 
„Gleichungen.“ 
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XII. 

Privatleistungen  auf  astronomischem  Gebiete.  Ein  Vor- 
trag gehalten  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mai  1859. 

Von 

Herrn  Karl  v.  Littrow, 

wirklichem  Mitgliede  der  kniserl.  Akademie  der  Wiaacnschiiften. 


Wenn  eines  unserer  ausgezeichnetsten  Mitglieder  im  Auslande 
einmal  mit  vollem  Rechte  hervorhob,  dass  die  Astronomie  mehr 
als  irgend  eine  Wissenschaft  der  Unterstützung  von  Seite  der 
Mächtigen  der  Erde  bedarf,  dass  glänzende  Epochen  in  der  Ge- 
schichte der  Sternkunde  sich  grossentheils  auf  den  besonderen 
Schutz  zurückführen  lassen,  den  Fürsten  ihr  geschenkt,  so  kann 
man  andererseits  auch  behaupten,  dass  solcher  Schutz  keinem  an- 
dern Fache  in  gleichem  Maasse  wirklich  zu  Theil  wurde  und  dass 
die  Regenten,  deren  ausnehmender  Gunst  die  Astronomie  dank- 
bar zu  gedenken  hat,  den  regsten  Antheii  nahmen  an  den  von 
ihnen  hervorgerufenen  Fortschritten.  Fragt  man  nach  der  Ursache 
dieser  Erscheinung,  so  findet  man,  dass  dieselbe  eben  nur  die 
einzelne  Aeusserung  eines  überhaupt  weit  über  die  Männer  des 
Berufes  hinaus  verbreiteten  Interesses  ist,  welches  unsere  Wis- 
senschaft von  jeher  kennzeichnete  und  eines  ihrer  wirksamsten 
Fürderungsmittel  war.  Gestatten  Sie  mir  heute  diese  Ansicht  zu 
begründen,  und  den  woblthätigen  Einfluss  nachzuweisen,  den  rol- 
lig freiwillige  und  unabhängige  Pfleger  der  Astronomie,  die  in 
dein  Fache  eben  nur  eine  Lieblingsbeschäftigung  suchten,  durch 
ihre  eigenen  und  die  Arbeiten  ihrer  Gehülfen  auf  die  Entw  ickeluug 
dieser  Wissenschaft  genommen  haben. 

Die  socialen  Verhältnisse  der  älteren  Vorzeit  sind  so  ver- 
schieden von  den  unseren,  dass  es  oft  grosser  Schwierigkeit  un- 
terliegen würde  zu  entscheiden,  ob  ein  Gelehrter  Privatmann  in 
der  heutigen  Bedeutung  des  Wortes  war.  Die  Biographien  be- 
rühmter Männer  jener  Epochen  gehen  überdies  selten  auf  ihre 
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Lebensumstände  näher  ein  und  enthalten  gewöhnlich  eben  nur 
die  Geschichte  ihrer  Leistungen.  Endlich  bilden  diese  Leistun- 
gen nur  zu  häufig  Glieder  aus  der  Kette  menschlicher  Forschung, 
die  zum  Ganzen  erforderlich  waren,  aber  längst  ihren  Werth  an 
sich  beinahe  verloren  haben.  So  wollen  wir  denn  unsere  Blicke 
zunächst  der  neueren  Zeit  zuwenden  und  auf  frühere  Jahrhunderte 
nur  gelegentlich  oder  insoferue  Rücksicht  nehmen,  als  es  der 
Zusammenhang  unserer  Betrachtungen  erfordert 

Zu  den  Hauptstützen  unserer  heutigen  Annahmen  über  die 
Dichte  des  Erdkörpers  gehören  die  Experimente  von  Henry 
Cavendish,  dem  Sprössling  eines  der  edelsten  und  begütertsten 
Geschlechter  Englands,  der  sein  ganzes  Lehen  der  Wissenschaft 
gewidmet,  ohne  je  eine  öffentliche  Stellung  anzunehmen,  „der 
reichste  unter  allen  Gelehrten,  und  wahrscheinlich  auch  der  ge- 
lehrteste unter  allen  Reichen“,  wie  ßiot  ihn  bezeichnet.  Die 
Apparate  und  Methoden  aber,  welche  Cavendish  in  Anwendung 
brachte,  waren  ebenfalls  von  einem  Volontär  der  Wissenschaft 
Rev.  John  Michell  erdacht.  Was  Cavendish  noch  allenfalls 
zu  wünschen  übrig  gelassen  hatte,  lieferte  Francis  Baily,  sei- 
nes Zeichens  ein  Geldmakler,  durch  eine  wahre  Musterreihe  von 
Versuchen,  die  mit  bewunderungswürdiger  Ausdauer  und  Umsicht 
Jahre  lang  fortgesetzt  wurden  bis  sie  die  nöthige  Genauigkeit 
erreichten.  Einige  Jahre  früher  hatte  gleichfalls  F.  Baily  auf 
äusserst  mühsamem,  aber  allein  untrüglichem,  experimentellem 
Wege  die  richtige  Methode,  durch  l'enilelbeobachtuugen  die 
Schwere  zu  bestimmen,  festgestellt,  und  durch  Berechnung 
der  Messungen,  die  der  unglückliche  Capt.  Fester  nach  Baily’s 
Vorschriften  am  Bord  des  Chanticleer  im  Jahre  1831  angestellt 
hatte,  einen  wichtigen  Beitrag  zu  diesem  Zweige  der  Astro- 
nomie geliefert.  — Die  ersten  gelungenen  Fallversuche  rüh- 
ren von  einem  wohlhabenden  Dilettanten  — ich  nehme  diesen 
Ausdruck  im  ursprünglichen,  etymologischen  Sinne  — von  J.  F. 
Benzenberg,  der  zwar  später  durch  wenige  Jahre  eine  Pro- 
fessur versah,  bald  aber  seine  Freiheit  dem  Berufsleben  wieder 
vorzog. 

Die  an  sich  nicht  glückliche,  aber  immerhin  sinnreiche  und 
als  Anregung  zu  wichtigen  Arbeiten  folgenschwere  Idee,  den 
Dimensionen  des  Erdkörpers  das  Grundmaass  der  Längen  zu 
entnehmen,  ging  zu  Ende  des  siebzehnten  Jahrhunderts  von  Ga- 
briel Mouton,  Chormeister  in  Lyon,  aus.  Rev.  Richard 
Sheepshanks,  ein  Liebhaber  der  Astronomie,  stellte  nach  Bes- 
sel's  berichtigenden  Ansichten  über  diesen  Gegenstand  80500 
mikrometrische  Messungen  an,  um  die  englische  Längeneinheit 
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zu  bestimmen.  Das  Standard -Yard , welches  unsere  Akademie 
vor  Kurzem  von  der  englischen  Regierung  zum  Geschenke  erhielt, 
ist  eine  Frucht  dieser  viele  Jahre  langen  Arbeit. 

I 

An  Beobachtungen  von  Verfinsterungen  der  Sonne,  des  Mon- 
des und  der  Jupitersatelliten,  von  Sternbedeckungen,  Berechnungen 
geographischer  Längen  und  Breiten  verdanken  wir  Laien  so  vieles, 
dass  wir  hier  nur  einiger  hervorstechenden  Leistungen  Erwäh- 
nung thun  können.  Rev.  Thomas  Catton  in  Cambridge  über- 
wachte blns  aus  Liebe  zur  Sache  den  Himmel  in  Bezug  auf  die 
eben  genannten  Phänomene  durch  einen  Zeitraum  von  vierzig 
Jahren  so  sorgfältig,  dass  der  k.  Astronom  G.  B.  Airy  die  grosse 
Arbeit,  diese  Beobachtungen  zu  sammeln  und  der  Rechnung 
zugänglich  zu  machen,  unternahm,  und  die  k.  astronomische  Ge- 
sellschaft in  London  die  Kosten  der  Publication  bestritt,  ln 
ähnlicher  Weise  wirkten  Hofgerichtsrath  von  H eil  i gen s tei  n in 
Mannheim,  Colonel  Beaufoy  in  Bushey  Heatb,  Consistorialrath 
Hülsmann  in  Elberfeld,  Amtmann  Bayer  zu  Hradisch,  Ferd. 
Freiherr  von  Ende  zu  Celle,  Erblandmarschall  Graf  von  Hahn 
in  Remplin,  Professor  H al I asch  ka  in  Prag  und  unzählige  andere 
Liebhaber  der  Astronomie.  — William  Galbraith,  Privatlehrer 
der  Mathematik  zu  Edinburg,  gab  im  Jahre  1837  den  Anstoss  zur 
Wiederaufnahme  der  Vermessung  von  Schottland  durch  genaue 
geographische  Bestimmungen,  die  er  an  seinen  Feiertagen  vor- 
nahm,  und  durch  die  er  bewies, 'dass  die  bis  dahin  existirenden 
Karten  Fehler  von  1 bis  I1/*  Meilen  hatten  — ein  Verdienst,  das 
durch  die  R.  Society  of  Sciences  ehrenvoll  anerkannt  wurde. 

Die  Topographie  des  Mondes  beruht  in  ihren  Grundlagen 
fast  ausschliesslich  auf  Leistungen  von  Privaten.  Die  ersten  ge- 
naueren Mondkarten  mit  einer  für  solche  Anfänge  bewunderungs- 
würdigen Naturtreue  lieferte  Johann  Hevel,  der  gelehrte  Raths- 
herr von  Danzig,  auf  seiner  prächtigen  Sternwarte  im  Jahre  1040. 
Die  ersten  bedeutenden  Detailzeichnungen  einzelner  Mondgegeuden 
erhielten  wir  um  den  Anfang  des  neunzehnten  Jahrhunderts  von 
Oheramtmann  Schröter  zu  Lilienthal.  Den  Schlussstein  dieses 
Zweiges  unserer  astronomischen  Kenntnisse  bilden  bisher  die 
grossen  Arbeiten  von  Mädler  und  Beer  an  des  letzteren  Stern- 
warte in  Berlin.  Ihnen  schlossen  mit  besonderen  Beiträgen  sich 
rühmlich  an:  der  Mechaniker  James  Nasmyth  in  Patricroft  bei 
Manchester  durch  sehr  gelungene  Studien  einzelner  Theile  der 
Mondoberfläche;  Hofräthin  Witte  u.  a.  durch  plastische  Darstel- 
lungen dieses  Himmelskörpers;  Warren  de  la  Rue  in  Cranford 
durch  stereoskopische  Bilder  des  Mondes  vermöge  einer  sinnrei- 
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eben  Benützung  der  Librationen.  — Die  räthselhafte  Erscheinung, 
dass  Sterne,  vor  welche  der  Mond  tritt,  kurz  bevor  sie  von  ihm 
bedeckt  werden,  zuweilen  mehrere  Secumlen  lang  auf  ihm  sich 
projiciren,  ist  am  gründlichsten  von  einem  Liebhaber  der  Astro- 
nomie, Sir  James  South,  behandelt;  alle  Erfahrungen,  die  wir 
bisher  darüber  besitzen,  darunter  viele  Beobachtungen  von  Dilet- 
tanten, sind  durch  ihn  sorgfältig  gesammelt  und  discutirt.  — Ein 
genialer  Liebhaber  der  Wissenschaft,  Jeremias  Horrox,  wen- 
dete 1638  zuerst  die  Kepler’schen  Gesetze  auf  die  Mondbewe- 
gung an,  und  machte  die  ersten  fortgesetzten  Beobachtungen  über 
Ebbe  und  Fluth. 

I 

Auf  eine,  wie  das  eben  erwähnte  Phänomen  bei  Sternbe- 
deckungen  bisher  unerklärte,  bei  Vorübergängen  des  Mondes  oder 
der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne  stattiindende  Erscheinung, 
die  aus  einem  eigentümlichen  Zerbrechen  des  ersten  und  letzten 
Lichtfadens  der  Sonnenscheibe  in  einzelne  Perlen  besteht  und 
desshalb  unter  der  Bezeichnung  der  „beads“  bekannt  ist,  hat  uns 
zuerst  der  schon  genannte  astronomische  Freiwillige  F.  Bai  ly 
aufmerksam  gemacht  und  mit  einer  classischen  Arbeit  darüber 
beschenkt.  — Zur  Kenntpiss  der  Sunuenflecken  und  Fackeln  ha- 
ben bei  weitem  das  bedeutendste  Material  Dilettanten  geliefert. 
Nicht  nur  verdanken  wir  dem  astronomischen  Volontär  Joh.  Fa- 
bricius  die  erste  Entdeckung  der  Flecken  (1611),  sondern  auch 
den  Nachweis  der  Rotation  des  Sormenkürpers  an  diesen  merk- 
würdigen Erscheinungen.  Die  längste  überhaupt  bekannte  Reihe 
solcher  Aufzeichnungen  aus  den  Jahren  1 740  bis  1790  rührt  von 
einem  Liebhaber  Joh.  Staudache  in  Nürnberg.  Von  einem 
anderen  Volontär  der  Astronomie,  Rev.  J T.  Hussey,  wurden 
nicht  weniger  als  1100  Zeichnungen  gesammelt,  die  eine  vollstän- 
dige Geschichte  dieser  Erscheinungen  aus  den  Jahren  1826  bis 
1837  darstellen.  Hofrath  Schwabe  in  Dessau  hat  durch  mehr 
als  zwanzig  Jahre  durchschnittlich  an  300  Tagen  des  Jahres,  die 
Sonnenscheibe  untersucht,  von  1826  bis  1857  an  etwa  4700  Grup- 
pen von  Flecken  und  Fackeln  beiläufig  9000  Beobachtungen  ge- 
macht, die  an  Genauigkeit  und  Umsicht  alles  in  diesem  Gegen- 
stände bis  dahin  Geleistete  übertreffen  und  uns  zuerst  die  grosse 
Wahrscheinlichkeit  einer  Periodicität  dieses  Phänomens  kennen 
lehrten.  Von  Domherr  Stark  in  Augsburg  besitzen  wir  ähnliche 
Beobachtungen  von  1813  bis  1836;  in  der  neuesten  Zeit  hat  ein 
ausgezeichneter  Volontär  der  Astronomie,  R.  Ch.  Carrington, 
der  mehrere  Jahre  an  der  Durhamer  Sternwarte  Dienste  leistete, 
blos  um  mit  dem  Fache  genau  bekannt  zu  werden,  auf  seinem 
Observatorium  Redhill  eine  fortlaufende  Reihe  von  ähnlichen  sehr 
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genauen  Bestimmungen  unternommen.  Aber  nieht  nur  solche  ge- 
treue und  reichhaltige  Aufzeichnungen  über  den  Zustand  der  Son- 
nenoberfläche, sondern  auch  tief  blickende  Untersuchungen  der 
Natur  jener  Erscheinungen  verdanken  wir  freiwilligen  Pflegern 
des  Faches,  und  hier  habe  ich  einen  Namen  zu  nennen,  der,  von 
doppelter  Glorie  umstrahlt,  mit  der  Geschichte  der  Wissenschaft 
für  alle  Zukunft  eng  verflochten  ist.  Sie  errathen,  dass  ich  von  den 
beiden  Herschel  spreche.  Sir  W' illiam,  der  Vater,  zählt  als 
Organist  zu  üath  in  seinen  astronomischen  Anfängen  entschieden 
zu  den  Liebhabern  der  Astronomie,  aber  auch  die  spätere,  bei- 
nahe vierzigjährige  Staunens»  ürdige  Thätigkeit,  welche  er,  in  die 
Nähe  seines  Königs  nach  Slough  bei  Windsor  berufen,  ganz  der 
Sternkunde  zuwenden  konnte,  gehört  auf  das  Gebiet  von  Privat- 
leistungen, wenngleich  so  Sir  William  aus  der  Reihe  der  Frei- 
willigen in  die  der  Verpflichteten  iibertrat;  denn  Georg  III.  von 
England  versah  Herschel  mit  den  tiöthigen  Mitteln  nicht  als 
Mouarch,  sondern  aus  persönlichem  Interesse  für  die  Astronomie, 
das  wir  durch  des  Königs  wohl  ausgeröstete  eigene  Sternwarte 
zu  Richmond  und  von  ihm  angestellte  Beobactungen  bewiesen 
linden;  Sir  William  war  des  Königs  Privatastronom.  Sein  Sohn, 
Sir  John,  hat  immer  nur  aus  ganz  freiem  Antriebe  der  Wissen- 
schaft gedient,  und  entschloss  sich  überhaupt  erst^  am  Abende 
seines  Lebens  für  einige  Zeit  eine  öffentliche  Stellung  mit  dem 
Amte  eines  „Master  of  the  mint“  anzunehmen,  womit  auch  Newton 
belohnt  ward.  Von  den  eben  so  zahlreichen  als  grossen  Ver- 
diensten dieser  beiden  trefflichen  Männer  um  die  Kenntniss  des 
Himmels  haben  wir  vorerst  anzuführen,  dass  man  ihnen  eingehende 
Begründungen  und  Ausführungen  unserer  heutigen  Ansichten  über 
das  Wesen  der  Sonnenflecken  verdankt.  — Der  erste  und  bis 
zum  Jahre  1842  einzige  vollständige  Bericht  über  die  merkwür- 
digen Erscheinungen,  welche  sich  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
unseren  Blicken  bieten,  gründet  sich  auf  die  Bereitwilligkeit,  mit 
welcher  schwedische  Landgeistliche  der  Aufforderung  entsprachen, 
die  von  der  R.  Society  of  Sciences  für  die  Finsterniss  von  1733 
erlassen  war;  in  unseren  Tagen  aber  haben  bei  solchen  Gelegenheiten 
eine  grosse  Zahl  von  Privaten  aus  allen  Ständen  sorgfältige  Beob- 
achtungen , zum  Theile  auf  entfernten,  erst  nach  langen  Reisen 
zu  erreichenden  Stationen  geliefert.  — Die  erste  Beobachtung  eines 
Venusdurchganges  im  Jahre  1639  verdanken  wirHorrox  und  sei- 
nem Freunde  Crabtree,  einem  vermögenden  Privatmanne  bei 
Manchester.  — Die  grosse  Entdeckung  der  Bewegung  des  gan- 
zen Sonnensystems  in  der  Richtung  auf  ü Herculis  ist  Sir  Wil- 
liam Herschel’s  Werk,  und  die  entscheidendste  Bestätigung 
derselben , nämlich  durch  die  Eigenbewegungeu  der  Sterne  des 
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südlichen  Himmels,  verschaffte  uns  der  Actuar  einer  Lebensver- 
sicherungs-Gesellschaft, Thomas  Galloway  in  London. 

Nachdem  man  Jahrhunderte  lang  nicht  mehr  Planeten  ge- 
kannt, als  deren  eben  jeder  Schäfer  am  Himmel  sich  ergrübelt, 
zeigte  Sir  William  Herschel  uns  an  Uranus  im  Jahre  1781 
den  ersten  teleskopischeu  Planeten,  dessen  Bahn  zuerst 
Justizpräsident  Jean  B.  de  Saron,  eine  wahre  Stütze  der  Pari- 
ser Astronomen,  richtig  erkannte.  Wenn  der  nächste  Fund  dieser 
Art  im  Jahre  1801  einem  Astronomen  von  Profession,  Pinzzi  in 
Palermo,  an  der  Ceres  gelang,  so  war  dieses  ein  blosser  Zufall, 
und  die  Folge  sollte  lehren,  dass  die  Liebhaber  der  Wissenschaft 
dieses  Dominium  sich  vorzugsweise  ausersehen  haben.  Olbers, 
der  berühmte  Arzt  in  Bremen  und  nebenher  astronomischer  Vo- 
lontär, bei  dem  aber  die  Meister  vom  Berufe  sich  Raths  erholten, 
der  durch  einen  seltenen  Reichthum  an  herrlichen  Gedanken  wie 
keiner  seiner  Zeitgenossen  auf  astronomischem  Gebiete  anregend 
wirkte,  erüffnete  im  Jahre  1802  mit  der  Pallas  die  Bahn  zu  den 
zahlreichen  planetarischen  Entdeckungen  unserer  Tage;  denn  damit 
war  die  seither  so  glänzend  bestätigte  Vermuthung  einer  Multi- 
plicität  von  Planeten  an  dieser  Stelle  des  Weltalls  gegeben.  Der 
nächste  Fund  gelang  au  Schrötcr’s  Sternwarte  in  Lilieuthal 
durch  Harding,  der  vierte  neuerdings  durch  Olbers.  Beinahe 
vierzig  Jahre  verflossen  ohne  weitere  Bereicherung  unserer  Kennt- 
nisse in  dieser  Hinsicht,  bis  wieder  ein  Dilettant,  der  k.  preussi- 
sche  Postbeamte  K.  L.  Hencke  in  Driesen,  nach  fünfzehnjähriger 
Bemühung  sich  Detailkarten  von  einzelnen  Theilen  des  Himmels 
zu  verschaffen,  wie  sie  damals  niemand  besass,  durch  Auffindung 
von  zwei  neuen  Planeten  den  Anstoss  gab  zu  den  vielseitigen 
ähnlichen  Bestrebungen  der  neuesten  Zeit.  Von  dem  halben  Hun- 
dert seitdem  bekannt  gewordener  Asteroiden  verdanken  wir  eilf 
dem  Observatorium  des  Herrn  Bishoj)  in  London,  die  gleiche 
Zahl  dem  Maler  Goldschmidt  in  Paris,  je  einen  dem  Observa- 
torium des  Herrn  E.  Cooper  in  Markree,  das  an  reicher  Aus- 
stattung viele  Staatsanstalten  übertrifft,  und  der  Privatsternwarte 
von  Valz  in  Nismes.  Im  Ganzen  also  sind  von  den  sechsund- 
fünfzig  bis  heute  gelungenen  Entdeckungen  dieser  Art  mehr  als 
die  Hälfte  dem  Liebbaberthume  entsprossen,  wobei  der  mittelbare 
Antheil  der  Dilettanten  auch  an  den  übrigen  Funden  durch  ihre 
an  anderer  Stelle  zu  erwähnende  Hilfe  bei  Anfertigung  der  Ber- 
liner Sternkarten  wohl  zu  beachten  kommt,  so  wie  dass  jene  un- 
erwarteten Erfolge  nicht  etwa  blos  emsigem  Suchen  zu  verdanken, 
sondern  dass  dazu  der  an  Bisbop’s  Observatorium  von  Hind 
zuerst  ausgeführte  leitende  Gedanke,  die  Nachforschungen  auf  die 
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Gegend  der  Ekliptik  zu  beschränken,  wesentlich  beitrug.  — Zwei 
Satelliten  des  Saturn  wurden  von  Sir  William  Herschel,  ein 
anderer  Saturnsatellit,  zwei  Trabanten  des  Uranus  und  der  Nep- 
tunsmnnd  von  W.  Lasseil  auf  seinem  Observatorium  zu  Starfield 
bei  Liverpool  entdeckt. 

Was  wir  von  der  physischen  Beschaffenheit  der  Planeten 
wissen,  haben  wir  grossentheils  von  Schröter,  Beer,  Hussey, 
Justizrath  Kunows ky  in  Berlin  oder  von  ihren  Geholfen.  Ins- 
besondere ist  das  in  seiner  Art  einzige  Aeussere  Saturn’s  durch 
solche  freiwillige  Astronomen  durchforscht  worden,  wie  denn  der 
Dilettant  W.  Ball  in  Mainhcad  (1665)  zuerst  erkannte,  dass  der 
Ring  aus  zwei  concentrischen  Reifen  bestehe,  der  Liebhaber 
Sbort  gegen  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  eine  mehrfache  Thei- 
Inng  des  Ringes  zuer.-t  wahrnahm,  die"  Captain  Kater  und  L as- 
seil später  bestätigten  ; Schwabe  die  schon  von  Propst  J.  C.  Gal- 
tet in  Avignon  (I6S4),  später  von  W.  Herschel  und  South 
erwähnte  merkwürdige  Excentricität  des  Ringes  zuerst  constatirte, 
der  räthselhafte  dunkle  Ring  durch  den  seit  fünfundzwanzig  Jah- 
ren ununterbrochen  auf  astronomischem  Gebiete  thätigen  Rev. 
W.  R.  Dawes  unabhängig  von  anderen  Entdeckern  zu  unserer 
Kemitniss  kam.  Dawes  bemerkte  auch  in  Europa  zuerst  die  - 
Durchsichtigkeit  dieses  dunklen  Ringes.  — Olbers  erklärte  die 
beim  Verschwinden  des  Ringes  und  an  dessen  Stelle  sich  zeigen- 
den hellen  Punkte,  über  deren  Bedeutung  man  lange  im  Zweifel 
war,  aus  optischen  Gründen.  — WarrendelaRue  ist  bei  seinen 
photographischen  Untersuchungen  auf  eine  merkwürdige  chemische 
Verschiedenheit  des  Lichtes  der  einzelnen  Planeten,  so  wie  ein- 
zelner Gegenden  der  Mondscheibe  gekommen. 

Es  sind  jetzt  eben  hundert  Jahre,  dass  Job.  Georg  Palitzsch, 
ein  Landmann  in  der  Gegend  von  Dresden,  der  sich  auch  in  an- 
deren Naturwissenschaften  hervorgethan,  den  Halley’schen  Kome- 
ten zuerst  aulTand,  obschon  die  Astronomen  aller  Länder  nach 
diesem  ersten  in  seiner  Wiederkehr  vorausgesagten  Himmelskör- 
per solcher  Art  seit  länger  als  einem  Jahre  umsonst,  weil  wahr- 
scheinlich zu  sehr  nach  vorgefassten  Meinungen  über  seinen  Ort 
gespäht  hatten.  Von  den  anderthalbhundert  nicht  erwarteten 
Kometen,  die  seit  jener  Zeit  zu  unserer  Kenntniss  kamen,  ver- 
danken wir  nicht  weniger  als  etwa  ein  Viertel  Liebhabern  der 
Astronomie,  ungerechnet  etwa  zwanzig  Fälle,  wo  spätere,  aber 
unabhängige  Entdeckungen,  demselben  Boden  entsprossen,  wenn 
auch  nicht  die  neuen  Gestirne  uns  zuerst  kennen  lehrten,  so  doch 
diese  Kenntniss  sicherten  und  häufig  den  grossen  Vortheil  allge- 
meinerer früher  Beobachtung  verschafften.  Unter  jenen  Ursprung* 
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liehen  Funden  aber  haben  viele  hohen  kometographiseben  Werth- 
Der  Komet  von  1772,  entdeckt  von  Montagne  in  Limoges,  des- 
sen Hilfsmittel  in  einem  18  Zoll  langen  Fernrohre  von  Rarasden 
bestanden,  erwies  sich  im  Jahre  1826,  »vo  ein  ariderer  Dilettant, 
Hauptmann  lliela,  den  berühmten  nach  ihm  benannten  Kometen 
aulfand,  als  die  älteste  uns  bekannte  Erscheinung  dieses  letzten, 
und  zeigte  uns  zu  grossem  Vortheil  der  Rechnung  diesen  Him- 
melskörper, der  später  durch  seine  Spaltung  in  zwei  Gestirne  uns 
in  Erstaunen  setzte,  als  einen  fünfzigjährigen  Bekannten.  Ja  wir 
könnten  hier  noch  einen  dritten  Liebhaber  der  Wissenschaft  nen- 
nen, der  in  Bezug  auf  diesen  Kometen  sich  zu  Biela  ganz  in 
gleicher  Weise  verhalt  wie  in  Bezug  auf  Neptun  Le  Vertier  zu 
Galle,  wenn  es  eben  jenem  Liebhaber,  den  wir  hier  noch  an 
anderer  Stelle  anzuführen  haben,  gefallen  wollte,  aus  seinem  be- 
scheidenen Dunkel  zu  treten.  — Als  Encke  den  ersten  Kometen 
von  1819,  der  in  gerechter  Anerkennung  seiner  unvergänglichen 
Arbeiten  über  denselben  seinen  Namen  führt,  als  periodisch  er- 
kannt hatte,  wusste  man  den  Dienst  erst  zu  schätzen,  den  Miss 
Caroline  Herschel,  die  unermüdliche  Gehüliin  ihres  Bruders 
Sir  William,  durch  Entdeckung  des  im  Jahre  1795  sichtbaren 
Kometen  der  Wissenschaft  geleistet  hatte,  der  sich  eben  auch  als 
eine  frühere  Erscheinung  des  Encke’schen  Kometen  erwies.  — 
Der  grosse  Komet  von  1807,  dem  eine  für  alle  Folgezeit  lehr- 
reiche Musterarbeit  ßessel’s  gewidmet  ist,  wurde  von  dem 
Augustiner  Paris!  zu  Castro  Giovanni  in  Sicilicn  zuerst  aufgefun- 
den. — Der  berühmte  Komet  von  1811,  der  bisher  für  Europa  und 
in  unserem  Jahrhunderte  nur  an  dem  glänzenden  Gestirne  des  eben 
nbgelaufenen  Jahres  einen  ebenbürtigen  Rivalen  fand,  wurde,  und 
zwar  teleskopisch,  von  Honore  Fiaugorgues,  einem  eifrigen 
Liebhaber  der  Astronomie  in  Viviers  entdeckt,  der  über  vierzig 
Jahre  im  Fache  thätig  war  und  uns  noch  in  seinem  71.  Lebens- 
jahre (1826)  mit  einem  zweiten,  nur  von  ihm  beobachteten  Kome- 
ten beschenkte.  — Den  merkwürdigen  Kometen  von  1815,  den 
wir  1887  wieder  zu  erwarten  haben,  verdanken  wir  Olbers.  — 
Der  VI.  Komet  von  1847  wurde  von  vier  verschiedenen  Beobach- 
tern unabhängig  entdeckt,  darunter  zweimal  von  astronomischen 
Freiwilligen  (Rev.  Dawes  in  Cranbrook,  Mad.  Rümker  in  Ham- 
burg); den  11.  Kometen  von  1850  fand  man  an  fünf  Orten  ursprüng- 
lich auf,  darunter  zwei  Privat-Sternwarten  (Senftenberg,  Markree); 
unter  den  vier  Entdeckern  des  grossen  vorjährigen  Kometen  kommt 
ebenfalls  ein  Dilettant  (Parkhurst  in  Perth  Amboy,  New-Jersey) 
vor,  was  gewiss  rühmliches  Zeugniss  gibt  für  eine  Wachsamkeit, 
um  nicht  zu  sagen  Eifersucht,  die  man  sonst  nur  bei  Liebhabern 
anderer  Gattung  zu  vermuthen  geneigt  ist. 
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' Vielleicht  vermissen  Sie  einen  hei  solcher  Gelegenheit  oft  und 
gerade  als  Dilettant  genannten  Mann:  den  glücklichen  Kometen- 
jäger Fons,  der  trotz  seiner,  wie  er  selbst  sagte,  „paralytischen“ 
statt  „parallactischen“  Instrumente  über  dreissig  Kometen  ent- 
deckte : aber  Pons  war  von  allem  Anfänge  seiner  astronomischen 
Laufbahn  an  bei  Staats- Sternwarten,  wenn  auch  durch  viele  Jahre 
nur  als  Concierge  beschäftigt.  Wollte  man  den  Umstand,  dass 
er  seine  ganze  Thätigkeit  auf  das  Durchspüren  des  Himmels  nach 
neuen  Gegenständen  beschränkte,  geltend  machen,  um  ihn  den 
Dilettanten  einzureihen,  so  müsste  dasselbe  z.  B.  mit  seinem  Riva- 
len, dem  Director  des  Pariser  Observatoriums,  Messier,  ge- 
schehen, den  Ludwig  XV  das  „Kometenfrettchen“  nannte,  und 
der  sich  nach  der  Schwierigkeit  seiner  Leistungen  keinem  irgend 
namhaften  Liehhaher  gegenüber  überheben  durfte , wenn  er  gleich 
mit  Ehren  überhäuft  wurde,  ja  einige  Jahrzehende  hindurch  als 
Sternbild  am  Himmel  glänzte.  , 

Aber  nicht  blos  auf  die  Existenz  vieler  dieser  Gestirne  über- 
haupt wurden  wir  durch  Dilettanten  geführt,  sondern  auch  in  der 
Kenntniss  ihrer  Bahnen  verdanken  wir  den  astronomischen  Volon- 
tären einen  grossen  Theil  des  Fortschrittes,  dessen  wir  uns  heute 
rühmen.  G.  P.  Dürfet,  Pastorin  Plauen,  führte  im  Widerspruche 
mit  gewiegten  Fachmännern  der  damaligen  Zeit  an  dem  grossen 
Kometen  von  1680  zuerst  die  richtige  Ansicht  durch,  dass  die 
Erscheinungen  dieser  Himmelskörper  durch  ihre  Voriiliergänge  an 
der  Sonne  häufig  in  zwei  Abschnitte  zerfallen,  die  man  bis  dahin 
gewöhnlich  als  verschiedenen  Gestirnen  angehörig  aulTasste,  und 
stellte  zuerst  mit  der  Sicherheit  inniger  Ueberzeuguug  die  kurz 
vor  ihm  schon  von  Borelli  gemuthmasste , der  Wahrheit  sehr 
nahe  liegende  Hypothese  auf,  dass  die  Kometen  sich  in  Parabeln 
bewegen.  Olbers  gab  uns  unter  dieser  bei  den  meisten  Kome- 
ten unvermeidlichen  Voraussetzung,  eine  Methode  der  Bahnbe- 
stimmung, die,  so  oft  man  auch  versucht  hat,  an  ihr  zu  bessern, 
heute  noch  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  die  Grundlage  beinahe 
aller  kometarischen  Rechnungen  bildet.  Es  muss  ferner  die  Lieb- 
haber der  Wissenschaft  immerhin  mit  gerechtem  Stolze  erfüllen, 
wenn  sie  in  unseren  Kometenverzeichnissen  als  beste  Berechnun- 
gen der  Kometen  des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  nicht  weni- 
ger als  etwa  ein  Sechstel  ihrer  Mitte  entnommen  sehen.  — Die 
Kenntniss  der  physischen  Beschaffenheit  der  Kometen  hatte  von 
jeher  in  den  Arbeiten  von  Dilettanten  eine  Hauptstütze.  Von 
Hevel,  dem  Vater  der  heutigen  Kometographie,  bis  zu  den  wahr- 
haft unzähligen  Beobachtungen  der  grossen  Kometen  von  1843  und 
1858  müssen  wir  in  dieser  Beziehung  uns  allenthalben  auf  Zeug- 
nisse astronomischer  Liebhaber  oder  ihrer  Anstalten  berufen. 
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Von  den  beiläufig  300,000  Fixsternen,  deren  Existenz  consta- 
tirt  ist,  verdanken  wir  reichlich  ein  Drittel  Volontären  der  Wis- 
senschaft. Wir  «vollen  wieder  nur  einige  der  Hauptleistungen 
namhaft  machen.  Lord  John  Wrottesley  lieferte  an  seinen 
Sternwarten  Blackheath  und  Wrottesley- Hall  mit  John  Hart- 
nup,  Richard  Philpott  und  Frederic  Morton  als  Geholfen 
17,000  Bestimmungen  der  geraden  Aufsteigung  von  2327  Sternen. 
Ebenfalls  zu  Blackheath  halte  1800  Stephen  Groombridge, 
von  Berufswegen  ein  Tuchhändler,  in  einem  Alter  von  zweiund- 
fünfzig Jahren  sich  die  eben  so  nützliche  als  schwierige  Aufgabe 
gestellt,  die  bis  dahin  wenig  explorirte  Gegend  um  den  Nordpol 
zu  beobachten.  Während  eilf  Jahren  angestrengter  Arbeit  bestimmte 
er  an  Instrumenten,  wie  sie  von  gleicher  Vorzüglichkeit  damals 
keine  Sternwarte  besass,  den  Ort  von  mehr  als  4000  Sternen  in 
etwa  25,000  Beobachtungen,  deren  hohen  Werth  man  daraus  er- 
sehen mag,  dass  das  Board  of  Longitude  nicht  nur  sofort  die 
Kosten  der  Reduction  und  des  Druckes  zu  bestreiten  beschloss, 
sondern,  als  sich  zeigte,  dass  bei  dieser  Bearbeitung  sich  Fehler 
eingeschlichen,  die  erste  Publication  verwarf,  um  das  Ganze  in 
völlig  geänderter,  des  Inhalts  würdiger  Form  erscheinen  zu  las- 
sen. Dieselbe  besonders  mühsame,  weil  nur  mit  ungewöhnlichen 
Vorsichten  ausführbare,  daher  auch  von  Fachmännern  gern  ver- 
miedene Aufgabe  löste  in  noch  rühmlicherer  Weise,  sowohl  was 
die  Genauigkeit  der  Bestimmungen,  als  die  Nähe  der  beobach- 
teten Sterne  am  Pole  betrifft,  in  der  neuesten  Zeit  Richard 
C.  Carrington  mit  seinem  Geholfen  G.  H.  Simmonds  und  lie- 
ferte in  mehr  als  13,000  Beobachtungen 'gegen  4000  Positionen 
der  trefflichsten  Art.  Endlich  hat  Edward  J.  Cooper  mit  sei- 
nem Gehülfen  A.  Graham  den  Ort  von  zwar  nur  50  Sternen 
gegeben,  von  deuen  aber  keiner  über  2 Grade  vom  Pole  absteht, 
und  deren  Bestimmung  immerhin  eine  zweijährige  Arbeit  forderte. 
Unter  den  eben  Genannten  führte  Carringtnn  die  ganze  Arbeit 
am  vollständigsten  durch , indem  er  nicht  blos  selbst  einen  wohl- 
geordneten  Katalog  aus  seinen  Messungen  ableitete,  sondern 
überdies  auf  Grundlage  desselben  zehn  Sternkarten  herausgab, 
die  alles,  was  wir  bis  dahin  dieser  Art  von  der  Umgebung  des 
Poles  kannten,  weit  hinter  sich  zurück  lassen.  Speciell  zu  die- 
sem Zwecke  reichhaltiger  Sternkarten,  aber  für  eine  andere,  nicht 
weniger  wichtige  Zone,  nämlich  die  der  Ekliptik,  und  mit  einer 
Genauigkeit,  die  weit  über  jenes  Ziel  hinausreicht,  hat  Mr.  E. 
J.  Cooper  zu  Markree  in  den  Jahren  1848 — 1856  mit  seinen  Ge- 
hülfen Graham  und  Robertson  uns  über  60,000  Sternpositiooen 
geliefert,  von  denen  zum  wenigsten  acht  Neuntel  völlig  neu  sind, 
und  die  auf  Kosten  der  englischen  Regierung  seither  in  vier  Bän- 
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den  veröffentlicht  worden.  Eine  ähnliche  Bearbeitung  des  Zodia- 
kus in  Karten , die  alle  Sterne  bis  einschliesslich  10.  Grüsse  be- 
greifen, ging  von  Mr.  Bishop’s  Observatorium  durch  Hind  aus. 
An  der  grossen  Unternehmung  der  Berliner  Akademie,  einen  Gürtel 
von  30  Grad  Breite  um  den  Aequalor  au  mappiren,  nahmen  meh- 
rere Liebhaber  (Regierungs- Beamter  J.  J.  Mörstadt  in  Prag, 
Thomas  J.  Hussey  in  Chislehurst,  Hencke  in  Driesen  u.  a.) 
Theil  und  lehrten  uns  so  viele  Tausende  von  Sternen  kennen. 
Sir  Thomas  Brisbane,  der  als  Gouverneur  von  New-South- 
YVales  aus  eigenen  Mitteln  eine  der  ersten  Stätten  für  beobach- 
tende Astronomie  auf  der  südlichen  Hemisphäre  in  Paramatta 
gründete,  brachte  mit  seinen  Geholfen  Kliniker  und  Dunlop 
einen  Katalog  von  7385  Sternen  jener  Himmelsgegenden  zu  Stande, 
der  Halley's  spärliche  Bestimmungen  in  St.  Helena,  sowie  La 
Caille’s  unvollkommene  Messungen  am  Cap  der  guten  Hoffnung 
und  auf  Isle  de  France  völlig  verdrängte.  — Aber  nicht  blos  durch 
eigene  Beobachtungen,  sondern  auch  durch  Ordnung  und  Sichtung 
des  von  Anderen  gesammelten  Materiales  erwarben  sich  Private 
grosse  Verdienste  um  unsere  Keuutniss  des  Fixsternhimmels. 
Wie  einerseits  zu  Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  der  Pastor 
Joh.  Bayer  die  seitdem  allgemein  angenommene  Bezeichnung 
der  helleren  Sterne  (ein  früherer  ähnlicher  Versuch  von  Alex. 
Piccolomini  war  unbeachtet  geblieben)  auf  seinem  Atlas  ein- 
führte, und  Sir  John  Herschel  der  bis  dahin  herrschenden 
Verwirrung  auf  den  südlichen  Sternkarten  durch  eine  eben  so 
scharfsinnige,  als  mühevolle  Sichtung  ein  Ziel  setzte,  so  rührt 
andererseits  der  erste  brauchbare  Katalog  von  Hevel,  und  lie- 
ferte Francis  Baily  das  erste  allgemeinere  Verzeichniss  genauer 
Positionen  von  ‘2881  Sternen  in  neuer  und  so  zweckmässiger  Form, 
dass  spätere  ähnliche  Arbeiten  auch  von  Fachmännern  sich  die- 
sem Muster  nnschlossen.  Von  Baily  besitzen  wir  überdies  sorg- 
fältig redigirte  Ausgaben  der  älteren  Kataloge  von  Flamsteed, 
Ptolomaeus,  Ulugh  Beigh,  Tycho  Brahe,  Halley,  Hevel,  La 
Caille  und  Tob.  Mayer,  eine  riesige  Leistung,  die  allein  hinge- 
reicht hätte,  Baily’s  Namen  zu  verewigen.  Haben  die  eben 
genannten  Quellen  nur  für  seltenere  Untersuchungen  Werth, 
so  ist  die  Katalogisirung  dg/  gegen  50,000  Sterne  enthaltenden 
Lalande’scben  Histoire  Cdleste  ein  Werk,  dessen  immerwäh- 
render Gebrauch  den  praktischen  Astronomen  täglich  an 
den  Dank  erinnert,  den  er  Baily  dafür  schuldet.  Aber  auch 
dabei  liess  es  dieser  unermüdliche  Freund  unserer  Wissenschaft 
nicht  bewenden,  und  bewog  die  British  Association  den  von  ihm 
ausgearbeiteten  grossen  Katalog  von  etwa  10,000  Sternen  heraus- 
zugeben, der  ein  Grund  werk  der  heutigen  Astronomie  bildet. 


Digitized  by  Google 


2Ö0  r.  Littrow : Priratleistungen  auf. astronomischem  Gebiete. 

Neben  solchen  bewunderungswürdigen  Leistungen  wäre  es  über- 
flüssig, unserer  Thesis  zu  Liehe  kleinere  Arbeiten,  so  verdienst- 
lich dieselben  an  sich  auch  siud , wie  die  Ergänzungen  von 
Flamsteed’s  Katalog  durch  Miss  Caroline  Herschel,  das  Ver- 
zeichniss von  Zodiakalstefnen,  die  Pearsou  an  seinem  Ob- 
servatorium in  South  Kilworth  beobachtete  etc.,  hier  weiter  an- 
zuführen. 

Die  merkwürdige  Erscheinung  der  Veränderlichkeit  des  Lich- 
tes von  Fixsternen  ist  in  ihren  ersten  Spuren  zu  Ende  des  sech 
zehnten  Jahrhunderts  an  o des  Walfisches  vpn  David  Fabri- 
cius,  einem  Pastor  in  Ostfriesland,  aufgefunden.  Von  den  etwa 
fünfzig  Veränderlichen,  die  wir  heute  kennen,  ist  ein  grosser 
Theil  von  Dilettanten  oder  an  ihren  Sternwarten  erkannt,  darun- 
ter an  ßishop’s  Observatorium  von  Hind  etwa  das  Viertel  der 
Gesarnmtzahl.  Die  erste  genauere  Bestimmung  der  Periodicität 
des  Lichtwechsels  wurde  an  Mira  Ceti  von  Ismael  Boulliau, 
einem  privatisirenden  Gelehrten,  die  zweite  an  Algol  von  John 
Goodrike,  einem  englischen  Edelmanne  in  York,  und  dem  schon 
erwähnten  astronomischen  Bauer  Palitzsch  vorgenommen.  Die 
eben  genannten  Veränderlichen  gehören  wohl  mit  t]  Argus  zu  den 
merkwürdigsten,  und  dieser  letztere  wurde  von  Sir  John  Her- 
schel zuerst  näher  erforscht.  Joseph  Baxendell,  ein  Privat- 
mann in  Manchester,  hat  neuerlich  sich  einer  regelmässigen  Beob- 
achtung dieser  interessanten  Erscheinungen  unterzogen. 

Als  vor  etwa  achtzig  Jahren  der  ältere  Herschel  sich  mit 
den  Doppelsternen  zu  beschäftigen  anfing,  fand  er  vier  notorisch 
vielfache  Sterne  und  die  allgemeine  Meinung  vor,  solche  gegen- 
seitige Nähe  von  Fixsternen  rühre  nur  daher,  dass  sie  beiläufig 
in  derselben  Richtung,  wenngleich  durch  ungemessene  Räume  von 
einander  getrennt  sich  befänden.  Bis  zum  Jahre  1804  hatte  Sir 
William  nicht  nur  öher  800  solche  Gruppen  einander  sehr  naher 
Sterne  entdeckt,  sondern  auch  die  Zusammengehörigkeit  der  Com- 
ponenten  in  vielen  Fällen  nachgewiesen  und  so  eines  der  herr- 
lichsten Wunder  der  Schöpfung  uns  kennen  gelehrt:  Sonnensysteme 
höherer  Ordnung,  in  denen  leuchtende  Centralkörper,  jeder  viel- 
leicht von  zahllosen  Kometen,  von  Planeten  und  Satelliten  beglei- 
tet, um  einander  kreisen.  Diese  Arbeiten  Sir  William’s  nahm 
zuerst  um  das  Jahr  1820  Sir  James  South  anfangs  allein  und 
mit  sehr  mässigen  Werkzeugen  wieder  auf;  später  standen  ibm 
„fürstliche“  Mittel  zu  Gebote,  die  er  in  Gemeinschaft  mit  Sir 
John  Herschel  zu  gleichem  Zwecke  benutzte.  Im  Ganzen  er- 
fuhren so  nahezu  alle  von  Sir  William  entdeckten  Vielfachen 
eine  wiederholte  Untersuchung,  die  eine  Menge  der  merkwürdig- 
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sten  Resultate  zu  Tage  forderte.  Sir  John  setzte  einige  Jahre 
später  diese  Messungen  in  noch  grösserem  Maassstabe  fort  und 
vermehrte  die  Zahl  der  bekannten  Doppelsterne  unserer  Hemisphäre 
um  nahe  dreitausend.  Eine  andere  grosse  Leistung  in  dieser 
Beziehung  rührt  von  seinen  vierjährigen  Beobachtungen  in  Feld- 
hausen  am  Cap,  deren  Gedächtniss  von  seinen  dortigen  Mitbür- 
gern durch  ein  Denkmal  geehrt  wurde  und  durch  die  er  nicht 
weniger  als  2095  völlig  neue  Gestirne  dieser  Art  entdeckte.  Sir 
John  fand  dahei  eben  nur  die  Arbeiten  von  Dunlop  vor,  der 
zuerst  an  Brisbane's  Observatorium  und  später  mit  eigenen 
Hilfsmitteln  in  Paramatta  sich  mit  diesem  Gegenstände  beschäf- 
tigt hatte.  Eine  besonders  werthvolle  Reihe  von  ähnlichen  Be- 
stimmungen führte  Daives,  den  Sir  John  Herschel  für  den 
besten  heutigen  Beobachter  auf  diesem  Gebiete  hält,  zuerst  mit 
sehr  dürftigen  Hilfsmitteln  von  1834  bis  1844  an  seiner  Sternwarte 
zuürmskirk,  dann  an  Bishop’s  Observatorium  aus,  von  welchem 
letzteren  wir,  so  wie  von  seinem  anderen  Assistenten  Hind  eben- 
falls zahlreiche  Messungen  dieser  Art  besitzen.  Admiral  VV.  H. 
Smyth,  der  berühmte  Hydrograph  des  Mittelmeeres,  lieferte  an 
seiner  Sternwarte  in  Bedford  von  1830  bis  1843  Messungen  von 
680  Vielfachen  und  begleitete  dieselben  wie  Bishop  mit  sehr 
interessanten  Erläuterungen,  die  uns  gleichsam  die  Geschichte 
jedes  dieser  merkwürdigen  Gestirne  erzählen.  W.  S.  Jacob, 
später  Director  der  Sternwarte  in  Madras,  beobachtete  als  Captain 
der  Bombay  Engineers  244  Doppelsterne  in  Poona;  Isaac  Flet- 
eher,  dessen  Ausrüstung  in  einem  einzigen  Fernrohre  von  nur 
4"  Oeffnung  bestand,  lieferte  zu  Tarubank  (Cumberland)  Messun- 
gen von  282,  John  Miller  in  ähnlicher  Weise  zu  Whitehaven 
Beobachtungen  von  einer  nur  wenig  geringeren  Anzahl  Doppel- 
sterne. Beer  und  Mädler,  Dembowski  in  Cremano  bei  Nea- 
pel, der  mit  grosser  Beharrlichkeit  in  etwa  vier  Jahren  gegen 
200  dieser  Gestirne  mass,  AI  van  Clark  in  Boston,  der  uns 
zwar  nur  zwölf  neue  Doppelsterne,  aber  der  schwierigsten  Art, 
kennen  lehrte  und  so  viele  Volontäre  wären  hier  noch  zu  nennen, 
wie  denn  in  der  That  nur  VV.  Struve  auf  diesem  Felde  die  Ehre 
der  Berufsmänner  glänzend  rettete,  das  sonst  in  seinem  prakti- 
schen Theile  allein  von  Privaten  bebaut  wäre.  Diese  haben  es 
übrigens  auch  in  der  Theorie  nicht  an  sich  fehlen  lassen:  wir 

besitzen  von  Sir  John  Herschel  eine  sinnreiche  Methode  der 
Bahnbestimmung  physischer  Doppelsterne.  Sir  James  South 
zeigte  bei  61  Cygni,  dass  die  umliegenden  Sterne  an  der  Eigen- 
bewegung dieses  Steines  nicht  Theil  nehmen,  somit  ferner  von 
uns  stehen  als  dieser;  ebenso  wiesen  Sir  James  und  der  jün- 
gere Herschel  nach,  dass  der  kleine  Begleiter  von  a Lyrae  nur 
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optisch  mit  diesem  verbunden  sei  und  trugen  so  wesentlich  bei 
zu  dem  grossen  Schritte,  ader  uns  auch  ausser  den  Grenzen  un-  1 
»eres  Sonnensystems  Entfernungen  bestimmen  half. 

Von  Nebelflecken  und  Sternhaufen  waren  vor  Sir  William 
Herschel  etwa  anderthalbhundert  bekannt.  Sir  William  führte 
wunderbar  genug  während  derselben  Jahre,  in  denen  er  uns  die 
Doppelaterne  nach  Tausenden  zählen  lehrte,  uns  beiläufig  1800 
auch  solcher  Objecte  vor,  deren  Positionen  von  seiner  Schwester 
gerechnet  sind  und  denen  sein  Sohn  später  noch  etwa  500  bei- 
fugte. Auf  der  südlichen  Hemisphäre  begründete  Dunlop  io 
Paraniatta  nach  Brisbane’s  Abgang  von  New -South -Wales  mit 
sehr  geringen,  zum  Tbeil  von  ihm  selbst  verfertigten  Mitteln  die- 
sen Theil  der  Astrognosie  durch  Entdeckung  von  beiläufig  600 
solcher  Gestirne,  deren  nur  etwa  50  bereits  von  Lacaille  beob- 
achtet waren.  Sir  John  H ersehe Is  Capreise  steigerte  diese 
Zahl  auf  1708  und  verbreitete  über  eine  Menge  wichtiger,  früher 
sehr  unvollständig  bekannter  Gegenstände  wie  die  Capwolken, 
den  Kohlensack,  den  grossen  Nebel  bei  r)  Argus,  den  Lauf  der 
Milchstrasse,  die  Sternhaufen  tu  Centauri  und  x Crucis  etc.  klares 
Licht.  Den  beiden  Herschel  reihen  sich  neuester  Zeit  würdig 
an:  W.  H.  Smyth  mit  einer  ebenso  gediegenen  als  anziehenden 
Beschreibung  von  170 Nebeln  und  Haufen,  W.  Lassell  bei  seinem 
Aufenthalte  auf  Malta  mit  Untersuchungen  des  Orionnebels  und 
ähnlicher  Gegenstände.  Eine  neue  Epoche  aber  durch  Auf- 
scbliessung  höchst  überraschender  Details,  die  in  Hinsicht  auf 
den  Bau  dieser  Himmelskörper  alles  Vorangehende  eben  nur  als 
Anfänge  erscheinen  lassen,  begründete  Lord  Rosse  mit  seinen 
riesigen  Instrumenten  in  Parsonstown.  Dass  unsere  heutigen 
Vorstellungen  von  den  Fixsternen,  diesen  eigentlichen  Bürgern 
des  Weltalls,  einigermassen  hinanreichen  an  die  für  uns  nie  ganz 
zu  ergründende  Herrlichkeit  der  Schöpfung,  verdanken  wir  in  erster 
Reihe  den  beiden  Herschel  und  Lord  Rosse;  denn  wenn  jene 
uns  von  ihren  Himmelsairhungen  berichteten,  dass  sie  durch  das 
kaum  eine  halbe  Vollmondsbreite  messende  Feld  ihres  Fernrohres 
während  einer  Viertelstunde  116.000  Sonnen  ziehen  sahen,  ja  dass 
sie  mit  ihren  Teleskopen*)  auf  dem  ganzen  Himmel  zum  wenig- 
sten gegen  sechs  Millionen  Sterne  ausnehmen  könnten,  so  zerßillte 
hinwieder  Lord  Rosse  in  tausend  und  aber  tausend  Mittelpunkte 
von  Planetensystemen  Nebelflecke,  denen  gegenüber  jene  Werk- 
zeuge der  beiden  Herschel  eben  so  unzureichend  sind  wie  das  freie 
Auge  für  die  Milchstrasse.  Lord  Rosse  lehrte  uns  die  auffallend 
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symmetrischen  Bildungen,  die  wir  bisher  au  diesen  Körpern  an- 
nahmen,  als  Täuschungen  kennen,  die  von  nnn  an  weniger  regel- 
mässigen, aber  darum  nur  um  so  staunenswertheren  Gestaltungen 
weichen  müssen  und  sich  zu  diesen  verhalten  wie  die  gerundete 
Sage  zur  verbürgten  Geschichte. 

leb  könnte  Ihnen  noch  Proben  die  Hülle  und  Fülle  bringen 
von  dem  Autheile,  den  Liebhaber  der  Astronomie  an  deren  För- 
derung hatten,  könnte  daran  erinnern,  dass  die  gesainmte  heutige 
Piaturforschung  auf  den  lichtvollen  Ideen  eines  Lord  Kanzlers  von 
England  beruht,  dass  von  den  5*2  wohlverdienten  Auszeichnungen, 
die  von  der  R-  Astronomical  Society  seit  1823  bis  heute  verliehen 
wurden,  nicht  weniger  als  19  auf  Private  fielen;  könnte  Ihnen  in’s 
Gedächtniss  rufen,  dass  zwei  der  wichtigsten  Entdeckungen,  die 
der  Aberration  des  Lichtes  und  der  Mutation  von  Bradley  mit 
Hilfsmitteln  gemacht  wurden,  die  Dilettanten:  Molyneux  in  Kew 
und  Earl  Mäcclesfield  in  Shirburn -Castle,  ihm  zu  Gebote  stell- 
ten; könnte  aufiihren,  dass  wir  die  merkwürdige  Erscheinung  der 
Sternschnuppen  naher  zu  erforschen,  durch  astronomische  Lieb- 
haber: Benzenberg,  den  nomadisirendeu  Akustiker  Chladni 
etc.,  zuerst  veranlasst  wurden,  dass  ein  Dilettant,  George  Lynn 
in  Southwick,  uns  schon  im  Anfänge  des  vorigen  Jahrhunderts 
lehrte,  diese  flüchtigsten  aller  Himmelsphänomene  zur  Fixirung 
der  gegenseitigen  Lage  von  Punkten  der  Erdoberfläche  zu  be- 
nutzen; könnte  erwähnen,  dass  Josuah  Childrey,  Pfarrer  zu 
(Jpway,  uns  1661  der  Erste  mit  dem  Zotliakallichte  bekannt  machte 
etc.;  aber  ich  will  Ihre  Geduld  nicht  über  Gebühr  in  Anspruch 
nehmen,  und  mich  begnügen,  Ihr  Augenmerk  nur  noch  auf  ein  Ge- 
biet zu  richten,  das  einerseits  zu  wichtig,  auf  dem  andererseits 
die  Leistungen  von  Volontären  der  Wissenschaft  zu  bedeutend 
sind,  als  dass  ich  es  hier  mit  Stillschweigen  übergeben  dürfte. 

Wir  sprachen  bisher  nur  von  eigentlichen  Forschungen  und 
Hessen  die  dazu  nüthigen  Hilfsmittel:  Instrumente  und  Sternwar- 
ten an  sich  ausser  Acht,  und  doch  ist  die  Tbätigkeit,  welche 
solche  Hilfsmittel  schafft,  noch  wichtiger  als  ihre  unmittelbare 
Anwendung,  denn  sie  setzt  nicht  den  Einzelnen,  sondern  die 
Menschheit  im  Grossen  und  Ganzen  in  den  Stand,  an  dem  ge- 
meinsamen Werke  der  Bildung  sich  zu  betheilen. 

Was  zuerst  die  Instrumente  betrifft,  so  haben  wir  an  einem 
Privatmanne  Jacob  Metius  in  Alkmaar  einen  der  unabhängigen 
ErGnder  des  Fernrohres  zu  verehren,  der  sich  aus  Liebhaberei 
mit  Constraction  von  Spiegeln  und  Brenngläsern  beschäftigte,  und 
so  dahin  gelangte,  unser  Auge  in  das  eines  Seraphs  zu  verwan- 
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dein.  Es  war  ein  junger  Mann  ohne  Amt  und  Worden,  William 
Gascoigne  in  Middleton,  der  das  Teleskop  zuerst  als  Messwerk- 
zeug verwendete,  der  in  dieser  Beziehung  zuerst  den  grossen 
Vorzug  des  Kepler’schen  Oculares  vor  dem  Galilei’schen  erkannte, 
der  das  Mikrometer  erfand  und  schon  um  die  Mitte  des 
sechzehnten  Jahrhunderts  Resultate  damit  erzielte,  die  sich  selbst 
mit  heutigen  Bestimmungen  vergleichen  lassen.  Wir  danken  ei- 
nem Manne,  der  als  armer  Bauernknabe  am  Pfluge  seine  mathe- 
matischen Studien  begann,  später  in  der  Uhrmacherkunst  seinen 
Erwerb  suchte,  David  Rittenhouse  in  Philadelphia,  die  licht- 
volle, in  ihrem  seitherigen  Nutzen  kaum  hoch  genug  zu  schätzende 
Idee,  durch  zwei  mit  den  Objectiven  einander  gegenüber  gestellte 
Fernrohre  eine  fixe  optische  Linie  zu  bezeichnen,  so  wie  auch 
Rittenhouse  uns  (gleichzeitig  mit  Abbate  F.  Fontana)  die 
wichtigen  Vortheile  zeigte,  die  der  Spinnenfaden  vor  allen  künst- 
lichen Erzeugnissen  voraus  hat,  wenn  es  gilt,  gewisse  Punkte 
des  Sehfeldes  festzuhalten.  Thomas  Godfrey,  ein  Glaser  in 
Philadelphia,  erdachte  unabhängig  von  J.  Newton  den  Spiegel- 
sextanten, und  brachte  durch  Hadley  dieses  Instrument  zu  allge- 
meiner Anwendung,  das  für  die  nautische  Astronomie  eben  so 
wichtig  ist  wie  die  Bussole.  Die  eigentliche  Einführung  einer 
der  nützlichsten  Vorrichtungen,  des  Kreismikrometers,  verdanken 
wir  Olbers.  Die  Uhrmacher  Dent  und  Bloxam  ersannen  eine 
höchst  einfache  Vorrichtung  zu  der  wichtigen  Bestimmung  der 
Durchgangszeit  eines  Gestirnes  durch  einen  bestimmten  Vertical. 
Captain  Kater  brachte  das  durch  ihn  unabhängig  von  dem  frühe- 
ren Erfinder  Bohnenberger  erdachte  Reversionspendel  in  die  Praxis 
und  leistete  dadurch  den  Pendelbeobachtungen  wesentlich  Vor- 
schub. Ein  Liebhaber  der  Wissenschaft,  der  erst  In  späten 
Jahren  in  öffentliche  Stellungen  trat,  Abbe  Rochon,  lehrte  uns 
doppelt  brechende  Krystalle  zu  Mikrometern  benützen.  Pearson, 
dem  wir  das  vollständigste  Werk  über  astronomische  Instrumente 
verdanken , erfand  ein  astronomisches  Ocular  von  veränderlicher 
Stärke,  das  für  gewisse  Fälle  von  grossem  Nutzen  ist.  Da  wes 
gab  uns  eine  Vorrichtung,  mit  der  eine  tiefere  Einsicht  in  die 
Sonnenflecken,  wie  Airy  sagt,  im  geometrischen,  nicht  im  me- 
taphorischen Sinne  des  Wortes  gewonnen  wurde.  Von  F.  Baily 
erhielten  wir  eine  gründliche  Behandlung  des  Mercurialpendels. 
Das  Spiegelteleskop  gelangte  in  den  Händen  der  beiden  Her- 
schel,  von  Oberamtmann  Schröter,  W.  Lasset  und  Lord 
Rosse  zu  einer  Mächtigkeit,  die  das  dioptrische  Fernrohr  bisher 
nicht  erreichen  konnte.  Lasset  und  Dawes  fanden  zuerst  die 
Mittel,  katoptrische  Instrumente  parallaktisch  zu  montiren,  und 
erhöhten  dadurch  sehr  die  Anwendbarkeit  dieser  Werkzeuge. 
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Sheepshanks  brachte  eine  wichtige  Verbesserung  an  (len  Be- 
wegungsuhren der  Aequatoriale  an,  etc. 

Von  Privatsternwarten  haben  wir,  durch  besondere  von  solchen 
Anstalten  ausgegangene  Leistungen  veranlasst,  bereits  viele  ge- 
nannt; die  Bedeutung  derselben  aber  liegt  nicht  allein  in  hervor- 
ragenden, der  Wissenschaft  erwiesenen  Diensten,  sondern  ist 
eine  selbstständige:  sie  bilden  an  sich  mehr  oder  weniger  dauernde 
Stätten  der  unmittelbaren  Förderung  unseres  Faches,  die  durch 
fortlaufende  Beobachtungen  der  verschiedensten  Art  überall  in  die 
astronomischen  Bestrebungen  ihrer  Zeit  eintreten,  und  bieten  über- 
dies Talenten,  die  auf  diesem  Wege  oft  ganz  der  Astronomie 
erhalten  werden,  Gelegenheit  sich  zu  entfalten,  gehen  endlich 
häufig  zu  bleibendem  Gewinne  der  Wissenschaft  in  Landesinsti- 
tute über.  Erlauben  Sie  mir  den  Belegen  hiefür,  die  sich  aus 
dem  eben  Gesprochenen  von  selbst  ergeben , noch  eiuige  That- 
sacben  anzureihen,  die  bisher  keine  Erwähnung  fanden. 

Die  Ausrüstung  der  Lilienthaler  Sternwarte  kam  durch 
Kauf  von  Seite  der  englischen  Regierung  an  das  k.  Observatorium 
zu  Göttingen. 

ln  gleicher  Weise  bildeten  die  Instrumente  des  Grafen  von 
Hahn  zu  Remplin  die  erste  Ausstattung  der  Königsberger  Stern- 
warte. 

Graf  Moritz  von  Brühl,  chursächsischer  Gesandter  am  eng- 
lischen Hofe,  hatte  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  zwei  treff- 
lich ausgerüstete  und  mannigfaltig  thätige  Sternwarten,  die  eine 
zu  London,  die  andere  zu  Harßeld.  Bibliothek  sowohl  als  Instru- 
mente legten  später  durch  Schenkung  an  die  Universität  Leipzig 
den  Grund  zum  dortigen  Observatorium. 

Die  Bilk  er  Sternwarte  wurde  1846  von  ihrem  Erbauer  Ben- 
zenberg der  Stadt  Düsseldorf  vermacht,  welche  sie  fortan  un- 
terhielt. Brünnow  und  Luther  leisteten  au  dieser  Anstalt  der 
Wissenschaft  wichtige  Dienste. 

Karl  Nagy  sammelte  in  einem  von  ihm  zu  Bicske  hei  Posth 
errichteten  Gebäude  einen  prächtigen  Instrumentenpark,  der  nun, 
durch  Schenkung  in  öffentlichen  Besitz  übergegangen,  grossen 
Nutzen  zu  stiften  nicht  verfehlen  wird. 

Die  Observatorien  des  Herrn  Prälaten  von  U n krecli tsh er g 
zu  Olmütz  und  von  Baron  Parish  zu  Senftenberg  wetteiferten 
eine  geraume  Zeit  hindurch  mit  öffentlichen  Instituten  in  astro- 
mischen  Arbeiten ; an  jener  konnte  JuliusSchmidt,  jetzt  k.  Astro- 
Theil  XXXIV.  J8 
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nem  zu  Athen,  an  dieser  Th.  Brorsen  sich  dem  Fache  widmen. 
Die  Ausrüstungen  beider  Anstalten  kamen  bei  deren  Auflösung 
grösstentheils  ständigen  Sternwarten  zu. 

Die  Sternwarten  des  Kammerherrn  v.  Reedtz  zu  Palsgaard, 
des  Prof.  Habicht,  zuerst  zu  Bernburg,  dann  zu  Gotha,  liefer- 
ten zu  wiederholten  Malen  werthvolle  Beobachtungen. 

' ' .to  dm-  and., 

Colenel  Mark  Beaufoy’s  Instrumente  gingen  durch  Legat 
an  die  k.  astronomische  Gesellschaft  in  London  über  und  fanden 
dort  treffliche  Verwendung.  Dieselbe  Gesellschaft  überkam  durch 
Legat  eine  grosse  Anzahl  von  kostbaren  Instrumenten,  dieSheeps- 
faanks  mit  seltenem  Kennerblicke  gesammelt  hatte. 

! i Die  schöne  Ausrüstung  von  Smyth’s  Sternwarte  in  Bedford 
ist  jetzt  im  Besitze  eines  anderen  ausgezeichneten  Freundes  der 
Astronomie,  Doctor  Lee  in  Hartwell,  wo  Epps,  Pogson  u.  a. 
regelmässig  Beobachtungen  anstellten.  i Mruli 

Aus  Lord  Brisbane’s  Sternwarte  in  Paramatta  entstand  das 
erste  Staats -Observatorium  auf  neuholländischem  Boden. 


Rear-Admiral  Shireff  in  Gibraltar,  dessgleicben  Jo hit  Dre« 
in  Southampton,  ltev.  H.  H.  Jones  in  Manchester  errichteten 
auf  ihre  Kosten  in  den  genannten  Häfen  Sternwarten  zur  Regu- 
lirung der  Schiffschronometer,  und  wirkten  so  höchst  woblthätig 
Für  die  Nautik. 

•■-••••  > n i , nejjiinir. 

Anne  Jean  Duc-Ia- Chapelle  gründete  zu  Montaubao 
im  Jahre  1792  mitten  unter  den  Schrecken  der  Revolution  eine 
Sternwarte,  der  wir  eine  Reihe  schöner  Bestimmungen  verdanken, 
und  an  welcher  Pierre  Bernier,  der  Schiffsastronom  bei  Bäg* 
din’s  Weltumseglung,  sich  ausbildete. 

biu<  •r.d 


Darquier  de  Pellepoix  beobachtete  nahe  um  dieselbe  Zeit 
durch  mehrere  Decennien  an  einem  von  ihm  in  Toulouse  erbau- 
ten Observatorium,  aus  dem  später  die  jetzt  dort  bestehende 
Regierungsanstalt  hervorging. 


De  la  Nux,  das  gelehrte  Mitglied  des  Conseil  superieur  auf 
Isle  de  Bourbon,  de  Garipuy  in  Toulouse,  J.  P.  Loys  de 
Cbeseaux  auf  seinem  Gute  gleichen  Namens,  entwickelten  Jahr- 
zehnde  lang  eine  sehr  erspriessliche  Thätigkeit  als  Beobachter. 


in  den  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  rief  der  Wunsch, 
auch  in  astronomischer  Beziehung  unabhängig  von  Europa  zu  wer- 
den, von  1836'bis  1854,  also  in  achtzehn  Jahren,  nicht  weniger 
als  viernndzwanzig  grösstentheils  sehr  bedeutende  Sternwarten 
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in'»  Leben,  unter  denen  nieder  nicht  weniger  als  sieben  von  Pri- 
vaten (John  Jackson  in  Sharon  bei  Darby,  Lewis  Gibbes  in 
Cbarleston,  van  Arsdale  in  Newark,  W.  van  Duzee  in  Buffalo, 
Campbell  und  L.  M.  Rutherford  in  New-York,  Friend  in 
Philadelphia)  gegründet  wurden.  Wäre  mir  hier  gestattet,  das 
Mäcenatenthum , w eiches  eben  nur  materiellen  Vorschub  leistet, 
ohne  sich  an  der  Arbeit  selbst  zu  betheilen,  in  den  Kreis  meinet 
Bemerkungen  zu  ziehen,  so  müsste  ich  neun  weiterer  nordameri- 
kanischer Observatorien  erwähnen , die  ihr  Entstehen  aus  solcher 
Quelle  herleiten. 

Die  Wärme  aber,  mit  der  gerade  ich  mich  des  astronomi- 
schen Liebhaberthumes  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  an- 
nehme, mögen  Sie  mir  zugute  halten;  denn  die  erste  Sternwarte 
in  Wien  wurde  zu  Anfänge  des  vorigen  Jahrhunderts  von  einem 
Privatraanne,  dem  vielseitig  gelehrten  udinesischen  Patricier  J.  J. 
Marinoni  gegründet.  Sie  diente  dem  Observatorium  zum  Muster 
und  zur  Hilfe,  das  bald  darauf  in  den  Räumen,  wo  wir  jetzt  den 
grössten  Theil  unserer  Collegien  halten,  errichtet  wurde,  und  ihre 
reiche  Ausrüstung  ging  nach  dem  Tode  des  Besitzers  als  Schen- 
kung der  um  das  Jahr  1753  erbauten  Staatsanstalt  zu. 

Doch  ich  will  zum  Schlüsse  eilen. 

So  weit  entfernt  das,  was  ich  eben  sprach,  von  allem  An- 
sprüche auf  Vollständigkeit  ist,  so  mag  es  doch  hier  immerhin 
genügen , und  Sie  erlauben  mir  nur  noch  einige  Betrachtungen 
daran  zu  knüpfen. 

Wir  verfuhren  bisher  ganz  als  getreue  Baconianer  inductiv, 
indem  wir  aus  der  ^Erfahrung  nach  wiesen,  welche  ausserordentli- 
chen Dienste  das  Liebhaberthum  unserer  Wissenschaft  erwiesen  4 
hat  und  eben  daran  waren  den  Schluss  zu  ziehen,  dass  man  Tort 
and  fort  von  dieser  Seite  wichtige  Förderungen  der  Astronomie 
erwarten  darf.  Man  fängt  nachgerade  an,  uns  Naturforschern, 
was  eben  diese  Induction  betrifft,  eine  gewisse  Einseitigkeit  vor- 
zuwerfeu  — vielleicht  nicht  mit  Unrecht;  denn  es  liegt  in  der 
menschlichen  Natur,  dem  Pendel  gleich  keine  Ruhe  in  der  rich- 
tigen Mitte  zu  finden,  und  dann  erst  sich  zu  besinnen  und  an 
Umkehr  zu  denken,  wenn  man  in  dieser  oder  jener  Richtung  zu 
weit  gegangen.  Den  Philosophen  zu  Gefallen  also  wollen  wir 
jetzt  auch  noch  in  aller  Kürze  den  deductiven  Weg  betreten  und 
uns  nach  den  inneren  Gründen  fragen , die  dem  Liebbaberthume 
in  diesem  Fache  solches  Gedeihen  und  solche  Bedeutung  ver- 
schafften. i 

Ich  sage:  in  diesem  Fache,  denn  ich  bin  der  hoffentlich 
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nicht  irrigen  Meinung,  dass  keine  andere  Naturwissenschaft  sich 
solcher  ergiebigen  Unterstützung  von  Seite  der  Laien  erfreut.  Fürch- 
ten Sie  nicht,  dass  ich  damit  zu  einer  Schilderung  der  oft  be- 
sprochenen Erhabenheit  des  Gegenstandes  pushole,  mit  welchem 
die  Himraelskunde  sich  befasst;  denn  diejenigen,  die  in  astrono- 
mischen Beschäftigungen  nur  das  Vergnügen  suchen  sich  an  der 
Schönheit  einer  sternhellen  Nacht  zu  weiden,  sind  nicht  die  Män- 
ner, denen  die  Wissenschaft  ein  dankbares  Andenken  weiht;  nur 
die  mühevolle  Vertiefung  in  Einzelnheiten  nützt,  bringt  Ruhm  und 
Ehre,  im  Detail  aber  ist  die  Natur  nach  jeder  Richtung  bewun- 
derungswürdig und  fesselt  überall  den  sie  Verstehenden.  Ovid’s 
schöne  Worte: 

Os  homini  sublime  dedit,  coelumque  tueri 

Jussit,  et  erectos  ad  sidera  tollere  vultus 

haben  ihren  bildlichen  Sinn  nahezu  verloren,  seit  das  Mikroskop 
uns  die  Wunder  der  Schöpfung  so  gut  erschliesst  wie  das  Fern- 
rohr. Ich  finde  vielmehr  die  Ursache  der  Erfolge  des  Liehhaber- 
thumes  der  Astronomie  zunächst  in  der  Zugänglichkeit  dieser 
Wissenschaft.  Welche  andere  Doctrin  kann  sich  einer  gleichen 
Anzahl  trefflicher  populärer  Schriften  rühmen?  von  Fontenelle, 
Lambert  und  Laplace  bis  auf  unsere  Tage  bilden  dieselben 
nachgerade  eine  selbstständige  Literatur,  und  es  würde  schwer 
halten,  irgend  einen  bekannteren  Namen  unter  den  Astronomen 
des  eben  abgelaufeneu  Jahrhunderts  anzuführen,  der  sich  in  die- 
ser Richtung  nicht  auch  versucht  hat.  Glauben  Sie  ja  nicht, 
dass  diese  Häufigkeit  solcher  nichts  weniger  als  leichten,  gemein- 
fasslichen Darstellungen  von  einer  besonderen  Liebenswürdigkeit 
der  Astronomen  rührt;  die  Männer  des  Berufes  sind  überall  ge- 
neigt, der  innungsstolzen  und  bequemen  Maxime:  „arcere  vulgus“ 
zu  huldigen  und  dieselbe  so  zu  deuten,  dass  im  Allgemeinen 
eben  nur  wer  zur  Gilde  gehört,  zu  den  ihrigen  zählt.  Es  ist  hier 
die  Wesenheit  des  Faches,  welche  den  Gelehrten  gestattet  und 
eben  desshalb  sie  zwingt,  aus  ihrer  Studirstube  herauszutreten 
und  den  Kern  der  Wahrheiten,  die  sie  oder  Andere  gefunden, 
möglichst  entkleidet  vom  Nimbus  der  Kunstsprache,  dem  Laien 
mitzutheilcn;  ihren  Absperrungsgeiüsfen  fröhnen  hiesse  sich  eines 
der  schönsten  Vorrechte  ihrer  Wissenschaft  begeben,  das  dieselbe 
zu  einem  Hebel  höherer  Bildung  macht,  das  ihrer  Förderung  Hun- 
derte von  helfenden  Händen  gewinnt.  Solchen  jedem  Gebildeten 
verständlichen  Behandlungen  fügen  sich  nämlich  bloss  jene  Wis- 
senschaften, die  sich  eines  obersten  Grundsatzes  erfreuen,  und 
daher  in  ihrem  eigentlichen  Gerippe  eben  nur  eine  ununterbrochene 
Kette  von  Schlüssen  bilden.  Die  Astronomie  ’ rühmt  sich  dieser 
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Beschaffenheit  seit  Jahrhunderten ; dadurch  hat  sie  in  jener  Be- 
ziehung so  grossen  Vorsprung  vor  den  anderen  Naturwissenschaf- 
ten gewonnen,  die  neuester  Zeit  in  demselben  Maasse  ähnliches 
Streben  nach  gemeinfasslichen  Darstellungen  zu  äussern  beginnen, 
in  welchem  sie  der  Periode  des  Mystischen  oder  der  blossen  An- 
häufung von  Thatsaehen  sich  entwinden.  Derselben  Richtung  des 
Popularisirens  begegnen  wir  in  anderer  Weise  auf  streng  wissen- 
schaftlichem Gebiete:  der  Astronom  hat  so  viele  mechanische 
Operationen  im  Rechnen  wie  im  Beobachten  auszuführen,  bevor 
er  zu  Resultaten  gelangt,  dass  er  von  jeher  darauf  bedacht  war, 
durch  Kunstgriffe  aller  Art  jene  Vorarbeiten  abzukürzen;  er  hat 
überdies  für  Praktiker  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes : für 
den  Nautiker,  den  Feldmesser,  den  Geographen  zu  sorgen,  die 
sich  nicht  damit  begnügen,  wenn  man  ihrer  Wirksamkeit  über- 
haupt neue  Wege  zeigt;  dieselben  müssen  so  bequem  als  mög- 
lich sein,  sollen  sie  überhanpt  beschriften  werden.  So  kommt  es, 
dass  an  sich  sehr  verwickelte  Arbeiten  in  einer  Weise  verein- 
facht werden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt,  dass  Instrumente 
zum  Gebrauche  einladende  Formen  annehmen,  auch  den  weniger 
Bemittelten  erreichbar  werden.  Unsere  Methoden,  unsere  Ephe- 
meriden  und  Tafeln  führen  die  meisten  Aufgaben  auf  elementare 
arithmetische  Verfahren  zurück.  Eine  heitere  Stunde  gibt  heute 
die  geographische  Lage  eines  Ortes  mit  grösserer  Präcision  als 
früher  Monate  lang  fortgesetzte  Beobachtungen.  An  die  Stelle 
der  unhehilflichen  astronomischen  Werkzeuge,  die  z.  B.  noch 
Karstens  Niebuhr  auf  Kameelen  fortschaffen  musste,  sind  kleine, 
den  Reisenden  kaum  beirrende  Instrumente  getreten,  ohne 
der  Genauigkeit  irgend  Eintrag  zu  thun,  ja  mit  bedeutendem  Ge- 
winne für  dieselbe.  Die  Errichtung  einer  Sternwarte  fordert  nicht 
mehr  wie  ehemals  nothwendigenveise  einen  dem  Einzelnen  nur  - 
selten  möglichen  Aufwand,  die  Anstalt  ist  also  auch  nicht  mehr 
an- die  Scholle  gebunden,  wo  sie  eben  entstand:  als  Lasseil 
von  Starfield  bei  Liverpool  durch  den  Kohlendampf  vertrieben 
wurde,  wanderte  er  mit  seinem  Observatorium  zwei  Meilen  weiter 
nach  Broadstones;  Daw  es  wohnte  zuerst  in  Ormskirk,  dann  zu 
Cranbrook,  später  zu  Wateringbury,  endlich  zu  Haddenham,  aber 
überall  hin  begleitete  ihn  seine  Sternwarte;  ja  man  kann  heute 
sogar  an  portative  Observatorien  denken,  wie  denn  Thomas 
Dell  ein  solches  von  sehr  zweckmässiger  Einrichtung  ersonnen 
hat.  Ein  gutes  Fernrohr  und  eine  verlässige  Uhr  in  freier  ruhiger 
Lage  können  richtig  gebraucht  oft  zu  den  schönsten  Ergebnissen 
führen.  Kein  Fach  ferner  gewährt  vielleicht  so  sehr  wie  das 
unsrige  die  Befriedigung,  die  im  Fördern,  im  Erzielen  von  Erfol- 
gen liegt;  kein  Fach  bietet  so  oft  wie  dieses  die  Erfrischung  der 
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unbestreitbaren  Bestätigung  unserer  Ansichten ; kein  Fach  lässt 
wie  das  unsrige  die  Natur  fast  immer  selbst  und  im  Grossen  ex- 
periraentiren,  erspart  uns  beinahe  ganz  die  störenden  Mühselig- 
keiten, welche  eigentliche  Versuche  unausweichlich  begleiten;  die 
Astronomie  fordert  von  ihren  Jüngern  nicht,  dass  sie  ein  uns  an- 
gebornes  Graun  vor  Leichen  überwinden,  dass  sie  abenteuerliche 
Reisen  unternehmen,  dass  sie  lebensgefährliche  Experimente  ao- 
stellen.  Vor  Allem  aber  hat  die  Astronomie  einen  Vortbeil  ge- 
genüber den  übrigen  Naturwissenschaften,  der  hier  von  grosser 
Bedeutung  ist:  die  völlige  Freiheit  von  der  Calamität  der  Ter- 
minologien und  Classificationen.  Während  andere  Naturforscher 
unter  der  Wucht  dieses,  ich  möchte  sagen,  administrativen  Theils 
ihrer  Thätigkeit  beinahe  erliegen  und  eben  desshalb  häufig  in  der- 
selben aufgehen,  ist  dem  Astronomen  diese  deprimirende  Aufgabe 
ganz  und  gar  abgenommen.  Der  Begriffe:  Classe,  Ordnung,  Fa- 
milie, Gattung,  Art  und  wie  die  unzähligen  Abtheilungen  alle 
heissen,  deren  andere  Fächer  für  die  Instandhaltung  ihres  wissen- 
schaftlichen Haushaltes  bedürfen,  kann  der  Astronom  sich  völlig 
entschlagen.  Die  Sorglosigkeit  des  Astronomen  in  Feststellung 
generischer  Unterschiede,  ja  der  Kunstausdrücke  überhaupt  die 
ergötzliche  Verwirrung,  welche  in  dieser  Beziehung  in  unserer 
Wissenschaft  mitunter  herrscht,  zeigen,  wie  wenig  dem  Astro- 
men an  diesen  Dingen  liegt.  Wenn  beute  Jemand  behaupten 
wollte,  die  Sternschnuppen  des  August  und  November  seien  Ko- 
meten, oder  Kometen  seien  Meteore,  so  werden  wir  uns  kaum 
die  Mühe  geben,  die  Gründe  für  und  wider  erst  sehr  genau  ab- 
zuwägen. Delambre  nennt  irgendwo  die  Kometen  PlaneteW  eifler 
besonderen  Art,  er  hätte  eben  so  gut  die  Planeten  eine  be- 
sondere Gattung  von  Kometen  nennen  können,  ohne  weiter  Wi- 
derspruch zu  finden.  Wir  kennen  selbstleuchtende  Planeten  ttiad 
haben  alle  Ursache,  die  Existenz  dunkler,  stillstehender  Central- 
körper anzunehmen.  Für  den. Astronomen  hat  nicht  die  Gattung, 
sondern  nur  das  Individuum  Bedeutung.  Dieses  aber  kennzeich- 
net er  durch  den  Ort,  an  welchem  er  es  zu  einer  bestimmten  Zeit 
traf.  Er  hat  ein  grosses  Fachwerk  angelegt,  das  ihm  das  ganze 
unermessliche  Himmelsgewölbe  repräsentirt,  in  welchem  jedes 
beobachtete  Object  seinen  besonderen  Platz  erhält,  den  es  zwar 
im  Laufe  der  Jahre  ändert,  aber  nach  bestimmten,  uns  genau 
bekannten  Gesetzen,  so  dass  nie  Unordnung  entsteht.  Der  Astro- 
nom bedarf  also  auch  der  Myriaden  von  Namen  nicht,  die  andere 
Wissenschaften  zu  ihren  Plagen  zählen.  Wenn  wir  ein  Paar 
Dutzend  Gestirne  mit  besonderen  Titeln  beehren,  so  ist  das  eben 
ein  Herkommen,  das  wir  schnell  verlassen  werden,  wenn  es  uns 
etwa  durch  die  Zahl  dieser  Himmelskörper  unbequem  werden 
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sollte,  wie  wir  (fingst  nahezu  alle  Benennungen,  welche  die  Alten 
den  Sternen  gegeben,  der  Geschichte  überantworteten,  seitdem 
es  eben  galt.  Tausende  und  aber  Tausende  von  Gestirnen-  zu 
taufen.  Dieser  wie  mir  scheint  wichtige  Unterschied  der  Astro- 
nomie von  anderen  naturhistorischen  Fächern  begründet  nicht  etwa 
einen  geringeren  Umfang  der  Aufgabe,  welche  ihr  voriiegt,  denn 
gerade  dadurch,  dass  sie  die  Individuen  kennen  zu  lernen  hat, 
wjrdi-  ihr  Gebiet  ganz  eigentlich  unübersehbar,  und  wir  können 
mit  Sicherheit  einer  nicht  eben  fernen  Zukunft  entgegensehen,  wo 
eine  Zahl  von  Himmeisobjecten  in  den  Bereich  der  Untersuchung 
gezogen  sein  wird,  welche  weit  über  die  der  bekannten  Arten  vom 
Tbieren,  Pflanzen  u.  s.  w. , so  riesig  diese  letztlich  auch  ange- 
wachsen ist,  hinausgehen  wird ; aber  dieses  Kenneniernen  der 
Individuen  ist  ein  den  Geist  anregendes,  unmittelbares  Beschäf- 
tigen mit  der  Natur;  wir  Astronomen  sammeln  so  zu  sagen  nur 
und  kümmern  uns  um  das  ermüdende  Nomeukliren  nicht.  Dio 
Freude,  die  der  Botaniker,  der  Zoologe  etc.  hat,  wenn  er  endlich’ 
nach  langwierigen  Bestimmungen  den  Namen  seines  Objectes  er- 
fuhrt., geht  bei  uns  ganz  über  in  die  Freude  zu  wissen,  wo  das 
Qbject.  Am  Himmel  aufzusuchen  ist.  Jenes  Bestimmen  aber  setzt 
immer  ein  .Eingehen  in  die  Natur  der  Dinge  voraus,  das  dem 
Meuscbeti  nur  in  sehr  geringem  Maasse  gestattet,  dessen  der 
Astronom  im  Allgemeinen  ganz  enthoben  ist.  Diese  Frage  nach 
den  letzten  Gründen  durchzieht  überhaupt  das  ganze  Gewebe  an- 
derer Naturwissenschaften  und  erlaubt  dort  nicht  wie  in  der  Astro- 
nomie einzelne  Theile  des  Faches  völlig  abgesondert  von  andern 
lg  behandeln.  Desshalb  stehen  denn  auch  jene  trockenen,  kei- 
neswegs anziehenden  Einleitungen  in  das  Studium  anderer  Zweige 
der  Natncforschung  überdies  auf  schwankendem  Boden,  während 
die  analoge  Beschäftigung  des  Astronomen  auf  unverbrüchlichen,  für 
immer  feststehenden  Nonnen  fusst,  und  so  heisst  es  im  Gegen- 
sätze zu  sonstigen  Aussprüchen  hier:  „die  Gattung  vergeht,  das 
Individuum  besteht“  — eine  Seite  unseres  Faches,  die  wieder 
nicht  .wenig  dazu  beitragen  muss,  ihm  Liebhaber  zuzuführen;  denn 
nirgends  sonst  ist  die  Palme  der  Unsterblichkeit  so  sicher  und 
mit  verhaltnissnifissig  so  leichter  Mühe  zu  gewinnen.  Das  dank- 
bare Feld  der  Entdeckungen  ist  das  eigentliche  Gebiet  des  Di- 
lettantismus. Der  Astronom  von  Profession  soll  nur,  wenn  er 
besondere  Gründe  dazu  hat,  sich  aufs  Entdecken  im  engsten 
Sinne  des  Wortes  legen,  denn  es  sind  ihm  Helfer  und  Mittel  zur 
Verfügung  gestellt,  die  ihm  schwierigere  Aufgaben  zuweisen.  Der 
Dilettant  kann  nach  Lust  und  Liebe  den  Gegenstand  seines  Stre- 
ben» wählen;  welches  Ziel  er  immer  mit  Ausdauer  verfolgt,  wir 
werden  die  Früchte  seiner  Mühen  willkommen  heissen.  Eine  an 
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«ich  sehr  wüuschenswertbe  Ueberwachung  des  ganzen  Himmels 
i.  U.  nach  allem,  was  Neues  und  Unerwartetes  sieb  zeigt,  wie 
sie  vordem  Hevel  und  in  unseren  Tagen  Biela  durchgeführt, 
ist  die  Sache  des  Liebhabers,  der  allein  dazu  die  nüthige  Müsse 
bat,  während  der  Fachgelehrte  seine  Zeit  nicht  aufs  Gerathewohl 
verwenden  darf,  sondern  völlig  bestimmte  Zwecke  sieb  vorstecken 
muss.  Das  Corps  der  Dilettanten  hat  wie  alle  Freicorps  mehr 
Schwung  als  die  Männer  des  Berufes.  Dieser  bringt  einen  ge- 
wissen Schematismus  mit  sich  im  Verhalten  der  Gelehrten,  wie 
im  Reglement  des  Militärs,  einen  Schematismus,  der  nothwendig 
und  die  Grundlage  des  ganzen  Wesens  ist,  von  dessen  Schatten- 
seiten freier  zu  sein  der  Volontär  aber  immerbin  sich  rühmen 
kann.  In  dieser  Ungebundenheit  liegt  indessen  auch  die  Gefahr 
der  Zügellosigkeit,  die  dort,  wo  sie  ungehindert  wuchert,  den 
Dilettanten  zur  Qual  der  Astronomen  macht.  Das  Heer  derer, 
die  da,  wie  Sir  John  Herschel  sich  einmal  sehr  treffend  aus- 
drückte, jede  Wissenschaft,  welche  sie  nicht  kennen,  für  eine 
neue,  eben  entstehende  halten  und  sich  z.  B.  sofort  anschicken 
den  Grundbau  der  Astronomie  durch  von  ihnen  erdachte  Welt- 
systeme zu  legen,  die  da  glauben,  astronomische  Wahrheiten 
liesseu  sich  eben  auch  ohne  alle  Vorkenntnisse  errathen,  das 
Heer  dieser  Freiwilligen  hat  es  zu  verantworten,  wenn  manche 
Leute  vom  Handwerk  die  Berührung  mit  Dilettanten  scheuen.  Wo 
aber  viel  Korn  geerntet  wird,  muss  es  auch  viel  Spreu  geben, 
und  in  der  That  verleitet  die  Astronomie,  obschon  gerade  sie  die 
erste  unter  ihren  Schwestern  den  richtigen  Weg  der  Forschung 
betrat,  mehr  als  irgend  eine  andere  Wissenschaft  die  Geister  zu 
eitlen  Träumen,  zu  aristotelischen  Anticipationen , — ein  Weg, 
den  heute  zu  betreten  geistig  noch  eben  so  bedenklich  ist,  als  es 
einst  auch  leiblich  gefährlich  war  davon  abzuweichen.  Die  Be- 
strebungen der  Dilettanten  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  rie- 
selnden Gewässern  zu  vergleichen,  die  nicht  beachtet  und  sich 
selbst  überlassen  im  Sande  verrinnen,  ja  Schaden  bringen  und 
das  Land  versumpfen,  gesammelt  und  geregelt  den  berechtigten 
Strömen  an  Nutzen  um  nichts  nachstehen.  Daraus  ergibt  sich 
von  selbst  die  Richtschnur  des  gegenseitigen  V erhaltens  zwischen 
Profession  und  Liebhaberthum,  das  unter  günstigen  Verhältnissen 
wie  in  England  ganz  eigentlich  zur  Pflanzschule  für  jene  werden 
kann.  Wofern  dem  Dilettanten  Ernst  und  Beharrlichkeit  nicht 
fehlen,  soll  und  darf  ihm  die  Hilfe  des  Mannes  vom  Berufe  nicht 
entgehen.  Erfüllt  er  diese  Forderung,  so  kann  er  auch  des  Er- 
folges gewiss  sein,  denn  die  Schachte,  die  es  hier  zu  bearbeiten 
gilt,  sind  unerschöpflich,  und  der  aufmerksame  Forscher  kann 
immer  auf  das,  was  wir  Glück  nennen,  zählen;  hätte  Kepler 
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sich  nicht  zufällig  an  Mars  gehalten,  dessen  Ungleichheiten  auch 
den  damaligen  Beobachtungsmitteln  schon  zugänglich  waren,  hätte 
William  Hersehel  Uranus  eilf  Tage  früher  erblickt,  wo  dieses  , 
Gestirn  stationär  und  folglich  kaum  als  Planet  zu  jerkennen  war,  [ 
hätten  Le  Verrier’s  Arbeiten  ihr  Ziel  nicht  gerade  um  das  Jahr 
1846,  wo  die  von  ihm  supponirte  Bahn  Neptuns  mit  der  wirkli- 
chen zusammentraf,  erreicht,  so  würden  die  glänzenden  Entdeckun- 
gen,  welche  sich  an  diese  Namen  knüpfen,  wahrscheinlich  auf 
lange  Zeit  verschoben  worden  sein;  Bradley  und  W.  Hersehel 
bemühten  sich  umsonst  die  Parallaxe  der  Fixsterne  zu  finden, 
allein  die  grossen  Arbeiten,  welche  sie  zu  diesem  Zwecke  unter- 
nommen, wurden  gekrönt  durch  die  unerwarteten  Entdeckungen 
der  Aberration  des  Lichtes  und  planetarischer  Sonnen.  Wem 
aber  ein  astronomischer  Fund  von  auch  nur  einiger  Erheblichkeit 
gelang,  der  mag  sich  der  sorglichsten  Theilnahme  versichert  bat- 
ten und  darf  das  Unbeachtetbleiben  nicht  fürchten,  das  ihm  viel- 
leicht in  anderen  Wissenschaften  droht;  denn  nirgend  sonst  ist 
die  Gemeinsamkeit  aller  Leute  vom  Fache  an  Arbeiten  jeder  Art 
so  eingebürgert.  Die  Gefahr  im  Verzüge  auf  der  einen,  die  Mög- 
lichkeit, dasselbe  Object  von  tausend  Orten  zugleich  zu  unter- 
suchen, auf  der  anderen  Seite,  setzen  in  der  Astronomie  immer 
eine  Hemisphäre  auf  die  Fährte  alles  Neuen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Darlegungen  sei  mir  gestattet  den  Wunsch 
aaszusprechen,  dass,  wenn  dermaleinst  mein  heutiges  Thema  wie- 
der aufgenommen  werden  sollte,  man  nicht  wie  jetzt  nur  englische 
Namen  in  überwiegender  Zahl  zu  nennen,  dass  man  insbesondere 
auf  österreichischem  Boden  statt  der  schönen,  vor  kurzem  leider 
sämmtlich  eingegangenen  Privatsternwarten  zu  Olmütz , Senften- 
berg  und  Bicske  reichen  Ersatz  anzuführen  habe.  Wenden  Sie 
nicht  ein,  dass  die  Zeit  zu  ernst  für  solchen  Mahnruf  sei.  Die 
Wissenschaft  ist  eine  Zufluchtsstätte,  in  der  die  Geister  sich  er- 
holen, erstarken  können  zum  Kampfe  des  Lebens;  gerade  die 
Sturm-  und  Drangperioden  weisen  oft  die  wichtigsten  Errungen- 
schaften menschlicher  Erkenntniss  auf. 
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u^b»1  uib  Herrn  Brenner , .»•••.:  ui  tusA 

IicbrimU-Candidiiten  für  höhere  Mathematik  und  Mechanik  zu  Tutt- 
lingen im  Königreich  Würtemberg.  Gib 

I-  '.Cr.fy:r  ' ■ ■ -i  •fl.  ! v * :’L r } lUllii/OlU 

I'.im  - i.j  »,  “1  7T7»  : . ii‘jill  rijii 

n\  n>»  fiA  ...  1 l »i..3ii.. : • . . _ ias  sin 

Es  ist  befremdend,  dass,  in  Betracht  der  gleichförmigen  Ver- 
theiluug  der  atmosphärischen  Luit  in  einer  so  kleinen  Region 
und  in  der  kurzen  Zeit,  wie  sie  unsere  geworfenen  Projektile  in 
Anspruch  nehmen,  bis  jetzt  noch  nicht  das  wahre  Luftwider- 
standsgesetz  hat  entdeckt  werden  können.  Bei  der  Wichtigkeit 
der  Sache  bat  es  an  vielfältigen  Versuchen  zur  Auffindung  dieses 
Gesetzes  allerdings  nicht  gefehlt;  allein  alle  Bemühungen  waren 
bis  jetzt  fruchtlos.  tf»;  i i ') X buies  OSg 

^y.-^iese  Versuche  aber  thcilen  sich  von  selbst  in  zwei  ti^un- 
geü,  nämlich  in  rein  analytische  und  empirische.  Die  erstem 
gehen  zwar  wohl  davon  aus,  dass  dem  Projektil  unaufhörlich 
eine  Masse  — die  Luft  — im  Wege  steht;  allein  es  wird  hier 
älter  nicht  einmal  die  Elasticität  der  Luft  in  Betrachtung  gezo- 
gen, oder  nicht  die  Art  und  Weise,  wie  die  ausweichende  Luft  auf 
die  vorwärts  und  seitwärts  liegenden  Luftschichten  einen  Druck 
ansübt,  wovon  offenbar  der  Gegendruck  auf  das  Projektil  abhängt. 
Wohl  wird  auch  eine  verdichtete  Luftniasse  vor  dem  Projektil 
und  eine  verdünnte  hiuter  demselben  angenommen,  wobei  es  sich 
darum  handelt,  auf  welche  Weise,  oder  in  welcher  Gradation  sich 
diese  Verdichtung  und  Verdünnung  vertheilt,  wie  weit  sich  die- 
selbe erstreckt  etc.  Diese,  offenbar  richtigere  Behandlung  der 
« Sache  bat  aber  ihre  bedeutenden  Schwierigkeiten  und  hat  dess- 
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wegen  gleichfalls  nicht  zum  gewünschten  Ziele  geführt  Aus  die- 
sem Grunde  sind  daher  auch  zahlreiche  empirische  Wege  einge- 
schlagen worden.  Alle  jedoch  leiden  an  dem  Uebelstande,  dass 
das  Projektil  stets  mit  einer  Maschinerie  oder  überhaupt  mit  an- 
dern festen  Körpern  in  Verbindung  steht,  wodurch  bei  dieser 
subtilen  Frage  die  Bewegungen  so  alterirt  werden,  dass  das  ge- 
suchte Gesetz  nicht  zu  Tage  treten  kann.  Gleichwohl  scheint 
der  empirische  Weg  der  sicherste  zu  sein,  und  der  einzig  richtige 
ist  nur  der,  wo  das  Projektil  in  seiner  Bewegung  gänzlich  unab- 
hängig bleibt  von  der  Berührung  mit  festen  Körpern,  und  so  wer- 
det! wir  entweder  auf  den  Wurf  oder  auf  den  freien  Fall  geführt. 
Der  Wurf  aber  ist  schon  darum  verwerflich,  weil  hiebei  der  erste 
Impuls,  dessen  genaue  Bestimmung  sehr  unsicher  ist,  in  Rech- 
nung gezogen  werden  muss.  Somit  bleibt  uus  nur  noch  der  freie 
Fall  übrig. 


Kein  in  freier  Bewegung  befindlicher  Körper  lässt  die  Lage 
seiner  Oberfläche  gegen  die  Bewegungsrichtung  gänzlich  unver- 
ändert, nnd  diese  im  Voraus  nicht  genau  zu  bestimmende  Rotation 
modificirt  die  Widerstandskraft  der  Luft  im  Allgemeinen  wesent- 
lich. Hievon  macht  allein  die  Kugel  eine  Ausnahme,  und  so  sind 
wir  gezwungen,  unsere  Untersuchungen  rein  auf  die  Kugel  zu 
beschränken.  Doch  ist  es  ein  Trost,  dass  gerade  dieser  spe- 
eielle  Fäll  der  wichtigste  und  derjenige  ist,  der  in  der  Ballistik 
zurir  Vorschein  kommt. 

isbi’vl’l»’  1 •»  ■ * ‘ \ • *'*. 1 ft*  m»l  *'lA. 

ji»..  Der  Luftwiderstand  ist  eine  Fuuktion  der  Geschwindigkeit  des 
Projektils;  allein  die  Beobachtung  der  Geschwindigkeit  ist,- Wo 
nicht  geradezu  unmöglich,  doch  jedenfalls  sehr  unsicher.  Hinge- 
gen sind  Zeit  und  Raum,  aus  denen  sich  Kraft  und  Geschwindig- 
keit ableiten  lassen,  einer  sehr  scharfen  Bestimmung  fähig,  und 
es  handelt  sich  jetzt  nur  darum,  wie  die  erforderlichen  Experi- 
mente am  zweekraässigsten  veranstaltet  werden. 

«5«.  v-  it ./  - ood-.j, 


•'  ßet  dem  Umstande,  dass  der  Luftwiderstand  bei  geringer 
Fallhöhe  und  bei  bedeutender  Dichtigkeit  des  Projektils  ziemlich 
oder  doch  so  gering  ist,  dass  die  Sicherheit  des  Resultates  da- 
durch gefährdet  ist,  können  wir,  da  wir  nie  über  grosse  Fallhöhen 
gebieten  können,  bloss  die  Dichtigkeit  vermindern,  nnd  am  besten 
ist  es  wohl,  eine  sehr  genaue  Hnblkugel  von  dünnem  Blech  nnd 
entsprechender  Grösse  anznfertigen,  sie  von  verschiedenen  Höhen, 
bis  zu  ansehnlicher  Thurmhöhe,  fallen  zu  lassen,  und  sowohl  Eüll- 
zeit  als  Fallhöhe  genau  zu  beobachten  und  aufzuzeichnen.  Jede 
Beobachtung  werde  mehrmals  wiederholt  und  bei  etwa  sich  er- 
gebenden Differenzen  das  Mittel  genomineu.  Die  Fallzeit  müsst» 
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durch  zwei  genaue,  vermittelst  der  Elektricitfit  vollkommen  gleich 
regulirte  Chronometer,  die  in  der  Nähe  des  Abgangs-  und  Auf- 
fallpunktes aufzustellen  wären,  beobachtet  werden;  und  würde  der 
Zeitpunkt  des  Auflallens  zwischen  die  zwei  Grenzpunkte  einer 
Sekunde  fallen,  so  könnte  man  den  Fallraum  so  lange  vermindern 
oder  vergrössern,  bis  ein  Klappen  auf  einen  Grenzpunkt  der  Zeit 
erfolgte.  Die  Kugel  selbst  werde  vermittelst  eines  Fallnetzed  von 
Drath  mit  möglichst  weiten  Litzen  oder  Vierecken  aufgefangeh, 
um  nicht  beschädigt  zu  werden.  Zu  genauer  Herbeiführung  des 
Zusammentreffens  des  Abgangspunktes  mit  einem  Sekundenan- 
fang könnte  folgender  Apparat  dienen.  AB  (Taf.  II.  Fig.  1.)  ist 
ein  auf  einem  anzuschraubenden  Fuss  stehender  vertikaler  Stän- 
der mit  einem  Schlitz  am  Ende  B.  ln  diesen  Schlitz  passt  ein 
Träger  CG,  durch  welchen  sammt  den  Schenkeln  des  Schlitzes 
ein  eiserner  Bolzen  geht,  um  welchen  der  Träger  drehbar  ist.  In 
das  Ende  G des  Trägers  ist  ein  etwas  starker  Drath  GD  ge- 
steckt, der  einen  Drathkreis  D trägt.  Vermittelst  der  Feder  F 
wird  der  Träger  in  horizontaler  Richtung  gehalten.  Auf  den  Drath- 
ring  D aber  wird  die  T'allkugel  E gelegt.  Indem  man  nun  den 
Sekundenzeiger  des  Chronometers  beobachtet,  übe  man  sieb,  im 
Moment  eines  Sekundenanfangs  den  Träger  durch  einen  unter  C 
nach  aufwärts  geführten  Hammerschlag  plötzlich  nach  unten  zu 
bringen,  so  dass  der  Drathring  D schnell  unter  der  Kugel  weg- 
geht, ohne  den  Anfang  des  freien  Falles  im  mindesten  zu  alteri- 
ren.  Der  Beobachter  am  Falltuch  wird  sich  ebenfalls  einüben 
müssen,  um  den  Moment  des  Auffallens  der  Kugel  genau  bestim- 
men zu  können. 

Setzen  wir  nun  den  Fallraum  — s und  die  Zeit  in  Sekunden 
= t,  so  können  wir  aufstellen 

i = at+bt*  + ct3  + dl*+ €#>  + .... 

Jede  Beobachtung  gibt  einen  Fallraum 

*1  > *2)  S3,  *4 . . . . 

mit  der  zugehörigen  Zeit 

fi » > ts  > h 

wodurch  sich  die  Coustanten  a,  b,  c,  cl,  «....bestimmen.  Dabei 
ist  zu  vermuthen,  dass  diese  Coeföcienten  rasch  abnehmen,  worauf 
sich  eine  Methode  zu  ihrer  Bestimmung  gründen  lässt. 

Setzen  wir  nun  die  Geschwindigkeit  —v,  die  retardirende 
Kraft  = <P  und  die  Gravitation  der  Erde  =</,  so  ist 
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v = — a + ’2(it  f 3 cP  + 4tll3  -f  5 et*  + ...., 

g — ^ = 2 6 + 6c/  + 12rfZ*  + 20c/3  -f  .... 

...  ‘ / * 

Wir  müssen  aunehnien,  dass  v mit  / zugleich  gleich  Null  ist,  und 
so, is£  4=0  zu  setzen.  Da  wir  ferner  wissen,  dass  im  Anfang 
der  Bewegung,  von  wo  an  wir  die  Zeit  l zählen,  <p~0  ist,  so  ist 

g — ‘2h  und  b — 

Dadurch  verwandeln  sich  unsere  drei  Gleichungen  in 
* =|ti  + cZ3  + dZ4  + et»  + 

v = gt  + 3c/2  + 4rf/3+5e/4  + ....,  ..  . 

<p  = — 6c/— 12<//2— 20e/3 
wofür  wir  aber  nunmehr  annehmen: 

1)  J = |/*  I-  ul3  I-  bt 4 + c/»  + rfZ«  + ..... 

2)  c = ^/+3a/2  + 46/3  + 5c/4+6f//H  ..... 

*3)  9»  = — trat  - 126Z*  - 20c/3  — 30<ft*  + . . . . 

Will  man  nun  die  Kraft  <p  als  eine  Funktion  von  v darstellen, 
so  eliminire  man  / zwischen  2)  und  3),  oder  besser,  man  setze: 

9>  = z4c  + #b2-|  Ce3 + Z>o4 + ...., 

ersetze  hier  <p  und  v durch  ihre  VVerthe  aus  2)  und  3),  setze,  da 
alsdann  eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen  muss, 
alle  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  / gleich  0,  wo- 
durch sich  A,  B,  C,  D....  bestimmen.  Nachdem  daher  die 
Beobachtungen  gemacht  und  notirt  sind,  so  theilt  sich  das  Ge- 
schäft des  Caiculs  in  die  Bestimmung  der  Coefficienten 

ri,  b,  c,  d,  e....  und  der  Coefficienten 

A,  B,  C,  D,  E 

womit  sich  noch  die  Vermuthnng  der  etwaigen  geschlossenen  Form 
der  Funktion  des  Luftwiderstandes  verbinden  mag,  nebst  einigen 
praktischen  Scblussbemerkungeu. 
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].  Bestimmung  der  Coefficienten  a,  6,,  c,  d..,.  , 

Indem  wir  unserer  oben  ausgesprochenen  Vermuthung  Raum 
geben,  so  führen  vrir  unsern  Calcul  in  der  Hypothese,  dass  die 
CbelBelefiten  a,  b,  c,  d....  eine  fallende  Reihe  bilden.  Biefet 
hierauf  dieser  Calcul  keine  Widerspreche  dar,  so  ist  die  Hypo- 
these richtig,  im  entgegengesetzten  Falle  aber  unrichtig.  ^ '* 

• _ 1 ‘ mit 

Noch  nie  ist  es  beobachtet  worden,  dass  ein  Körper,  der 
schwerer  ist,  als  die  atmosphärische  Luft,  bei  Windstille  nach 
einigem  Fallen  wieder  gestiegen  wäre.  Daraus  folgt,  dass  o stets 
nur  positiv  sein  kann  und  auch  nie  durch  Null  gehen  wird.  Glei- 
cherweise kann  auch  <p  nur  positiv  sein.  Da  jedoch  das  Zeichen 
von  tp  vom  Zeichen  von  c abhängt,  so  ist  ersichtlich,  dass  c nur 
negativ  sein  wird.  Im  Uebrigen  möchte  der  beste  Weg  zur  Be- 
stimmung der  Coefficienten  a,  b,  c,  d....  der  folgende  sein. 

bou.w.s.o  ‘ „r>  - ~ • • n'w  nttiibivip 

Man  richte  die  Beobachtungen  so  ein,  dass  die  erste  gilt  für 

/,  = 1 Sekunde;  die  zweite  für  f2  = 2 Sekunden  u.  s.  w.  Alsdann 
hat  man  aus  I)  folgende  Gleichungen : 


4)  — i9  = a +6  + c + d+ ..... 

5)  *2-29  = 8a+166  + 32c+64d  + 

6)  t3  — %=27a  + 816  + 243c  +729d  + 


«Pu! 
ioin  lioi*  sf 
i9ib  iiaseib .( 


L „ _ vice  fldaisw 

*4-  8<7  = 64a  + 2566  +1024c  +4096rf  -f  . 9bof 

/ . . . . ! t.  iio^nndaislrJ 


,,i  v-;.  nr  ...  •'<  «apOMifjiolO 

Bricht  man  nun  die  Reiben  der  rechten  Seiten  gerade  so  ab,  wie 
sie  stehen,  und  multiplicirt  die  Gleichung  4)  nach  einander  mit  8, 
27,  64,  so  hat  man : 

. - 

8*,-4ir  = 8a+8A+8c  + 8rf, 


27*®—  13Iff  = 27a +276  + 27c  + 27  d, 
64*„  - 32^  = 64a  + 646  + 64c + 64 d. 


Zieht  man  jetzt  diese  letzteren  Gleichungen  nach  einander  von  6) 
6)  und  7)  ab,  so  ergibt  sich: 


*2 — 8*i  + 2<7  = 86  + 24c  + 56d, 

*3-27*2  + 9.9  = 546  +216c+702d, 

*4-64*s +249  = 1926  + 960c + 4032d;  < ’ 
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woraus  man  b,  c und  d nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln 
f8r  drei  Unbekannte  bestimmen  wird.  Zuletzt  ergibt  sich  daun 
a leicht  aus  4).  Ihre  Werthe  seien  «, , blt  c, , dx. 

Um  sodann  eine  weitere  Constante  e zu  bestimmen  un4  die 
ejft  erhaltenen  zu  corrigiren,  so  denken  wir  uns,  fl,,  bx,  c,  und, 4, 
die  Zuwachse  «,  ß,  y,  5 und  ziehen  hieraur  von  den  auf 
dgj»  rechten  Seiten  auf  fünf  Glieder  gebrachten  Gleichungen  4), 
5),  8)  und  7)  der  Ordnung  nach  je  diejenigen  ab,  die  nur  vier 
Glieder  haben  und  in  denen  wir  uns  a,  b,  c und  d die  Werthe 
<tjf>  &!*'<%'  und  rf,  habend  denken.  Hiedurch  erhalten  wir  dann: 


Saai 


O = « + 0 + y + 5 + e, 

0=;8«  + 16/S-f32y+645  + 128«, 

0 = 27«  + 810+ 243y  + 7295  + 2187«, 


. 71*11 

i :.«■*•<  vä  no*# 

0 = 64«  + 256/)  + 1024H-  40965  + 16384«. 

i"-‘  •'  * a o * • n 

Dividiren  wir  jede  durch  e,  setzen  - = - =Ä,  u.s. w.  und 

ilii*  - »i  , . ■ ; ■ & -v  s;r.ifl 

vereinfachen  noch,  so  erhalten  wir: 


-ca  u.,  v 

.nfe*.  f« 


0 = «,+/3I  + n+5I  +1, 


O = «I+20,  + 4y,+85,  + 16, 

0 = «,+  3ß,+9y,+27äl  +81, 

0 = «,  + 413,  + I6y,  + 645,  + 256, 

J o ;<* 

welche  sehr  leicht  aufgelöst  werden  können.  Denn  man  ziehe 
jede  vorhergehende  von  der  nachfolgenden  ab,  wodurch  sich  drei 
Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  ergeben.  Von  diesen  drei 
Gleichungen  ziehe  man  wieder  je  die  vorhergehende  von  der  nach- 
folgenden ab  und  hat  dann  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Ünbelcann- 
ten.  Die  nneinstetzte  aber  ziehe  man  endlich  von  der  letzten* ab 
wodurch  sich  5,  ergibt,  und  rückwärts  gehend  auch  «,,  0,  und  y,. 
Auf  solche  Weise  findet  sich: 


«i  — 24  \ 

a — 24e 

ß,=-5ol 

0 = — 50e, 

und  sodann 

4 . 

8 

II 

£ 

y = 35e, 

o 

T~4 

1 

II 

*o‘ 

£ 

3 

II 

•© 

.7. 

Sur  fQ> 


Bilden  wir  nun  die  nächste  Gleichung: 

*s  — 12J^ =5*a  + 546  + 5»c  + 5 «d  + 5r«, 
so  haben  wir,  « = o,  + «,  b = b,  +ß,  n.  b.  w.  setzend. 
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*5— 12^  = 53(ay +24«) + 54(6,  - 50«) +5a(c,  + 35«) + 10«)  + 57e , 
welches  gibt : , 

J2';ff— 53n,  - 546,  - 5»«,  -5 «tf, 
e~  53.24 

Zum  Behuf  der  Bestimmung  des  Coefficienten  f und  der  Cor- 
rektion  der  vorangegangenen  Constanten,  schlagen  wir  durchaus 
dasselbe  Verfahren  ein  und  linden,  wenn  wir  die  neuen  Correktio- 
nen  durch  a,  ß,  y,  S und  * bezeichnen: 

a=  — 15/, 
ß—+  85  f, 
y = — 225/, 

6 = +274/, 

£=-120/, 

woraus  sich  durch  Uebergang  zur  nächsten  Gleichung  ergibt: 

s8  — 1 8.9—  63(o,  + 66,  + 62c,  + 63rf,  + 64e, ) 
f~  — 63. 96165 

wofern  wir  die  durch  die  erste  Correktion  erhaltenen  Werthe  von 
a,  h,  c....  aufs  Neue  durch  ay , 6,,  bezeichnen.  Auf 

gleiche  Weise  fährt  man  fort,  die  nächsten  Coefficienten  g,  h....  und 
die  Correktioneu  der  vorangegangenen  Coefficienten  zu  bestimmen. 

Anstatt  diese  Coefficienten  je  durch  die  vorangegangenen 
genäherten  Werthe  tr, , 6j,  c,  u.  s.  w.  darzustellen,  könnten  wir 
dieselben  auch  rein  in  Funktion  von  den  verschiedenen  W'erthen 
von  s und  von  g darstellen.  Allein  die  auseinandergesetzte  Me- 
thode scheint  zweckmässiger  zu  sein,  weil  hier  immer  die  Cor- 
rektionen  ct,  ß,  y....  zum  Vorschein  kommen,  welche  endlich  die 
Grenze  anzeigen,  hei  der  man  abbrechen  kann. 

2.  Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B,  C,  D.... 

Nachdem  auf  solche  Weise  die  Constanten  a,  b,  c,  d.... 

bestimmt  sind,  so  finden  sich  die  Coefficienten  A,  B,  C,  O 

dadurch,  dass  man  in  die  Gleichung 

6«  l + 1261®  + 20c<3  + 30tf  t4 + 42et9 + . . . . 

....  + zlr  + ße2+  Cb*+  Z)j>4  + £r*+....  = 0 

statt  e den  Werth  gt  + Zat1  +46<3  + 5ct*  + 6rft9  + ....  einsetzt, 
und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  t gleich 
Null  setzt.  Dadurch  erhält  man: 
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6a+^  = 0,  ' • 

126+30,4+%*  = 0, 

!X}c+AbA-l&gaB-lgiC=  0, 

30rf+5c,4 + ga'B + 8gbB+  (JgiaC+ g*D  = 0 , 

42e+6<L4  + lOgcB  + ‘24baB+  12g2bC+27ga*C+ 12 ga3D+g*E  = 0 , 


woraus  sich  ergibt: 


126  + 3 aA 

9 * 

20  c + 46  A + 6gaB 
9*~  ’ 

30rf  + 5c  A + B(ga*  + 896)  + 9g*aC 
9*  ""  ’ 

42e  + 6clA  + B(\0gc  + 246a)  + C(129*6  + 27 ga*)  + \2g*aD 

gS  * - 


•3.  Hypothesen  über  die  geschlossene  Form  der  Funk- 
tion des  Luftwiderstandes. 

Man  darf  wohl  annebraen,  dass  es  bei  den  Betrachtungen 
über  den  Luftwiderstand  einerlei  ist,  ob  sich  die  Luft  gegen  einen 
festen  und  ruhigen  Gegenstand,  oder  ob  sich  der  feste  Körper 
in  der  ruhigen  Luft  bewegt.  Nun  kann  man  häufig  die  Beobach- 
tung machen,  dass  ein  selbst  gleichmässiger  Windzug  Baumäste, 
Zweige,  Blätter  in  eine  Art  von  vibrirender  Bewegung  versetzt. 
Selbst  das  unelastische  fliessende  Wasser  bringt  einhängende 
ßaomzweige  in  eine  solche  Bewegung.  Dieselbe  Bemerkung  kann 
man  machen,  wenn  man  den  Widerstand  des  ruhigen  Wassers 
auf  eine  bewegte  Kugel  bestimmen  will.  Ceberhaupt  sind  vibri- 
rende  Bewegungen  weit  häufiger,  als  man  es  gewöhnlich  dafür 
hält  Aufmerksame  Artilleristen  behaupten  sogar,  dass  eine  auf 
einem  ebenen,  bäum-  und  häuserlosen  Terrain  abgeschossene 
Kanonenkugel  grösseren  Kalibers  anfänglich  eine  Art  ungleich- 
massigen  Geräusches,  ähnlich  einem  rollenden  Donner,  hervor- 
Theil  XXXIV.  19 
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bringe,  ein  Donner,  'der  von  dem  ersten  Knall  ganz  unabhängig 
ist.  Diess  lässt  auf  einen  abwechselnd  stärker  und  schwächer 
werdenden  Luftwiderstand  schliessen,  so  dass  die  Vermuthung 
nahe  liegt,  der  Luftwiderstand  möchte  vibrirend  sein.  Ohne  Zwei- 
fel aber  bleibt  der  flauptthei)  des  Luftwiderstandes  das  Produkt 
einer  Constante  mit  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  und  so 
Hesse  sich  vielleicht  setzen : 


<p  = me1  -f  «sin  i/j(r) 

oder 

q>  = nt  v2  4 nrsim, /t(v) 

oder 

• 

<p  = mv  | e a(m  + n sin  t|>(r)) 

u.  s.  w. 

wo 

ig(»)  = /)  )-  fjv  + rr2+  sc3  + u.  s.  w, 

Die  Bemerkung,  dass  bei  geringerer  Geschwindigkeit  sich  nichts 
von  vibrirendem  Widerstand  zeigt,  widerspricht  diesen  Formeln 
nicht.  Denn  gesetzt,  es  sei  ;i  ein  sehr  kleiner  Coefficient,  so 
können  die  Glieder 


nsinrp(e)  und  namentlich  nesinip(e),  nr2sinip(t>) 


bei  geringerer  Geschwindigkeit  unmerklich  sein,  bei  grösseren 
jedoch  sich  fühlbar  machen. 

Es  wäre  möglich,  schon  nach  geringer  Mühe,  vielleicht  aber 
auch  erst  bei  grosser  Anstrengung  eine  geschlossene  Form  auf- 
zufinden. Eine  später  folgende  Bemerkung  möchte  einige  Erleich- 
terung verschaffen. 


4.  Schlussbemerkungen. 

a)  Da  der  absolute  Luftwiderstand  unter  anderni  auch  von 
der  Luftdichtigkeit  abhängt,  so  ist  es  nothwendig,  die  Beobach- 
tungen bei  möglichst  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
stand, also  in  möglichst  kurzer  Zeit  abzuschliessen,  und  sie  daher 
etwa  zur  Herbstzeit  bei  trockener  Witterung  Nachts  von  9 — 12 
Uhr  vorzunehmen. 

b)  indem  jeder  Luftzug  abzuhalten  ist,  so  wähle  man  als 
Ort  der  Beobachtung  einen  derartig  hohlen  und  jedenfalls  mög- 
lichst hohen  Thurm,  dass  man  in  demselben  einen  Körper  frei 
fallen  lassen  kann,  wobei  natürlich  alle  Oeffnungen  zu  verschlies- 
sen  sind.  Um  die  Fallhöhen  in  möglichst  kurzer  Zeit  abzumes- 
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sen,  kann  man  schon  vor  Beginn  der  Experimente  die  Thurmwand 
mit  Theilstrichen  von  fünf  zu  fünf  Fuss  versehen,  so  dass  man 
mit  einem  Massstab  von  fünf  Fuss  die  jeweilige  Fallhöhe  vollends 
schnell  abmessen  kann. 

c)  Besser  möchte  es  sein,  an  der  Wandung  des  Thurines 
einen  etwa  vier  Zoll  starken  Rahmschenkel  die  ganze  Höhe  hin- 
durch zu  befestigen,  den  man  von  Fuss  zu  Fuss  mit  Theilstrichen 
versehen  könnte.  In  diesem  Falle  wäre  der  Ständer  AB  entbehr- 
lich, und  könnte  mittelst  einer  Stellschraube  — wie  bei  Nähkis- 
sen — eine  Vorrichtung  an  den  Rahmscbe.nkel  befestigt  werden, 
die  denselben  Arm  CD  trüge.  Eine  Leiter,  die  man  auf  den  vor- 
handenen Böden  oder  Ruhebänken  aufstellte  und  an  der  man  auf- 
und  absteigen  könnte,  würde  dazu  dienen,  die  Vorrichtung  an 
die  verschiedensten  Stellen  des  Rahmschenkels  hinzubringen. 
(Jeberhaupt  aber  wird  die  Oertlichkeit  dieses  Verfahren  immer- 
hin modificiren. 

d)  Bewegte  sich  die  Kugel  zu  nahe  an  einer  Wand,  welche 
der  in  Bewegung  gesetzten  Lnftmasse  theilweise  ein  Hinderniss 
in  den  Weg  zu  legen  im  Stande  wäre,  so  müsste  dieser  Umstand 
ein  gutes  Resultat  in  Frage  stellen.  Am  schädlichsten  aber 
müsste  der  Durchlass  durch  einen  Boden  wirken,  wenn  die  Rän- 
der dieses  Durchlasses  nicht  weit  genug  zurückträten.  Ueber- 
haupt  ist  ein  nach  unten  sich  erweiternder  und  in  seiner  Abgren- 
zung möglichst  glatter  Raum  am  günstigsten.  Es  fragt  sich  nun 
bloss,  ob  es  der  Kosten  nicht  werth  w äre,  eine  zweihundert  Fuss 
hohe  hölzerne  mit  Brettern  beschaalte  Pyramide  oder  Kegel  in 
der  Nähe  eines  Thurmes  oder  zwischen  hohen  Gebäuden  aufzu- 
fübren,  und  seine  Befestigung  durch  Verkettung  an  die  hohe  Um- 
gebung zu  bewerkstelligen!  Das  Auf-  und  Niedersteigen  könnte 
vermittelst  Leitern  an  der  Aussenseitc  geschehen  und  die  Ver- 
bindung mit  dem  Innern  durch  angebrachte  Oeffnungen  herbeige- 
führt werden. 

e)  Ohne  Zweifel  verhält  sich  der  Widerstand,  den  eine  Ku- 
gel erfahrt,  direkt  wie  das  Quadrat  ihres  Durchmessers  und  um- 
gekehrt wie  die  Masse  oder  das  Gewicht,  wie  diess  alle  Physiker 
beweisen.  Um  jedoch  auch  diesen  Satz  empirisch  zu  bestätigen 
und  überhaupt  über  eine  grössere  Anzahl  von  Beobachtungen  ge- 
bieten zu  können,  ist  es  gut,  die  Experimente  mit  zwei  Kugeln 
vorzunehipen,  und  zuletzt  die  Coefficienten  des  Widerstandes  mit 
einander  zu  vergleichen.  Gesetzt,  die  Coefficienten  der  zweiten 

Kugel  seien  At,  B, , C, welche  den  Coefficienten  A,  B,  C.... 

der  ersten  entsprechen,  die  entsprechenden  Durchmesser  aber 
Dl  und  D,  die  Gewichte  G’,  und  G , so  müsste  sein  : 

19* 
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AG  _ Ax 

DA  ~ A*  ’ 

BG_B1G1 
D 2 ~ A2  ’ 
CG  _C1Gl 

D*  ~ Dy*  ' 


woraus  noch  folgt 

A:Ay=ß:ßy  = C:Cy.... 

wofern  die  Beobachtungen  unter  übrigens  gleichen  Umständen, 
und  also  namentlich  bei  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
stand  gemacht  worden  sind. 

Die  Proportionalität  der  obigen  Coeflicienten  wird  zugleich  die 
Schärfe  der  Beobachtungen  contrnliren.  Zeigen  sich  aber  Abwei- 
chungen von  solcher  Grösse,  dass  man  annehmen  darf,  sie  fallen 
ausserhalb  der  gewöhnlichen  Beobachtungsfehler,  so  ist  zu  ver- 
muthen,  dass  sich  die  Kugeln  in  ihrem  Falle  zu  nabe  der  be- 
treffenden Wandungen  befanden.  Ist  es  daher  nicht  möglich, 
diese  Entfernung  zu  vergrüssern , oder  eine  besondere  Pyramide 
zu  erbauen,  60  suche  man  eine  andere  Oertlichkeit  auf,  oder  ver- 
kleinere man  die  Kugeln,  so  dass  die  in  Bewegung  gesetzten 
Luitmassen  die  Wandungen  nicht  mehr  berühren. 

Die  Gleichungen 

AG  AyGy 

LP  ~ A*  ’ u,s'  ”■ 

möchten  im  Stande  sein,  die  Aufsuchung  der  vielleicht  geschlos- 
senen Form  der  gesuchten  Funktion  zu  erleichtern.  Denn  daraus 
folgt,  dass  das  Gesetz  des  Luftwiderstandes  noch  dasselbe  blei- 
ben muss,  wenn  man  statt 

<p  = Ac  + ßv*  -f  Cr3  + I)o*  -J- . . . . 

setzt : 

A , B „ , C . D 

<p=Mv+Wc+Wlv+Mv+~ 

oder 

ß C D 

<j>=®  + j*’i  + 2<’3+  2V*+--- 

oder 

A «,C.D 
<P~  gt  + r*  + 2jB  +jj»  + 

oder 
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0 Das  Schwierigste  möchte  die  Anfertigung  sehr  genauer 
Kugeln  sein.  Dahei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  es  nicht  als 
noth  wendig  erscheint,  dass  Schwerpunkt  und  geometrischer  Mit- 
telpunkt vollkommen  genau  Zusammentreffen.  Durch  Schwimmen- 
lassen  der  Kugeln  im  Wasser  könnte  man  leicht  auf  der  Ober- 
fläche ejnen  Punkt  bezeichnen,  welcher  mit  dem  Mittelpunkt  und 
Schwerpunkt  in  einer  geraden  Linie  liegt.  Bringt  man  hierauf 
den  bezeichneten  Punkt  der  Oberfläche  stets  oben  hin,  so  ist 
man  versichert,  dass  der  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt  und  dass 
beim  Fall  keine  Drehung  Vorkommen  kann.  Und  gesetzt  sogar, 
die  Kugel  drehte  sich  und  würde  dadurch  von  ihrer  Richtung 
etwas  abgelenkt,  so  würde  solche  Ablenkung  die  Fallzeit  und 
Fallhöhe  um  eine  Grösse  ändern,  die  man  mit  dem  Wachsthum 
des  Cosinus  eines  sehr  kleinen  Winkels  vergleichen  könnte,  wo- 
fern dieser  kleine  Winkel  seihst  um  eine  sehr  kleine  Grösse  ge- 
wachsen wäre. 

g)  Anlangend  die  Dimensionen  und  das  Gewioht  der  Kugeln, 
so  lässt  sich  hier  nichts  Bestimmtes  aufstellen.  Jedenfalls  soll- 
ten sich  die  Durchmesser  in  dem  Rahmen  von  Va  bis  1 Schuh 
bewegen  und  das  Gewicht  derartig  sein,  dass  durch  den  Luft- 
widerstand in  der  ersten  Secunde  eine  Retardation  von  1 bis  2 
Schuh  herbeigeführt  würde,  so  dass  statt  151,/»  Par.  F.  nur  deren 
13  oder  14  durchlaufen  würden.  Allein,  bevor  man  kostspielige 
Proben  anstellt,  könnte  man  etwa  durch  einen  Kupferschmied  eine 
ungefähre,  getriebene  Kupferkugel  anfertigen  lassen,  versehen  mit 
einer  kleinen  verschiiessbaren  Oeffnung.  Vermittelst  verschie- 
dener Gewichte,  die  man  durch  die  Oeffnung  in  die  Kugel  ein- 
legte, könnte  mau  endlich  das  richtige  Gewicht  erfahren,  um  nach 
demselben  die  Fallkugel  anfertigen  zu  lassen.  Gesetzt,  es  sei 
dieses  Gewicht  = G Pfunde  und  es  wiege  ein  Cubikzoll  des  an- 
zuwendenden Metalls  g Pfunde;  ferner  sei  der  äussere  Halbmes- 
ser der  Kugel  = r Zolle  und  der  innere  = x , so  ist 

* ng(T3  — x3)=  G, 

woraus  folgt 


h)  Man  könnte  vielleicht  die  Probe  machen  wollen,  vermittelst 
eines  am  Hebet  CG  angebrachten  Drathzuges  den  Gebrauch 
zweier  Chronometer  auf  den  eines  einzigen  zu  reduciren.  Allein 
hierauf  ist  nichts  zu  halten,  da  der  Anzug  des  Drathes  — zumal 
wenn  er  lang  ist  — kein  präcises  Abkommen  der  Kugel  herbei- 
führen kann.  Besser  ist  ein  Hammerschlag  an  C aufwärts,  am 
besten  aber  ein  solcher  über  F oder  G abwärts. 
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XIV. 

Lehrsatz  über  den  Flächeninhalt  eines  geraden  Cylin- 
dermantels,  welcher  von  einem  andern  senkrecht  ge- 
schnitten wird. 

Von 

Herrn  Eugen  Lommel 

in  Mannheim. 


Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreiseylinder  sich 
rechtwinklig  durchschneiden,  so  ist  der  im  dickeren  Cylinder  ein- 
geschlossene  Theil  der  Mantelfläche  des  dünneren  Cylinders  gleich 
der  Mantelfläche  eines  schiefen  Cylinders,  welcher  den  kreisför- 
migen Querschnitt  des  dünneren  Cylinders  zur  Basis,  den  Durch- 
messer des  dickeren  Cylinders  zur  Seitenlange,  und  zur  Höhe  die 
Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  hat,  dessen  andere  Kathete 
und  Hypotenuse,  beziehlich  die  Durchmesser  des  dünneren  und 
dickeren  Cylinders  sind. 

Beweis.  Legt  man  durch  jede  der  beiden  in  O (Taf.  II.  Fig.2.) 
sich  rechtwinklig  durchkreuzenden  Cyiinderaxen  OZ  und  OK  eine 
Ebene  senkrecht  zur  andern,  so  werden  dieselben  sich  in  der  zu 
OZ  und  OX  senkrechten  Geraden  OYV  durchschneiden  und  die 
kreisförmigen  Querschnitte  ZV  und  A'F  des  dickeren  und  des 
dünneren  Cylinders  enthalten.  'Durch  einen  beliebigen  Punkt  M 
des  Kreises  XV  ziehe  man  MP  parallel  und  gleich  dem  Halb- 
messer OX,  lege  durch  ihren  Endpunkt  PM'  parallel  zu  OZ  (als« 
senkrecht  zur  Ebene  XOY)  und  mache  MM'  —OZ—  dem  Halb- 
messer des  dickeren  Cylinders,  so  ist  PM'  die  Höbe  und  MM' 
eine  Seitenlinie  des  oben  erwähnten  schiefen  Cylinders,  während 
der  bis  zur  Kreislinie  Z V verlängerte  Durchschnitt  der  Ebene 
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M'MP  mit  der  Ebene  ZOV,  d.  h.  die  Gerade  NL,  der  Seiten- 
linie des  dünneren  Cy lindere  gleich  ist,  welche  sieb  im  Punkte  M 
seines  Querschnitts  bis  zur  Oberfläche  des  dickeren  Cylinders 
erhebt.  Da  die  aus  P auf  die  Tangente  MK  gefällte  Senkrechte 
dem  Radius  OM  parallel,  und  desswegen  Winkel  MPK  gleich 
Winkel  OMN  ist,  so  sind  die  bei  K und  Ff  rechtwinkligen  Drei- 
ecke MKP  und  ONM  einander  congruent.  Folglich  ist  MK=ON 
und  Dreieck  MKM'  congruent  Dreieck  ONL,  weil  ihre  Winkel 
bei  K und  N Rechte,  ihre  Hypotenusen  MM1  und  OL,  und  ihre 
Katheten  M K und  ON  einander  gleich  sind ; also  ist  auch  KM' 
— NL.  Ist  aber  M der  Mittelpunkt  eines  Bogens,  der  klein  genug 
ist,  um  als  geradlinig  betrachtet  werden  zu  können  (d.  h.  eines 
„unendlich  kleinen  “ Bogens)  und  zieht  man  von  seinen  Endpunk- 
ten parallel  OZ  zwei  Seitenlinien  des  dünneren  Cylinders  bis  zur 
Oberfläche  des  dickeren,  so  enthalten  diese  zwischen  sich  einen 
schmalen  trapezförmigen  Streifen  der  Mantelfläche,  dessen  Inhalt 
gleich  ist  demjenigen  eines  Rechtecks  aus  dem  kleinen  Bogen 
und  der  Mittellinie  NL  des  Trapezes;  zieht  man  ferner  durch 
die  Endpunkte  desselben  kleinen  Bogens  parallel  und  gleich  MM' 
zwei  Seitenlinien  des  schiefen  Cylinders,  so  ist  das  zwischen  ihnen 
enthaltene  schmale  Parallelogramm,  welches  M'K  = NL  zur  Höhe 
und  den  kleinen  Bogen  zur  Grundlinie  hat,  dem  über  demselben 
Bogen  stehenden  Streifen  des  geraden  Cylinders  an  Inhalt  gleich. 
Dann  ist  aber  auch  die  Summe  aller  Streifen  des  geraden  Cylin- 
ders, welche  einem  beliebig  grossen  Bogen  des  Kreises  XY  an- 
gehören, d.  h.  das  auf  diesem  Bogen  stehende  Stück  der  geraden 
Mantelfläche,  dem  entsprechenden  Stücke  der  schiefen  Cylinder- 
fläche  gleich;  folglich  auch  der  vom  ganzen  Kreis  XI'  bis  zur 
Oberfläche  des  dickeren  Cylinders  emporreichende  gerade  Cylin- 
dermantel  gleich  der  schiefen,  über  demselben  Kreis  sich  erhe- 
benden Cylinderfläche.  Da  nun  die  beiden  eben  genannten  Cylin- 
dermäntel  die  Hälften  derjenigen  sind,  von  welchen  der  Lehrsatz 
handelt,  so  ist  die  Behauptung  desselben  vollkommen  erwiesen. 

Der  eben  bewiesene  Lehrsatz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die 
beiden  sich  durchdringenden  Cylinder  einander  gleich  sind.  Der 
schiefe  Cylinder  fällt  jetzt  mit  seinen  beiden  kreisförmigen  End- 
flächen und  allen  seinen  Seitenlinien  in  die  Ebene  X OY,  und 
seine  Mantelfläche  besteht  jetzt  aus  zwei  ebenen,  von  geraden 
Linien  und  Halbkreisen  begrenzten  Figuren , deren  jede  dem  Qua- 
drate des  Durchmessers  an  Inhalt  gleich  ist. 

Wendet  man  auf  den  schiefen  Cylinder  unseres  Lehrsatzes  ein 
von  Brinkley  (Irish  transact.  IX.  1803,  A theorem  for  fin- 
ding  the  surface  of  an  oblique  cylinder)  aufgestelltes  und 
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leicht  zu  beweisendes  Theorem*)  an,  wodurch  die  Mantelfläche  eines 
schiefen  Cylinders  mit  kreisförmiger  Basis  auf  die  Mantelfläche 
eines  geraden  Cylinders  zurückgeführt  wird,  welcher  den  Durch- 
messer jenes  Kreises  zur  Höhe,  und  dessen  elliptische  Basis  die 
Seitenlange  und  die  Höhe  des  schiefen  Cylinders  zu  Axen  hat: 
so  erkennt  man  unmittelbar  die  Wahrheit  des  folgenden 

Zusatzes.  Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreis- 
cylinder  sich  rechtwinklig  durchschneiden , so  ist  der  im  dickeren 
Cylinder  eingeschlossene  Theil  der  Mantelfläche  des  dünneren  Cylin- 
ders gleich  der  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinders,  der  den 
Durchmesser  des  dünneren  Cylinders  zur  Höhe,  und  dessen  ellip- 
tische Basis  den  Radius  des  dickeren  Cylinders  zur  grossen  Halbaxe 
und  den  Radius  des  dünneren  Cylinders  zur  Excentricität  bat. 


XV. 

Zur  Theorie  der  Gleichungen. 

Von 

Herrn  Johann  Karl  Becker, 
Privatlehrer  in  Zürich. 


' L 

Herr  Baurath  Dr.  Scheffler  hat  die  Algebra  unter  anderoi 
um  eine  einfache  Formel  bereichert  **),  vermittelst  der  man,  wenn 
eine  Wurzel  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade  gefunden,  sofort 
auch  die  beiden  andern  erhalten  kann. 

Heisst  nämlich  die  Gleichung,  deren  eine  Wurzel  r gefunden, 


*)  Mit  seinem  Beweise  initgethcilt  von  mir  im  Archiv.  Theil  X. 
S^itc  222.  G. 

**)  Die  Auflösung  der  algebraischen  und  transzendenten 
Gleichungen  etc.  von  Dr.  Her  mann  Scheffler.  Braunschweig 
1859.  Siebe  pag.  92.  und  93. 
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x3  -f  Oi#® -J-  atx  -f-  <jj  = 0 (I) 

so  hat  man  für  die  beiden  andern : 


r + «i  _ 
*= > T 


• • 0) 


Da  diese  Formel  sowohl  von  praktischem  Werthe,  indem  sie 
schneller  zum  Ziele  führt,  als  die  Division  durch  x — r nach  der 
gewöhnlichen  Methode,  als  auch  von  wissenschaftlichem  Interesse  ist, 
so  möchte  auch  die  folgende  höchst  einfache  Herleitung  derselben 
einiger  Beachtung  werth  sein,  umsomehr,  da  Herr  Dr.  Sch  eff - 
ler  sie  auf  grossem  Umwege  gefunden  hat,  während  der  näher- 
liegende, viel  kürzere  Weg  ihm  entgangen  zu  sein  scheint. 


Wird  ar3-f  atx2  + o2.r-f-o3  durch  x — r dividirt,  so  erhält  mau 
einen  Quotienten  von  der  Form:  x2\px\q,  in  welchem  p und 
1 1 zu  bestimmen  sind.  Da  nun  — p die  Summe  und  g das  Pro- 
duct der  Wurzeln  der  Gleichung  x2  -\-  px  -\  q — 0,  also  der  zu 
suchenden  der  Gleichung  (I),  so  hat  man  unmittelbar: 


also : 


— p + r=  — 

<r~ — «*; 


p = r + alt 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 
x2  -f-  px  -fr/  = 0 

ein,  so  erhält  man  als  deren  Auflösung  die  Formel  (2),  so  dass 
dieselbe  nun,  ohne  zu  weit  zu  führen,  in  die  Elemente  der  Alge- 
bra aufgenommen  werden  kann. 


II. 

Wenn  man  von  der  Gleichung  vom  4ten  Grade 

x*  + alx3-\-a1x2+a3x  + at  = 0 ....  (3) 

zwei  Wurzeln  rt  und  ra,  die  entweder  reelle  oder  conjugirte  com- 
plexe  Wurzeln  sein  können,  kennt,  so  ergeben  sich  die  beiden 
andern  aus  der  Formel: 

* V7*-±V~)’  - 5L-  <4' 
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Zur  Bestimmung  der  Coefficlebten  p und  q der  Gleichung 
t x2+px-\-q  = 0, 

deren  Wurzeln  die  Formel  (4)  darstellt,  gibt  nämlich  nieder  die 
Theorie  der  Gleichungen  : . 

— «,  = —p  + r,  + r„ 


also : 


°4=  <Fir*; 


p = a,  + r,  + rt. 


Man  kann  leicht  ähnliche  Formeln  für  die  beiden  letzten  Wur- 
zeln jeder  beliebigen  Gleichung  höheren  Grades  herleiten,  deren 
übrige  Wurzeln  bekannt' sind.  Wenn  rt , r2,  r3,....rn— 2 die  be- 
kannten Wurzeln  der  Gleichung  vom  nten  Grade 

xn  + alx’'—1  -|-  a2xn~2  -J-  .. . . -f  an  = 0 (5) 

sind,  so  erhält  man  die  beiden  andern  aus  der  Formel: 


*= (6) 

«i  fr,  r,_z  [ aT  S’al+rl+r2+ ....+r,-2y2  | a„ 

- ~ * \ 2 / rirtr3....ra-* 

Von  dem  doppelten  Zeichen  innerhalb  des  Wurzelausdrucks 
gilt  das  obere  oder  das  untere,  je  nachdem  n ungerade  oder  gerade. 
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XVI. 

Ueber  mittlere  Zahlungstermine  mit  einfachen  Zinsen. 


Von 

Herrn  Doctor  Schlechter , 

tji'hrer  am  Gymnasium  zu  Bruchsal. 


/ 


y ■■■<> 

' '{SS  S 


Ist  man  ein  Kapital  von  k fl.  nach  n Jahren  unverzinslich  zu 
zahlen  schuldig  und  es  wird  die  jährliche  Vergütung  fiir’s  Hun- 
dert zu  p Proceot  und  der  gegenwärtige  Werth  zu  x angenom- 
men, so  ist  k zu  zerschlagen  in  den  haaren,  gegenwärtigen  Werth 
x und  den  Abzug,  Rabatt,  Disconto  D;  somit  ist  * = x + Z).  D 
drückt  nun  offenbar  die  Benutzung  des  Kapitals  x zu  p Procent 

für  n Jahre  aus,  so  dass  dann  ^ = gesetzt  werden  kann. 
Hieraus  folgt: 


somit 


1)  k = x + ?%j  ; 


100* 


‘2)  x—  I00+pn‘ 

100* 

100  + pn 

annachsen.  Der  Disconto  D — k 


(1.  werden  zum  Zinsfuss  p in  n Jahren  zu  k fl.  wieder 

100* 


100  + »p’ 


also 


3) 


n /?*_. 

U 100 + pn 


Sind  folglich  *,,  *,,  *3, ....  kr  nach  a,  b,  c,....y  Jahren  unverzins- 
lich zu  entrichten,  so  ist  ihr  gegenwärtiger  Werth  fV: 

100*,  , 100*,  . . 100*> 


4)  W = 


100+  ap  100 + *p 


+ 


+ 1ÖÖ+3IP’ 


y 
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der  Disconto: 


5)  D: 


apk 1 


' 100  + ap 


kpk*  ypkr 

100  + 6j»  + r lOO  + ap" 


Wird  nun  die  Aufgabe  So  gestellt,  dass  die  Kapitalien  ki  t kt, 
wek-he  man  nach  a,  b,  c,....y  Jahren  unverzinslich  schuldig  ist, 
an  einem  und  demselben  Tage  bezahlt  werden  sollen,  so  wird 
also  der  Schuldner  bei  baarer  Zahlung  aller  Kapitalien  den  Werth 


6)  W= 


i , , Mwnr 

lÖÖTcp  + 100  + bp  + + löo  + yp 


entrichten ; der  Minderbetrag, 


7)  D = 


opk i 


100 -f  ap  100  -f  bp 


Disconto,  D wäre: 

bpk 2 t + ypkr 


V0Q  + yp' 


Es  muss  daher  dem  Schuldner  der  Werth  W so  lange  in  Hän- 
den gelassen  werden,  bis  durch  Verzinsung  desselben  zu  p Pro- 
cent der  Disconto  D erzielt  worden  ist.  Nennt  man  diese  £eit 
x,  so  ist: 


oder 


8) 


D = 


p Wx 

100 


also  nach  6)  und  7): 


9)  x = 


lOOö 
pW  ’ 


«kt bk*  y kr 

10)  T-100  + “P  100  + hP  ""  loo +yp 
_ kx  kt  kT 

100  + ap  + 100  + bp  + + 100  + yp 

Oder,  was  offenbar  dasselbe  ist,  der  baare  Werth  W und  der 
Zins  aus  W zum  Zinsfusse  p muss  gleich  sein  der  Summe  der 
in  den  einzelnen  Terminen  zu  zahlenden  Kapitalien.  Somit: 


H) 


W+ 


Wxp 

1ÖÖ 


— kx  + A’a  -+  .... 


+ kr, 


woraus  man  für  x den  Werth  in  Gleichung  10)  erhält.  Es  kann 
somit  dieser  Auflüsungsweise  die  Richtigkeit  nicht  abgesprocben 
werden,  um  so  mehr,  wenn  man  sich  überzeugt,  dass,  wenn  der 
Werth  von  x aus  10)  in  11)  eingesetzt  wird, 

k\  +^2  + k3  + ••••  + kr  = kx  + Aa  + Äj  + ... . + kT 

sich  ergibt.  Schafft  man  in  Gleichung  10)  die  Nenner  aller  Brüche 
im  Zähler  und  Nenner  weg,  und  führt  die  dann  angezeigten  Multipli- 
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cationen  aus,  so  erhält  der  Nenner  und  Zähler  Posten  mit  und  ohne 
den  Factor  p,  so  dass  gesetzt  werden  kann.  Fuhrt  man 

auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  die  Division  aus,  so  erhält  man  : 

A-™ 

_B,A  D 

1")  *- />+  C+I)p  ■ 

Bei  Betrachtung  dieser  Gleichung  wird  in  die  Augen  fallen,  dass 
die  Zelt  x von  p in  der  Weise  abhängt,  dass,  wenn  p abnimmt, 
die  Zeit  x zunimmt  und  umgekehrt,  p — ö gesetzt  gibt: 

,,, oki  +Wa  + ....  -\rykr 

1 } Äl  + Ä,  + ....  + Ar  •* 

den  grösstmöglichsten  W'erth  für  x.  p=z(X>  genommen,  gibt  den 
kleinsten  : 

B 
D' 


14)  x -. 


Die  gemeinschaftliche  Verfallzeit  aller  Kapitalien  wird  also  um 
so  früher  fallen,  je  grösser  der  Zinsl'uss  genommen  wird,  und  um- 
gekehrt. Man  erkennt  also  aus  dieser  Entwickelung,  dass  der 
mittlere  Zahlungstermin  nicht  allein  von  der  Zeit,  nach  welcher 
die  Kapitalien  zu  entrichten  sind,  und  von  ihrer  Grösse,  sondern 
auch  vom  Zinsfuss  abhängt.  Die  gestellte  Aufgabe  ist  daher  so 
lange  eine  völlig  unbestimmte,  so  lange  nicht  der  Werth  p gege- 
ben und  durch  Vereinbarung  festgestellt  ist.  Die  Richtigkeit  die- 
ser Behauptung  kann  unmöglich  bestritten  werden.  Gegen  diese 
Wahrheit  werden  Verstösse  gemacht  in  allen  mir  hierüber  bekann- 
ten Schriften.  (Meier  Hirsch,  Oettinger  u.  s.  w.) 

Es  soll  nun  der  innere  Grund,  wie  man  zu  dieser  falschen  Auf- 
gabenstellung und  natürlich  dann  auch  zur  falschen  Lösung  kam, 
näher  erläutert  werden. 

Wir  stellen  zu  diesem  Behufe  die  Aufgabe,  wie  sie  gewöhn- 
lich gestellt  und  gelöst  wird : 

Man  habe  klt  k2,....kr  fl-  nach  a,  h,  cx....y  Jahren  unver- 
zinslich zu  bezahlen;  welches  ist  die  mittlere  Verfallzeit? 

Auflösung  1.  Zahlt  der  Schuldner  alle  Kapitalien  statt  nach 
seinen  vorgeschriebenen  Terminen  baar  und  man  nimmt  im  Allge- 
meinen an,  die  Verzinsung  der  Kapitalien  könne  nach  dem  Zins- 
fuss p stattlinden,  so  sind  die  Verluste  des  Schuldners: 

, , „ apkl+kpk2  + ....+ypkr 

14)  Iß—  ---  joo 
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Die  Kapitalien  kl,kt,....kT  müssen  dem  Schuldner  so  lange 
gelassen  werden,  bis  er  zum  Zinsfusse  p den  üiscouto  D gewon- 
nen hat.  Es  ist  also : 


15) 


apky  + bpk2  + ....+  ypkr  _ (kt  1 /.'2  + ....+  kr)  px 

100  ~ 100 


10) 


ati\  |-  bk%  4 ■ ...  -f  ykT 
ki  + k'2  + •••■  + kr 


Auflösung  2.  Entrichtet  der  Nutzniesser  diese  Kapitalien 
haar,  so  verliert  er  die  Benutzung  von  kt  a Jahre,  also  von 
aki  1 Jahr;  ebenso  von  bk^,  von  bk3  u.  s.  w.  1 Jahr. 


Es  müssen  ihm  also  sämmtliche  Kapitalien  so  lange  gelassen 
werden,  bis  er  die  Benutzung  von  (akx  -f  bkt  + ....+  ykT)  für 
1 Jahr  genossen  hat.  Nennen  wir  diese  Zeit  x,  so  ist 

aki  ...1  yk, 

kX  + ^2  + ••••  + kr  # 


Es  ist  also  nach  diesen  Auflösungen  der  mittlere  Zahltag 
vom  Zinsfusse  unabhängig. 


Schon  darin  liegt  offenbar  ein  Widerspruch , dass  man  einen 
Zinsfuss  annimmt,  durch  die  Art  und  Weise  der  Auflösung  der 
Aufgabe  aber  erkennt,  dass  er  gar  nicht  in  Anschlag  gebracht 
werden  kann.  Diess  tritt  noch  klarer  hervor,  wenn  man  in  Glei- 
chung 10)  p — 0 setzt,  d.  h.  gar  keine  Nutzniessung  für’s  Hun- 
dert, also  auch  für  alle  Kapitalien  nimmt.  Zugleich  wird  klar 
sein,  dass  auf  diese  Weise  die  Zeit  immer  die  grösstmöglichste 
und  der  Nutzniesser  immer  im  Vortheil  ist. 

Es  soll  die  Unrichtigkeit  noch  mehr  beleuchtet  werden.  Der 
auf  diese  Weise  berechnete  Disconto  beträgt 

,cx  «Ml  + bpk*  +....  + ypkr . 

18)  D - I()0 

daher  der  haare  Werth  TV  aller  Kapitalien  : 


19) 


fV=*,+  h + ...+  kr 


apkx  + bpkt  + ....+  ypkr 

100 


20)  iv=  ^ (i  - ^)  + ** (i - r&  + ••  + Är(I-|öö>- 

Da  aber  o,  b,  c,....y  und  p alle  möglichen  positiven  Werthe  anneh- 
men  können,  so  wird,  wenn  op=100,  bp~  100,  u.  s.  w.,  yp  = 100 
gesetzt  wird , 
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21)  W= 0. 

Der  Schuldner  oder  Nutzniesser  hat  also  gar  kein  Kapital  mehr 
in  Händen,  um  seinen  Verlust  durch  Umsetzung  zu  decken.  Dass 
der  Schuldner  aus  den  Kapitalien  ft,  , kt,  k3,  ....  kr  den  Verlust 
in  zu  bestimmender  Zeit  nieder  gewinne,  ist  eine  beliebige  An- 
nahme und  entbehrt  jeden  Grundes,  da  die  Abzüge  so  beschaf- 
fen sein  müssen,  dass  die  Geste,  die  baaren  Werthe  der  Kapi- 
talien, zur  Versinsung  ausgeliehen,  zur  ursprünglichen  Summe 
wieder  anwachsen  müssen.  Es  müsste 

W7  + JQQ  — ^'i  + + •••  • + kr 

sein,  was  unmöglich  ist.  Diese  Losung« weise  ist  durch  die 
Pinckard’sche  oder  Carpzov’sche  Berechnung  deslnteruseriums 
hervorgerufen  worden,  und  Oettinger  sagt  mit  Recht  Seite, HI. 
seiner  politischen  Arithmetik,  dass  dieser  Methode  schon 
längst  kejn  Denkender  mehr  beipflichte.  Er  selbst  löst  zwar 
sonderbarer  Weise  die  Aufgaben  über  mittlere  Zahlungstermine 
ebenso,  währenddem  der  Herr  Verfasser  Seite  13.  den  Wider- 
spruch der  Gleichung  20)  nachzuweisen  sucht  und  mit  Anwendung 
der  Zinseszinsen  ganz  analog  verfährt. 


XVII.  ->•  • • 

Einiges  über  Trisection  des  Winkels. 

Von 

Herrn  Franz  Uralter, 

Cadet  der  k.  k.  Genie-Truppe  im  Militär-geographischen  Institute  zu  Wien. 


I. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  3.)  AB  eine  bekannte  Gerade,  C deren 
Mittelpunkt  und  GH  senkrecht  auf  AB.  Beschreibt  man  aus 
einem  beliebigen,  in  der  GH  liegenden  Punkte  D den  Bogen 
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BEFA  mit  dem  Halbmesser  DB  — DA,  theilt  diesen  Bogen  bei 
F und  E in  drei  gleiche  Theile,  und  verfahrt  ebenso  mit  mehre- 
ren, aus  den  in  der  GH  liegenden  Mittelpunkten  D' , D"  u.  s,  w. 
beschriebenen  Bögen,  so  liegen  alle,  auf  der  einen  Seite  befind- 
lichen Tbeilungspunkte  E' , E,  E"  u.  s.  w.,  dann  F',  F,  F"  u.  s.  w. 
in  einer  krummen  Linie,  deren  nähere  Untersuchung  unsere  Auf- 
gabe sein  soll. 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  O,  wenn 
OC=\AC,  die  Ahscissenaxe  in  XGX' , die  Ordinatenaxe  in  YOY' 
parallel  zu  GH,  verbindet  man  ferner  die  Punkte  B und  E,  E 
und  F,  zieht  JE  senkrecht  auf  AB,  und  bezeichnet  endlich  die 
Länge  CB  mit  «,  so  ist: 

OJ—x,  EJ—y,  FE  = Eß , 

Jß2  + JEl=BE*=FE*-, 

da  nun 

FE=2.EK=2.CJ=2(OJ—  OC)  = 2(x-g) 

und 

4 

JB=  OB—  OJ—  3 a — x 

ist,  so  ist 

^a  — + y*  = 4(.r  — jj)1, 

^a2—  | ax  + x1  + y*  = 4ar2— | ax  \ jj  a2 ; 
wird  diese  Gleichung  geordnet,  so  hat  man: 

^a2  = 3a:2 — y2 (1) 

als  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  E.  ln  dieser  Gleichung 

2o  , 

erkennt  man  eine  Hyperbel,  deren  halbe  grosse  Axe  — g-  und 

deren  halbe  kleine  Axe  leicht  zu  bestimmen  sind.  Ferner 

findet  man  die  Durchschnitte  der  Hyperbel  mit  der  Abscissenaxe, 
d.  i.  deren  Scheitel,  in  L und  A,  weil  AO=  OE—  g-.  Es  ent- 
spricht demnach  die  furve,  welche  F",  F,  F1  u.s.w.  verbindet, 
nicht  der  Gleichung  (1),  sondern  einer  anderen  Hyperbel,  deren 
Dimensionen  zwar  dieselben  sind,  deren  Scheitel  sich  jedoch  in 
O und  B befinden. 
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Die  Gleichung  (1)  enthält  ferner  nur  die  Constante  AB=2a, 
die  Hyperbel  wird  demnach  blos  durch  diese  Grösse,  die  Sehne 
des  getheilten  Bogens,  bestimmt,  und  ist  von  dem  Bogen  selbst 
gan*  unabhängig.  Aus  der  Natur  der  Ableitung  geht  ferner  die 
Giltigkeit  der  Gleichung  für  die  Tb.ilungspunkte  aller  über  AB 
beschriebenen  Bögen  hervor. 

Auf  diese  Betrachtung  gestützt  lässt  sich  ein  Instrument  von 
der  in  Taf.  II.  Fig.  4.  dargestellten  Form  construiren,  mit  welchem 
man  jeden  Winkel  in  drei  gleiche  Theile  theilen  kann. 

Es  ist  nämlich  Aß  die  Sehne  des  zu  theilenden  Bogens,  CH 
senkrecht  auf  AB , AC=CB  und  LC=\CB,  ferner  LE  ein 
Theil  eines  Astes  der  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmten  Hyperbel, 
in  der  man  a = CB  setzt.  Die  Punkte  A und  B sind  durch 
einen  Strich  auf  den  Kanten  Ln  und  Cm  markirt. 

Ist  nun  MNO  (Taf.  II.  Flg.  5.)  der  zu  theilende  Winkel,  so 
legt  man  das  Instrument  dergestalt  auf  denselben,  dass  die  Punkte 
A und  B in  seinen  Schenkeln  liegen  und  die  Kante  CH  durch 
seinen  Scheitel  geht.  Wird  nun  das  Hyperbelstück  LE  auf  das 
Papier  übertragen,  ferner  der  Punkt  B auf  NO  markirt  und  nach 
Wegnahme  des  Instrumentes  der  Bogen  BRA  aus  dem  Mittel- 
punkte N beschrieben,  so  ist  der  Durchschnitt  R dieses  Bogens 
mit  dem  Hyperbelstücke  der  gesuchte  Theilungspunkt  desselben, 
daher  ^BNR—\^LMNO.  Die  Hichtigkeit  des  Vorganges  erhellet 
aus  der  Vergleichuug  der  Figuren  5.  und  3.  auf  Taf.  II. 

Der  genauen  Ausführung  dieser  Theilung,  welche  im  Allge- 
meinen keinem  Anstande  unterliegt,  treten  in  einzelnen  Fällen 
Schwierigkeiten  entgegen. . Bei  W’inkeln  nämlich  nahe  an  180° 
treffen  die  Kanten  Ln  und  Cm  die  Schenkel  des  Winkels  in  sehr 
schiefer  Richtung,  es  wird  daher  die  Beurtheilung,  ob  die  Punkte 
A und  B in  diesen  Schenkeln  liegen,  und  die  Bestimmung  des 
Punktes  B auf  NO  sehr  unsicher,  daher  das  Resultat  mit  einem 
bedeutenden  Fehler  behaftet  sein,  — der  grösste  mit  Sicherheit 
zu  theilende  Winkel  dürfte  140°  nicht  übersteigen.  Ist  der  zu 
(heilende  Winkel  sehr  spitz,  so  ist  das  Instrument  ebenfalls  nicht 
mit  Vortheil  anzuwenden,  denn  je  spitzer  der  Winkel  wird,  desto 
grösser  werden  dessen  Schenkel  und  der  Theil  CH  des  Instru- 
mentes (bei  gleicher  Sehne  Aß),  so  dass  diese  Stücke  bei  nur 
mässig  kleinen  W7inkeln  schon  Dimensionen  annehmen , welche 
die  Grenzen  gewöhnlicher  Zeichenflächen  überschreiten,  wenn  nicht 
schon  ursprünglich  die  Sehne  AB  sehr  klein  gemacht  worden 
ist,  was  aber  wieder  bei  grösseren  Winkeln  der  Genauigkeit 
Eintrag  thun  würde.  Es  ist  aus  diesem  Grunde  der  Winkel  von 
Theil  XXXIV.  20 
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30°  als  der  kleinste  zu  tbeilende  Winkel  anzunehmen,  für  wel- 
chen Fall  CB=2Aß  genügt.  Ebenso  ist  es  für  den  grössten 
zu  theilenden  Winkel  von  140°  hinreichend,  wenn  das  Hyperbel- 
stück. LE  «o  lang  gemacht  wird,  dass  die  Entfernung  BE  = CB 
Äst  Sind  Winkel  zu  tbeileo,  welche  140°  überschreiten  oder,  30“ 
nicht  erreichen,  so  vollführt  man  die  Theilung  an  dein  halben 
oder  doppelten,  überhaupt  «n  einem,  in  einfacher  Beziehung  zu 
dem  gegebenen  stehenden  und  innerhalb  der  gegebenem.  Gfgnzeu 
liegenden  Winkel,  von  dem  sich  dann  leicht  die  Theilung  auf 
den  ursprünglichen  Winkel  übertragen  lässt. 


Das  Stück  des  Hyperbelastes,  welches  zur  Theilung  der  Win- 
kel benützt  wird,  lässt  sich  annähernd  durch  einen  Kreisbogen 
ersetzen,  und  es  soll  hier  untersucht  werden,  inwiefern  dies  ge- 
stattet sein  kann.  ‘ "lh  ' 


Zu  diesem  Ende  bezieht  man  die  für  den  Anfangspunkt  0 
gütige  Gleichung  der  Hyperbel  3a:2 — 4-g-^y*  auf  deren  Schei- 
tel A,  und  man  erhält  als  neue  Gleichung: 

y1  — 3a:2-f  4<?a:.  . . . V . (1) 

‘ ■ - -ff  .s  , ol.  ,■ 

Nun  beschreibt  man  aus  dem  beliebig  in  der  Abscissenaxe  gewähl- 
ten Punkte  B (Taf.  II.  Fig.  6.)  mit  dem  Halbmesser  BA  ^ep  Kreis- 
bogen ACD  *),  bezeichnet  das  Stück  AB  mit  /.  .yerbifldet.^tper 
einen  beliebigen  Punkt  der  Hyperbel  E mit  B und  bezeichnet  die 
Gerade  EB  durch  £.  : 'n'  «»« 

' : . | 9(0  OflOTT  «üG? 

,,,  Es  ist  nun  der  Unterschied  zwischen  lt  und  / zu  finden, 

E innerhalb  der  angedeuteten  Grenzen  liegt,  zu  welchem  Zwecke 
bemerkt  wird,  dass  für  den  ganzen  Lauf  dies, er  Untersuchung 
nur  der  halbe  Hyperbelast  von  A aufwärts  in  Rechnung  gezogen, 
mithin  die  untere  Hälfte  desselben  und  der  andere  Ast  nicht  be- 
rücksichtigt wird.  t ■ . 

Es  ist  EBt=  EF2  - \-  FB2  oder  lt2  = (l  — x)2+y2,  und  nach 
Gleichung  (1):  , 

/t2  = l2  — ilx  + 4ar2  -f  4nx,  .......  (2) 


*)  Es  ist  in  der  Figur  sowohl  dieser*  Bogen,  als  auch  die  Hyperbel 
etwas  nnnatürlicb  gezeichnet,  um  ihren  Unterschied  dentlirher  hervur- 
tretend  zn  machen. 


I 


I 
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2Ö9 


und  «venu  inan  hier  4x*  + 4ax — 2£z=z  m setzt: 

4*  = /*  + m. 

Es  wird  der  Unterschied  zwischen  lt  und  l blos  von  m abhängen, 
so  dass  lt  für  ein  positives  m grösser  als  l,  für  ein  negatives  m 
kleiner  als  l ist,  und  für  m = 0 die  Geraden  l und  /,  einander  gleich 
werden ; in  diesem  letzteren  Falle  wird  der  Kreisbogen  die  Hyper- 
bel schneiden. 

I.  !'■')<  ■ • 

m wird  aber  positiv,  wenn 

da:*  + 4ax  > ‘ilx , 2ar-f2a>/,  2a:>/  — 2o; 
es  wird  uegativ,  wenn 


und  =0,  wenn 

*>  »»«»  ‘ • i i 

so  dass 


2a:  < l — 2n , 
2 x = l—  2 a, 


l-la 

2 

die  Abscisse  des  Durcbschnlttspunktes  ist. 


(3) 


Das  Zeichen  von  m wird  für  jedes  x dasselbe  bleiben,  wird 
sich  aber  für  verschiedene  VVertbe  von  l ändern.  Ist  nämlich 
/<2a,  z.  B.  = 2a  — c,  so  wird  m nie  negativ  werden  können,  denn 
es  kann  nicht  2r  < — v,  sondern  nur  2a: >• — v,  daher  m positiv 
gein.  Für  f=2a  wird  m entweder  positiv  oder  =0,  aber  nie 
negativ,  und  nur  für  f>2a  können  alle  drei  Fälle  eintreten. 

!>•-  • . .... 

Fasst  mau  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  sieht  mail, 

dass  wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Bogens  vom 
Scheitel  der  Hyperbel  grösser  ist  als  2a,  so  wird  der  Bogen 
ausser  der  Hyperbel  bis  zu  ihrem  Durcbscbnittspunkte  fortlaufen, 
sodann  aber  innerhalb  derselben  bleiben. 

Wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel  ~ 2a 
ist,  so  liegt  der  ganze  Kreis  im  Innern  der  Hyperbel. 

Hieraus  lässt  sich  leicht  schliessen,  dass  im  ersten  Falle, 
wenn  nämlich  der  Bogeu  mit  der  Hyperbel  zwei  Punkte  gemein 
hat,  die  grösste  Differenz  zwischen  I,  und  l jedenfalls  kleiner 
ausfallen  wird,  als  im  zweiten  Falle,  da  der  Kreisbogen  nahe  der 
Hyperbel  bis  zum  Durchschnitte  mit  derselben  fortläuft,  während 
er  sich  im  zweiten  Falle  sogleich  von  ihr  entfernt. 

Es  wird  aber  die  grösste  Differenz  zwischen  /,  und  / offcn- 

20* 
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bar  dann  eintreten,  wenn  lt  ein  Minimum  wird;  am  nun  dieses 
Minimum  zu  bestimmen,  löst  man  die  Gleichung  (2)  nach  x auf: 


li2  = P — llx  + 4a:2  + 4aa; , 


2 a—l  If—P 


x2  + 2a;  — 3 — = 


l— 1a  ± VITS— SP  4a*  - 4aZ 
4 


• • (4) 


Man  sieht,  dass  /,  unmöglich  kleiner  werden  kann  als 
yT 3/*  | 4a/  — 4«2 

da  sonst  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ,  mithin 
x imaginär  werden  würde.  Bezeichnet  man  den  kleinstmöglichen 
Werth  von  mit  /2,  so  ist 

l*  = i V3/*  + 4n/-4^  = ’ (3/ — 2a)(f+läa). 

Für  diesen  Fall  wird  der  Ausdruck  in  (4)  unter  dem  Wurzelzei- 
chen =0  und  x—  ^~n=2.  ~~yr~  > d.  h.  die  Abscisse  desjeni- 
gen Punktes,  für  welchen  /,  ein  Minimum  wird,  ist  gleich  der 
halben  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  der  Hyperbel  mit  dem 
Kreisbogen.  [Vergl.  Gleich.  (3)  u.  (4).] 

Will  man  das  Hyperbelstück  AC  durch  einen  Kreisbogen  er- 
setzen, so  ist,  wenn  derselbe  durch  C gehen  soll,  dessen  Radius 
AB  — Ia  + ^AG,  die  grösste  Abweichung  von  der  Hyperbel 
= 1 — \yf (3f— 2a)(f  + 2«),  und  die  Abscisse  ftir  den  Punkt  der 
grössten  Abweichung  AF=  \AG. 

Da  es  für  sich  einleuchtend  ist,  dass,  je  grösser  l,  also  je 
grösser  das  Hyperbelstück,  auch  die  Abweichung  des  so  gefun- 
denen Kreisbogens  grösser  sein  wird,  so  wird  man  desto  annähern- 
der das  Hyperbelstück  ersetzen  können,  je  kleiner  dasselbe  ist. 
Nimmt  man  das  Hyperbelstück,  welches  zur  Theilung  von  Win- 
keln bis  zu  180°  ausreicht,  so  erhält  man  die  Abweichung  — 0.006. a, 
eine  Grösse,  welche  sehr  fühlbar  und  für  die  wirkliche  Ausfüh- 
rung zu  bedeutend  ist.  Dagegen  erhält  man  einen,  für  diesen 
Zweck  vollkommen  tauglichen  Bogen,  wenn  man  als  Grenze  der 
zu  theilenden  Winkel  90"  annimmt. 

Es  wird  für  diesen  Fall : 

x = rsinl5“  — \a, 
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wenn  JH=r  ist.  Da  aber  r—HJ  = ay 2,  so  ist 
x =n(t/‘2  .sin  15°  —0.33) =0,0326920.  a, 

daher 

l =2.0653840. a, 
l%=  i V(3/  — 2a)(f  + 2a) 

= \ V 4. 196I520  X 4.0653840 
= 2.065115.0, 

mithin 

l—^  = 0.000269.a. 

Da  die  Unterschiede  zw  ischen  l und  lx  jedenfalls  kleiner  sind 
als  die  entsprechenden  Unterschiede  zwischen  den,  durch  den 
Kreisbogen  und  durch  die  Hyperbel  abgeschnittenen  Bügen,  so 
ist  der  grösste  Felder,  den  man  begehen  kann,  0.0002.O. 

Nimmt  man  als  die,  im  günstigsten  Falle  zu  erreichende 
.Strichdicke  0.001  Wr.  Zoll,  so  wird  man  für  o = 4 Zoll,  d.  i.  die 
ganze  Sehne  =8  Zoll,  höchstens  um  die  Dicke  des  feinsten  Striches 
fehlen  können,  und  es  wird  dieser  Fehler  eintreten,  wenn  der  zu 
(heilende  Winkel  85"  53'....  beträgt,  da  für  diesen  Fall  /,  ein 
Minimum  wird. 

Die  folgende  Construction  ist  hierauf  gestützt. 

Sei  MON  (Taf.  II.  Fig.  7.)  der  zu  theilende  Winkel,  so  be- 
schreibt man  den  Bogen  MFN  mit  einem  beliebigen  Halbmesser, 
zieht  die  Sehno  MN  und  macht  AN  = IMN.  Theilt  man  nun 
£MON  durch  die  Gerade  OP  in  zwei  gleiche  Theile,  macht 
CE  — CN,  beschreibt  aus  E den  Bogen  MBN  und  trägt 
chord  MB  = EM  auf,  so  ist  arc  BN= \ arc  MN,  da  MEN  =90° 

ist.  Zieht  man  nun  BD X MN , trägt  DG—CN=a  und  GH=GA 
auf,  so  wird  der  aus  H beschriebene  Bogen  AB  den  Bogen  MN 
in  F schneiden  und  dieser  Punkt  der  Theilungspunkt  sein. 

Ist  ein  stumpfer  Winkel  MOQ  zu  theilen,  so  theilt  man 
MON  bei  F und  trägt  chord  FK  — chord  KL=  ON  auf,  so  wird 
arc  QL  = 1 arc  MQ  sein. 

Da  diese  Construction  für  den  gewöhnlichen  Gebrauch  viel 
zu  umständlich  ist,  so  wird  man  statt  des  Halbmessers  AH  den 
Halbmesser  2<z  nehmen  können  und  hiebei,  besonders  wenn  CN 
nicht  sehr  gross  und  £MON  spitz  ist,  keinen  bedeutenden  Feh- 
ler begehen,  da  für  MONz=  90°,  l — 4j=0.0010o  wird,  und  sich 
dieser  Fehler  desto  mehr  verringert,  je  kleiner  sZ.MON  ist. 
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Beitrag  zur  Theorie  der  Tangenten  an  die  krummen 
Linien  der  zweiten  Ordnung. 

Von 

i.  £.». . . i _ 

Herrn  Professor  Dr.  J.  K.  Steczkowski 

* .:T  ....I  : ' . itfl»  ;«♦ 

an  der  Universität  zu  Cracau.  ,.  „ i i.jJ.iuS 

• > • ; n&aia/iad  u\ 


Aas  einem,  ausserhalb  eines  Kegelschnitts  gegebenem  Punkte 
eine  Tangente  an  diesen  Kegelschnitt  za  ziehen,  sind  zwar  etliche 
und  ganz  einfache  Methoden  bekannt,  doch  will  ich  hier  noch 
eine  nicht  minder  einfache  zeigen,  welche  wiewohl  schon  längst, 
jedoch  nicht  allgemein  bekannt  sein  dürfte,  weil  ich  sie  bis  jetzt 
in  keiner  analytischen  Geometrie  angetroffen  habe ; ich  erinne're’  mich 
nur,  dass  mein  seliger  Professor  Franz  Sapalski  in  der  deacrl^ 
tiven  Geometrie  uns  diese  Methode  für  die  Ellipse  als  feine  ein- 
fache und  praktische,  aber  ohne  Beweis  gezeigt  bpf. 

DaS  Wesen  dieser  Methode  beruht  auf  Folgendem.  , INiipmt 
man  den  Kreis  als  Beispiel  vor,  dessen  Mittelpunkt  5 (Taf.  II. 
Fig.  8.).  Sei  ausserhalb  dieses  Kreises  der  gegebene  Punkt  P, 
aus  welchem  wir  die  Tangente  ziehen  wollen.  Man  ziehe  ^us 
diesem  gegebenen  Punkte  P wie  immer  drei  Sekanten,  welche 
die  Peripherie  des  Kreises  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  E,  F 
schneiden  sollen.  Verbindet  man  kreuzweise  die  Durchschnitts- 
punkte der  Sekanten  mit  der  Peripherie  mit  Geraden  BC,  AD, 
DE,  CF,  so  schneiden  sich  diese  Geraden  in  zwei  Punkten  0 
und  O1 , durch  welche  die  Gerade  gezogen  und  bis  an  die  Peri- 
pherie verlängert,  uns  die  Berührungspunkte  T und  V der  zwei 
aus  dem  Punkte  P an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  anzeigen 
wird.  Dasselbe  gilt  auch  für  die  anderen  Kegelschnitte.  Um  aber 
diese  Methode  zu  begründen,  muss  vorerst  bewiesen  werden, 
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dass  die  Punkte  O und  O'  sich  wirklich  auf  der  die  Berührungspunkte 
verbindenden  Geraden  TT'  befinden.  Dieses  hat  Tacquet  in  sei- 
ner „Synopsis  sectionum  conicarum,  Venetiis  MDCCLXII“ 
synthetisch  bewiesen,  sich  auf  den  Satz  stützend,  dass  bei 
jedem  Kegelschnitte,  wenn  man  aus  einem  ausserhalb  liegenden 
Punkte  eine  Sekante  dieses  Kegelschnitts  zieht,  dieselbe  In  zwei 
Punkten,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und  im  dritten  Punkte,  wo 
sie  die  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  aus  dem- 
selben an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  verbindet,  schnei- 
det, in  einer  harmonischen  Proportion  getheilt  wird.  Diese  zwei 
Sätze  habe  ich  Tn~keinem  der  jetzigen  Lehrbücher  gefunden,  des- 
wegen werde  ich  ihre  Begründung  hier  folgen  lassen,  indem  iclj 
mit  dem  zweiten  beginne. 

Für  den  Kreis  ist  dieser  Satz  ausserst  leicht  zu  beweisen. 
Seien  nemlich  aus  dem  Punkte  P (Taf.  II.  Fig.  9.)  zwei  Tangenten 
gezogen  und  die,  die  Berührungspunkte  verbindende  Gerade  TV , so 
wie  die  Sekante  PB,  welche  die  Peripherie  des  Kreises  in  den 
Punkten  A und  B und  die  Gerade  TV  im  Punkte  C schneidet. 
Zu  beweisen  ist,  dass 

PB : PA  = BCiAC. 

Durch  die  Punkte  A und  B zieht  man  die  Geraden  FD  und  GE 
parallel  zu  TT1 , bis  sie  sich  mit  der  Peripherie  und  der  einen 
der  Tangenten  schneiden,  wie  hier  in  F,  G und  D,  E.  Aus  einem 
bekannten  Satze  der  elementaren  Geometrie  hat  man  DT*=FD.AD 
gnd  Wf*.—  EG.EB-,  zieht  man  noch  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kreise?  die  Gerade  PQ,  welche  die  Gerade  TV  und  folglich  auch 
die  ihr  parallelen  FA  und  GB  halbiren  wird,  so  ist 

TO  a&Urar  «*.,  . 

QE  :OÖ—QB:  OA  oder  QE*:QB*=x  OD*:  OA»,  ;>  r.» 

ip  darausV"’'1 ' : 

fUiiTi  7.  ii'u  , , • ■ . . „ 

i UouT  o QE*  — QB* : QE*  = OIP  — ÜÄ1 : ÜLP , 

ojfijr’,,9is  ,,rir 

\ (QE+QB)(QE-QB):(OD  + OA)(OD-OA)  = QE*:ODt, 

ojJer,  da  QB  — QG  und  OA=OF: 

EG.  BE:  DF.  DA  = Q&.ÜD». 

Setzt  man  hier  die  obigen  Werthe  für  die  Rechtecke,  so  erhal- 
ten wir:  , 

Q£»;ÖB»  = £T*:5T®  oder  QE:  OD  = ET:  DT. 
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Da  aber  QE:  OD=  PE.PD,  so  ist  PE.PD  — ET.DT , d.  b. 
die  Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  D,  T,  E in  einer  har- 
monischen Proportion  getheilt,  deswegen  ist  derselbe  Fall  mit 
der  Sekante  PB,  dass  sie  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B durch 
die  Parallelen  in  der  nemlichen  Proportion  getheilt  wird,  d.  h.  es 
wird  PB:  PA  = BC:  AC  sein,  wie  behauptet  wurde,  dnv.  d.b 

Um  diesen  Satz  für  andere  Kegelschnitte  zu  beweisen,  werde 
ich  nur  die  Ellipse  vornehmen;  alles  aber,  was  ich  für  diese  be- 
weisen werde,  wird  für  die  zwei  anderen  Kegelschnitte,  d.  h.  Hyper- 
bel und  Parabel,  gelten.  Ich  nehme  die  allgemeine  Uleichung 
der  Kegelschnitte  vor: 


ay2  + bxy  -f  ex*  -f  dy  \ ex  \ f — 0, 

in  welcher  ich  x und  y als  schiefwinkliebte  Coordinaten  ansehe, 
deren  Anfangspunkt  O ist  (Taf.  II.  Fig.  10.),  und  setze  voraus> 
dass  diese  Gleichung  die  Ellipse  bedeutet. 

.•.•J.'ljJa'f 

Ordne  ich  diese  Gleichung  nach  y,  so  wird 

v.bx  + d tcx*  + ex+f,„  ^„.ob... 

y2  + — = = 0 


sein.  Wird  hier  x—OP  gesetzt,  so  erhält  man  zwei  Wurzeln 
für  y,  nemlich  PM  und  PN.  Da  aber  nach  der  Theorie  der 

-f-  63C  f 

Gleichungen  das  Product  dieser  Wurzeln  ist,  so  ist 


i. ’ 

PM.PN  = 


ex2  + ex  -f  f 


In.  ’>  ■. 
VMi'h 


\ V 


Diese  Wurzeln  küunen  aber  entweder  beide  reell,  beide  imaginär 
oder  beide  gleich  sein,  je  nachdem  die  zwei  Wurzeln  der  Glei- 
£»  f 

chung  x1  + ~x  -f  ^ = 0 reell,  imaginär  oder  unter  einander  gleich 

sind.  Lassen  wir  die  imagiuären  Wurzeln  ausser  Acht.  Wird 
in  der  ursprünglichen  Gleichung  y — 0 gesetzt,  so  erhalten  wir 
die  Abscissen  der  Punkte,  in  welchen  die  Ellipse  die  Abscissen- 
axe  schneidet,  d.  h.  wir  erhalten  OA  und  OB.  Für  diesen  Fall 
haben  wir ; 

x2  + -ßx  + £ = (x - OA)  (x—  OB) 

oder 


cxi  + ex  + f c, 

— — = -( x - OA)(x—OB). 
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Da  wir  aber  vorher  x = OP  gesetzt  haben,  so  wird  auch: 


1 -f  ex\f  c 


- ~(OP—  OA ) (OP—  OB)  = ^ . PA . PB, 


d.  h.  nach  dem  Obigen  PM . PN—  - . PA.  PB,  woraus 


PM.PN  c 


a PA.Pß-a 

Aus  dieser  Gleichung  lesen  wir  die  Wahrheit,  dass  das  Verhalt- 
niss  der  Rechtecke  PM.  PN  und  PA.  PB  für  jeden  Kegelschnitt 
coustant  ist.  Setzt  man  also  x=OP,  so  werden  wir  auf  dem 

nemlichen  Wege  ^ PB = « un<* 


PN.PM 
PB.  PA 


PN'  PM' 
PB.  PA 


erhalten,  d.  h.  zwei  Sekanten  aus  dem  nemlichen  Punkte  P ge- 
zogen geben  dasselbe  Verhällniss  der  Rechtecke  aus  den  ganzen 
Sekanten  in  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie  zwei 
andere  den  ersten  parallele  Sekanten  aus  einem  anderen  Punkte 
an  denselben  Kegelschnitt  gezogen. 


Nehmen  wir  jetzt  die  Abscissenaxe  O'X'  zur  Tangente  an, 
oder,  was  dasselbe  ist,  setzen  wir  voraus,  dass  zwei  Wurzeln 
cf  , 

der  Gleichung  x®  + - x -f  ^ = 0 unter  einander  gleich  sind,  so 

kommen  die  Punkte  A und  B in  einen  Punkt  D zusammen,  d.  h. 
es  wird  PB  = PA  = QD,  so  wie  PB=zPA—Q'D ; deswegen 
erhalten  wir  aus  dem  nemlichen  Grunde: 


QN.QM  Q'N'.Q'M'  3 QN.QM  Q1P 

T W ~ (FTP  Q'N'.Q'M'- & S*  ’ 

i'ji.t  is(>  ” 

d.  h.  wenn  man  aus  zwei  verschiedenen  Punkten  ausserhalb  eines 
Kegelschnitts  zwei  parallele  Sekanten  und  Tangenten  an  den 
nemlichen  Kegelschnitt  zieht,  so  verhalten  sich  die  Rechtecke  aus 
den  Sekanten  in  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie 

die  Quadrate  der  Tangenten. 

- ...  - 

Auf  diese  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  gestützt,  können  wir 
jetzt  beweisen,  dass  die  Sekante  PB  eines  Kegelschnitts,  gezo- 
gen aus  dem  Punkte  P,  wo  die  beiden  Tangenten  Zusammen- 
kommen, io  den  Punkten  A,  B,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und 
im  Punkte  C,  wo  sie  die,  die  Berührungspunkte  der  zwei  aus 
demselben  Punkte  P gezogenen  Tangenten  verbindende  Gerade 
schneidet,  in  einer  harmonischen  Proportion  getheilt  wird.  Wir 
wollen  nemlich  beweisen,  dass 
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PB:PA=BC:AC 


int  (Tat.ll.Fig.il.).  Id  dieser  Absicht  zieht  man  durch  P und 
den  Mittelpunkt  der  Ellipse  die  Gerade  PQ,  und  dann  durch  die 
Punkte  A und  B,  wo  die  Sekante  die  Ellipse  schneidet,  Paral- 
lellinien zu  TT',  bis  sie  sich  mit  der  Ellipse  nochmals  und  mit 
der  Tangente  PT  in  den  Punkten  F,‘  G,  D,  E schneiden.1  >biisb 

Ich  halte  es  nicht  für  niithig,  zu  beweisen,  dass  die  Gerade 
PQ  die  TT“  im  Punkte  /,  also  auch  die  ihr  parallelen  Sehnen'  aF 
und  BG  in  den  Punkten  O und  Q balbirt.  Wenn  ich  also  die- 
ses voraussetze,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

DF.DA:EG.EB  = nT*!ET*.  ‘ ' - 

Im  Dreiecke  QPE  haben  wir: 

QE:  OD  = PQ:  PO—  QB:  OA,  ' ' '° 

/.V  ' ‘ : ' , ’ ‘ , ' \ V:  MV  jim'!1'*? 

‘ •»  •;.!  * :Vt>  ~V> 

>QEP’.QB*-r=  OD*:OA*,  • yt\  Ol  :Aft 

• 1 ' I ! rO  \0-.  ‘ * V.  : Va=Ok:^a 


d.  h. 

tv.i 


tl.*. 


QE*—QB2:  QE*=  OD *—  UI1:  Ö2J® 


V'0‘ 

oder 


nals  .dailnl“ 

«•:>  , .i  ! 


(QE  + QB)(QE  -QB):(OD+  OA)  ( OD-  OA)  = QE *:  OD1. 

Da  aber  QBz=QG  und  OA  — OF,  so  ist 

a.lh  • ■ ' !•  • •.:•  : ! i;m  ,w  ,d  l> 

,9«i»  o!  .,C>  ■ EG.BE:DF.DA  = QE»:  OD*.  c lim 

Setzen  wir  hier  für  das  Verhältniss  der  Rechtecke  das  Obige  iliili 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir:  ■ : ; oifi  '!»/. 

i 1 1 • - ■ J l ' (l'lill  tt 

. , QE1:  OFP  — ET^.  DT1  oder  QE.QD  =*  ET.  DT. 

Aber  QE:OD=PE:PD,  folglich  PE: PD=zET:DT,  d.  b.  die 
Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  D,  T , E in  einer  harmo- 
nischen Proportion  getheilt,  deswegen  wird  auch  die  Sekante  PB 
durch  die  Parallellinien  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B in  einer  har- 
monischen Proportion  getheilt,  nemlich  es  wird 

PB:PA  = BC.AC 


sein,  was  zu  beweisen  war. 


Das  Letzte,  was  uns  zu  begründen  bleibt,  die  auf  der  ersten 
Figur  für  einen  Kreis  gezeigte  Methode,  mittelst  dreier  Sekanten 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zu  ziehen,  zu  rechtfertigen,  ist 
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der  Beweis,  dass  die  Geraden  AD,  BC  (Taf.  II.  Fig.  1'2.)  sich  auf 
der  die  Berührungspunkte  verbindenden  Geraden  TV  schneiden. 

Diesen  Beweis  werde  ich  fast  mit  Tacquets  Worten  führen. 

jl,<  'l  « [ ....  . I . * <;:it  »i 

Es  seien  PT  und  PT'  zwei  au6  dem  Punkte  P an  eine  Ellipse, 
gezogene  Tangenten  und  TT'  die,  die  Berührungspunkte  verbin-; 
dende  Gerade;  dann  seien  PB  und  PD  die  zwei  aus  demselben 
Punkte  |gezpgenen  Sekanten,  welche  die  Ellipse  in  den  Punkten  A,  B, 
C.,.D  und  die  Gerade  TV  in  E und  F schneiden.  Die  Gerade  AD 
senneidedie  Linie  TT'\m  Punkte  O;  durch  A*und  O ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B und  C Parallellinien  zu  AD, 
bis  sie  sich  mit  der  TV  und  der  verlängerten  PO  in  den  Punk- 
ten H,  K und  G,  l schneiden;  zuletzt  ziehen  wir  B O und  CO. 
In  dem  Dreiecke  DOP  haben  wir  D0:C1=PD:PC.  Da  aber 
nach  dem  Vorhergehenden  PD:  PC=  DF:CF,  so  ist  auch 
DO:Cl  — DF:CF.  Die  Dreiecke  DOF  und  FCC  sind  ähnlich, 
deswegen  DF:CF—DO:GC,  folglich  DO:  CI  = DO:GC,  also 
Cl=GC.  Ebenso  hat  man  im  Dreiecke  BPK  die  Proportion 
BK:  AO  = PB : PA.  Da  aber  PB:PA  — BE:  AE,  so  ist  auch 
BK:AO  = BE:AE.  Die  Dreiecke  BEH  und  AEO  sind  wieder 
'ähnlich,  also  BE:  AE  = BH:  AO , folglich  BK:AO  = BH:AO, 
woraus  BKzzBH.  Endlich  sind  die  Dreiecke  HOK  und  IOG 
ähnlich,  haben  überdies  die  Seiten  HK  und  Gl  parallel,  die  zwei 
anderen  Seiten  des  einen  sind  Verlängerungen  der  Seiten  des 
anderen  Dreiecks;  wenn  also  die  Gerade  BO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  HK  in  B balbirt,  so  muss,  sie  verlängert  die  andere, 
d.  h.  67,  auch  halhiren,  oder  sie  muss  auf  den  Punkt  C treffen ; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  B,  O,  C müssen  in  einer 
un<|  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Geraden  ‘AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT'  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lage  für  die  zwei  Sekanten  angenommen  hat, 
so.  gilt  der  Satz  für  je  zwei  aus  dem  nemlichen  Punkte  P ge- 
zogene. Zieht  man  also  drei  solche  Sekanten,  so  werden  wir 
zwei  Durchschnittspunkte  erhalten,  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  TV  und  diese  Gerade  die  Berührungspunkte  T und  V 
bestimmen  werden. 
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XIX. 


Ueber  elliptische  Coordinaten. 


(Man  sehe  die  frühere  Abhandlung  in  diesem  Theile:  „Ueber 

krummlinige  Coordinaten.“  Nr.  V.  S.  26.) 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 


zu  Sulz  a.  X.  im  Königreich  W ürtemlicrg. 


Aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoids  (p)  und  der  bomofokalen 
Hyperboloide  (u.)  und  (v): 

3tP“  ^ 

(1)  ......  ^ + e,_62+^^  = 1, 

x 2 r/a  i*  . .T2  y2  z2 

p2  +lia^62—  c2^2-  *'  v»-62'rr^-^2irv*  - 1 

folgt : 

(2)  bex  = Qpv, 

(3)  '.  . . b V c* — b^.y  — V p*-6*  V fr*-6*V Ä2— v2, 

(4)  . . . c V c2  — 62 . z = V72~jT*  Vc^»s. 

Diese  Relationen  bilden  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  cen- 
trischen homofokalen  Flächen,  oder  der  elliptischen  Coordinaten. 
Es  sei  ABCD  ein  Krümmungslinien- Viereck  auf  (p) ; xa,  xs,  xc,  x<i 
sind  die  Abscisseo  der  Eckpunkte,  welche  durch  die  elliptischen 
Coordinaten  (p,  p,  v );  (g,  p,  v ');  (p,  p',  v');  (p,  p',  v)  bestimmt 
sind ; so  folgt  aus  (2) : 

(K) ,.  . Xa-Xr  — Xt-Xd', 

t 

ebenso  findet  man  aus  (3)  und  (4): 
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ya,ye=.yt.yi, 
la.Zc  = Zb.Zd- 

Die  Abscissen  der  Ecken  eines  Krümmungslinien- 
Vierecks  sind  proportionirt.  Hieraus  ergibt  sich  weiter, 
dass  die  Gegenecken  solcher  Vierecke  die  correspondirenden  Punkte 
des  Ivory  sind.  (Chasles,  sur  l’attraction  des  ellipsoi- 
des.  Institut  de  France,  tonie  IX.).  Aus  (2)  folgt: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  senkrecht 
zur  i-Are,  so  ist  das  Produkt  der  grossen  Halbaxen 
der  drei  durch  ihn  gehenden  homofokalen  Flächen 
konstant. 

Wir  betrachten  ein  von  sechs  homofokalen  Flächen  eingeschlosse- 
nes Parallelepiped.  Die  Punkte  (p,  p,  v ) und  (p+rfp,  p-f dp,  v+dv) 
sind  zwei  Gegenecken  desselben ; in  dem  ersten  dieser  Punkte 
stossen  die  drei  Kanten  ds' , ds" , ds m zusammen;  ds  ist  die  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte  oder  die  Diagonale  des  Parallelepi- 
peds.  Betrachten  wir  in  (2),  (3)  und  (4)  x,  y,  z und  p als  varia- 
bel, so  erhalten  wir: 

(6) bcdx  ~ fivdg , 


b Vc»— 6®rfy  = V~  p®  — 6®  V6*— v® 

9 V p®  — 6® 


c V c® — b2dz  = 


V"  p* — c* 


Vc®— p®  Vc*  _v®, 


(7)  ds'  — V dx * + diß  + efc®  = ■ — 


r-j V p® — p®  V p®  — V® 


Vp*  — 6*Vp®—  c® 


dp. 


Ebenso  findet  man,  wenn  in  (2),  (3)  und  (4)  x,  y,  z und  p,  hier- 
auf x,  y,  z und  v als  veränderlich  angesehen  werden: 


(8) 


(9) 


, „ V p»-p®Vrp®— v* 

* Vp*-6®  Vc®^  **’ 


dsm- 


y p®-v»v  p®— v® 

Vä®=^2Vc®~® 


dt-. 


Es  seien  a,  o',  o";  n,  a' , a" ; «,  a"  die  Cosinus  der  Win- 
kel, welche  die  Linien  dt',  ds" , ds”'  mit  den  Axen  der  x,  y,  z 

dx  du 

bilden,  so  findet  man  aus  (6)  und  (7),  da  n = , a!  — -j~j, 

„ dz 
n = ^ .st: 
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ftv  V~ p»-6»V  g®-c*  ,_pV~p*^c*V~  p.*~b*\TS^-v* 


(10) 


6c  V"  e*-vi*V~  p*-v*’  6 V c®— 6*V"  p2-fi*Vpi^v*’ 

e y i V'c*—v» 

! c Vc*^-!*  V p*-f**  VJ^V 


Aehnliche  Werlhe  ergeben  sich  für  die  anderen  Cosinus-  Ans 
(10)  folgt: 

In  einem  Krümraungslinien  - Viereck  auf  einem 
Ellipsoid  oder  Hyperboloid  sind  die  Cosinus  der  Win- 
kel, welche  die  Normalen  der  Fläche  mit  einer  der 
Axen  bilden,  proportionirt. 

In  einem  frQheren  Aufsatze  (Ueber  einige  Sätze  der  höhe- 
ren Ce  ome  tri  e,  Archiv.  Tbl.  XXXIII.  S.  111.)  habe  ich  folgendes 
Theorem  von  Cbasles  aus  den  Formeln  (1)  abgeleitet  Wenn  man 
durch  einen  Punkt  A oder  (g,  f»,  v)  drei  Normalen  der  Flächen  (p),  (p),  (y) 
zieht  und  auf  demselben  Stücke  abschneidet  = p,  p und  y,  so  sind 
diese  die  Halbaxen  eines  Ellipsoids  E,  welches  die  ys- Ebene  im  Ur- 
sprung O berührt,  und  dessen  parallel  mit  dieser  Ebene  gelegter  Dia- 
metralschnitt die  constanten  Halbaxen  6 und  c hat.  Wenn  sich 
nun  der  Punkt  (p,  p,  v ) auf  einer  Ebene  L bewegt,  welche  mit 
den  Normalen  p,  p und  v die  Winkel  i,  i',  f bildet,  so  sind 
die  Perpendikel,  welche  von  den  Endpunkten  dieser  Normalen 
auf  L herabgelasssen  werden,  gleich  psini,  ft  sin  i',  vsin»",  und 
da  die  Quadratsurome  der  von  den  Endpunkten  dreier  konjugirten 
Semidiameter  eines  Ellipsoids  auf  eine  Diametral -Ebene  gefällten 
Perpendikel  konstant  ist,  so  haben  wir: 

(11) p*sin*i+g*sin*»' +v*sinV,=sff.  , 

Hier  bedeutet  o*  die  Quadratsumme  der  von  den  jEndpunkten  der 
konjugirten  Semidiameter  OA,  b und  c auf  L gefällten  Perpen- 
dikel. Bewegt  sich  A auf  L,  so  ist  a®  konstant ; kommt  der  Punkt 
A in  eine  solche  Lage,  dass  eine  der  drei  durch  ihn  gebenden 
bomofokalen  Flächen  L tangirt,  so  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
von  (11)  in  das  Quadrat  der  grossen  Halbaxe  dieser  tangirenden 
Fläche,  also  ist  diese  Haihaxe  = «.  Die  Fläche  selbst  nennen 
wir  (a).  Wenn  in  (11)  der  Punkt  (p,  ft,  v)  als  fest  angenommen 
wird  und  die  Fläche  (o)  als  gegeben,  so  ist  (11)  die  Gleichung 
des  Kegels,  dessen  Spitze  (p,  ft,  v)  ist  und  welcher  (c)  tangirt 
Die  Variabelen  sind  die  Winkel  i,  i',  i".  Wir  betrachten  die 
Normalen  der  in  (p,  ft,  v)  zusammenstossenden  Flächen  (p),  (p) 
und  (v)  als  Coordinatenaxen , und  zwar  sollen  die  Normalen  von 
(p),  (ft)  und  (v)  die  Axen  der  |,  r\  und  £ sein.  Für  irgend  einen 
Punkt  (i|,  r i,  f),  der  auf  der  Normale  von  L liegt,  ist: 


Digitized  by  Google 


Böhlen:  Utbtr  elliptische  Coordinaten. 


311 


*47«  > 8in*1" 


in  %S'  — jL 


'1 2 + !?•+£* 


, 8in*r= 


5L 


nach  (11)  ist:  „ 

■ f t . l„ 

(p*  - o»)  {•  + (p*-  0»)  q*  + (v*_  «*)£*=  0. 


Diess  ist  die:  Gleichung  des  Ergänzuogskegels  von  demjenigen, 
welchen  die  Ebenen  L cinhüllen;  der  Kegel  selbst  hat  also  die 
Gleichung : 


die  Gleichungen  der  Fokal -Linien  sind: 


W-ft*  „ 


da  p,  ^ und  v konstant  sind,  so  folgt  hieraus: 

! Alle,  konzentrischen  Berührungskegel  homofokaler 
EIHpsoide  oder  Hyperboloide  sind  homofokal  (haben 
dieselben  Fokal- Linien),  welchen  Satz  Cbasles  (Apercu  histo- 
rique)  und  Jacobi  (Crelie’s  Journal)  angegeben  haben. 

Die  Gleichung  des  Berührungsfcegels  einer  zweiten  homofo- 
kalen Fläche  (ß),  dessen  Spitze  auch  (p,  p,  v)  ist,  heisst: 


PS_(S*  + M»_^  + 


>•••  1'(»  Cl, 

. ■> -•»ir.dmu  i-t 


(12)  und  (1.3)  sind  die  Gleichungen  einer  gemeinsamen  Tan- 
gente der  homofokalen  Flüchen  («)  «nd  ( ß ).  Da  nun  zwei  homo- 
fokale Kegel  sich  senkrecht  schneiden,  so  folgt  hieraus,  dass 
sieh  durch  die  gemeinschaftliche  Tangente  zwei  Ebenen  legen 
lasses , wovon  die  erste  («)  berührt  und  auf  ( ß ) senkrecht  steht;  die 
andere  berührt  (ß)  und  steht  auf  («)  senkrecht ; mit  anderen  Worten : 

Die  scheinbaren  Umrisse  zweier  homofokalen  Flü- 
chen verschiedener  Art  stehen  auf  einander  senkrecht, 
von  welchem  Punkt  aus  sie  auch  betrachtet  werden 
mögen. 

Solche  Flüchen  können  also  die  Krümmnngsmittelpunkte  Einer 
dritten  Fläche  (1)  enthalten;  diese  hat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Normalen,  deren  Fusspunkte  eine  Krümraungslinie  auf  ihr  bilden, 
(a)  (oder  ( ß ))  in  einer  geodätischen  Linie  berühren.  (Monge, 
analyse  appliqude  k la  geometrie,  ö™«  dd.,  pag.  136.,  137.) 
Die  Berührungspunkte  derselben  Normalen  mit  (ß)  (oder  («))  bil- 
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den  eine  andere  Linie,  deren  Natur  mit  derjenigen  der  geodäti- 
schen Linie  auf  (a)  (oder  (ß))  eng  zusammenhängt,  und  die  ich 
desshalb  konjugirte  geodätische  Linie  nenne;  denn  ihre  kon- 
jugirten  Tangenten  sind  Tangenten  der  geodätischen  Linie.  Die 
Gleichungen  beider  Arten  von  Linien  lassen  sich  aus  (11)  unmit- 
telbar ableiten  mit  Hülfe  der  so  eben  angeführten  Betrachtungen, 
wie  diess  Chasles  zuerst  gethan  hat.  Man  findet  nämlich: 


/ 

S (14) f»acos2i-l-  v2sinai  = a®, 

(15) ft,2cosai,  -f  v,2sin2t,  = ß2. 


(14)  ist  die  Liouville’sche  Gleichung  für  geodätische  Linien 
auf  dem  Ellipsoid  (ß) , deren  Tangenten  die  homofokale  Fläche  (o) 
berühren.  Im  Punkte  (ß,  p,  v)  bildet  diese  Tangente  mit  der 
Krümmungslinie  /S=  const.,  fi  — const.  den  Winkel  i.  Alle  Tan- 
genten der  Linie  (14)  berühren  die  homofokale  Fläche  (et)  in  einer 
konjugirten  geodätischen  Linie,  deren  Gleichung  in  (15)  enthalten 
ist.  Im  Punkte  (a,  p',  v')  auf  (o)  bildet  die  konjugirte  Tangente 
der  letzteren  Linie  mit  der  Krümmungslinie  a = const.,  p'  = const. 
den  Winkel  i'.  Wir  können  aus  (15)  einige  Eigenschaften  konju- 
girter  geodätischer  Linien  ableiten. 

Wenn  in  einem  Punkte  auf  («)  zwei  Linien  Zusammentreffen, 
für  welche  ß denselben  Werth  hat,  so  ist 

p,2cosai,  + *J,«in*i/  = p/'cos2«,,  + v,asin2j„, 

(16) *,  = V 

Solche  Linien  stehen  gehörig  verlängert  auf  der  Krümmungslinie 
ß = const.  von  (a)  senkrecht.  Die  Formel  (16)  enthält  also  den  Satz: 

Zwei  konjugirte  geodätische  Linien  eines  Ellip- 
soids  oder  Hyperboloids,  welche  aufEiner  Krümmnngs- 
linie  der  Fläche  senkrecht  stehen,  bilden  in  ihrem 
gerne inschaftlichen  Durchschnitt  mit  einer  zweiten 
Krümmungslinie  gleiche  Winkel  mit  derselben. 

t,  und  {„  sind  die  Winkel,  welche  die  conjugirten  Tangenten 
beider  Linien  im  Durchschnittspunkt  mit  der  Krümmungslinie 
p,  = const.  bilden,  und  da  diese  Winkel  nach  (16)  gleich  sind,  so 
sind  cs  auch  die  Winkel,  welche  die  Linien  selbst  mit  dieser 
Krümmungslinie  bilden.  Aus  (15)  folgt: 


. . V>2— fjä  . sTß*  — v;t 

8in  ?,=-  COS  l.  ~ — - — ----- - -V  . 

' VT,2-*,*  V>,2-v* 
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In  A schneiden  sich  zwei  konjugirte  geodätische  Linien,  deren 
konjugirte  Tangenten  auf  einander  senkrecht  stehen,  also  ist 


,•  nilrr  y r?,*-p  ß.*-*.* 

" e V fl,2  — V(*_  V fl,3  — V,3’ 


(17) 


g, 3 -f  v,3  — ß3  -f-  |S,2  = const. 


Nun  ist  der  vom  Mittelpunkt  nach  A gezogene  Halbmesser 
=<*3-f  fi,3+  v,3 — b 3 — c3,  also  auch  konstant;  hierauf  beruht  der 
Satz: 


Wenn  sich  in  einem  Punkte  zivei  konjugirte  geo- 
dätische Linien  treffen,  welche  auf  zwei  bestimmten 
Krümmungslinien  senkrecht  stehen,  und  die  sich  so 
schneiden,  dass  ihre  konjugirten  Tangenten  einen 
rechten  Winkel  mit  einander  bilden,  so  bewegt  sich 
der  Punkt  auf  dem  Durchschnitt  der  Fläche  mit  einer 
concen t rischen  Kugel. 

Nach  dem  Theorem  von  Euler  besteht  die  Gleichung: 
jjC°s3i+  ^sin3». 

Wenden  wir  dieselbe  auf  die  geodätischen  und  konjugirten  geo- 
dätischen Linien  der  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  an. 
R und  R'  sind  die  Hauptkrümmungshalhmesser  des  Ellipsoids  (p) 
in  dem  Punkte,  wo  .es  von  den  homofokalen  Hyperboloiden  (fi) 
und  (v)  geschnitten  wird;  also: 

B _ R,  _ srz^We^ . 

~ pV  p3-~Ä3  Vp3^3’  — p Vg^b*  V'^-c3  ’ 

i ist  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  geodätischen  Linie 
mit  der  Kriimmungslinie  fi  = const.  macht,  r ist  der  Krümmungs- 
halbmesser der  geodätischen  Linie  und  also  zogleicb  des  durch 
die  Tangente  gehenden  Normalschnitts  der  Fläche.  Durch  Sub- 
stitution der  Werthe  von  R und  R'  in  die  obige  Gleichung  erhal- 
ten wir: 


(18) 


l p Vp3-b3Ve3-c3 

«■ — e2-v33 


p3— (f^cos^-Ft^sin3!')  |. 


Da  nun  nach  dem  Satze  von  Liouville  fi3cos2i-f  v3sin*f  = const. 
ist  längs  aller  geodätischen  Linien,  welche  Eine  Krümmungslinie 
von  (p)  tangiren  oder  durch  einen  Nabelpunkt  der  Fläche  gehen, 
so  ist  auch: 

Theil  XXXIV.  ‘ 21 
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VV— . . D3.ü'3 

— ' £ 5=  const.  oder  


= const. 


D und  D'  sind  die  Halbaxen  desjenigen  Dianietralschnitts  der 
Fläche,  welcher  der  Tangential-Ebene  im  Punkt  (p,  ft,  v)  paral- 
lel ist.  D.D'.n  ist  der  Inhalt  dieses  Diametralschnitts,  somit 
haben  wir: 

Längs  aller  geodätischen  Linien  auf  einem  Ellip- 
soid  oder  Hyperboloid,  w eiche  Eine  Krümmungslinie 
der  Fläche  tangi’ren  oder  durch  einen  Nabelpunkt 
gehen,  ist  das  Verhältniss  der  dritten  Potenz  des  In- 
halts von  dem  der  T an  ge  n t ial -Eben  e parallelen  Dia- 
metralschnitte zum  Krümmungshalbmesser  der  Linie 
konstant. 

Die  ganze  Beweisführung  lässt  sich  auch  auf  die  konjugirten 
geodätischen  Linien  übertragen,  wenn  man  in  (18)  unter  r den 
Krümmungshalbmesser  des  der  Jkonjugirten  Tangente  der  Linie 
entsprechenden  Normalschnitts  der  Fläche  versteht,  und  unter  i 
den  Winkel  begreift,  w elchen  diese  Tangente  mit  der  Krümmungs- 
linie fx  — const.  bildet. 

m und  m'  sind  die  Endpunkte  eines  Linienelements  auf  einer 
Fläche ; mq  und  m'q'  sind  die  Normalen  der  Fläche,  und  zwar 
sind  qq'  diejenigen  Punkte,  welche  die  kleinste  Entfernung  zwischen 
beiden  Normalen  angeben,  aber  die  Linie  qq'  ist  senkrecht  auf 
jeder  Normale.  Joachimsthal  nennt  mq  die  Pöldistanz  des 
Elements  mm'  und  findet  dafür  den  Werth: 

ßCOS2«+ß,S.„2« 

j—  j j ; 

ens2i  -f  ^ sin *i 


i ist  der  Winkel  zwischen  mm'  und  der  durch  m gehenden  Krüm- 

mungslinie.  Es  mag  hier  erwähnt  werden,  dass  Poisson  zuerst 
den  Gedanken  batte,  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  un- 
endlich nahen  Flächen -Normalen  zu  berechnen  (Journal  de 
l’ecole  poly technique,  sur  la  courbure  des  surfaces, 
cahier  21,  page  205.).  Setzen  wir  nun  in  diese  Gleichung  die 
oben  angegebenen  Werthe  von  R und  R'  für  das  Ellipsoid  (?) 

ein,  so  erhalten  wir  nach  einigen  Reduktionen : 


(19)  . . 


, . A — p'1 


V — ft 2V"p2 — v2 


In  demjenigen  Diametralschnitte  von  (p),  welcher  der  Tangential- 
Ebene  des  Elements  mm'  parallel  ist,  ziehe  man  einen  Semidia- 
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meter  parallel  mm'  und  fälle  vom  Mittelpunkte  auf  die  durch  den 
Endpunkt  dieses  Semidiameters  gehende  Tangente  des  Schnitts 
ein  Perpendikel,  so  bedeutet  in  (19)  /jdie  Grösse  dieses  Perpendikels. 

Das  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangential  - Ebene  gelallte  Per-, 
pendikel  sei  P,  so  hat  man  dafür  den  Werth  in  elliptischen  Koor- 
dinaten : 

p p V p*  — b‘l  V qz — c'J 

also 

(20)  ....... 

Hierin  ist  folgendes  Theorem  enthalten  : 

Auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist 
ein  Linienelement  gegeben;  man  ziehe  in  dem  Diame- 
tralschnitte der  Fläche,  welcher  der  durch  dieses  Ele- 
mentgehenden Tangential-Ebene  parallel  ist,  einen  Sc- 
midiameter  parallel  dem  Elemente,  so  ist  das  Quadrat 
des  Perpendikels,  welches  vom  M i ttel punk t e au f di e 
durch  den  Endpunkt  dieses  Semidiameters  gehende 
Tangente  des  Schnitts  gefällt  wird,  gleich  der  Pol- 
distanz des  Elements  multiplizirt  mit  dem  vom  Mittel- 
punkte auf  die  Tan  gen  ti  a I- Ebe  ne  herabgelassenen  Per- 
pendikel. 

Dieser  Satz  gilt  allgemein  für  irgend  eine  Linie  auf  der  Fläche. 
Bei  den  Kriimmungslinien  wird  die  Poldistanz  gleich  dem  Haupt- 
krümmungs- Halbmesser  der  Fläche,  und  p fällt  zusammen  mit  einer 
Halbaxe  D oder  !)'  des  der  Tangential- Ebene  parallelen  Diame- 
tralschnitts , also  ist: 

ip,  D'i 

(21 )  R—-js,  ß'=7r,  II  R'—D-.D', 

welches  der  Satz  von  Dupin  ist  * 

Jede  Linie  auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist 
charakterisirt  durch  die  Formel 

(22)  P.  5.S'  .sina  = const. 

i ist  der  Semidiameter  der  Fläche,  welcher  parallel  der  Tangente 
der  Linie  ist,  <5'  der  konjugirte  Semidiameter  in  dem  Diametral- 
sebnitte,  der  parallel  der  Tangential -Ebene  ist;  a der  Winkel 
zwischen  beiden.  Bei  den  geodätischen  Linien  ist  P.d  = const. 
(Joachimstbal),  also  auch  : 

21* 
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(23)  .......  £'.  sin  a=  const. 


Bei  den  koujugirten  geodätischen  Linien  ist  P.ö'  — const. 
(Chasles),  mithin  auch : 

(24)  <S.sina  = const. 

6 . .sin  u ist  nach  der  obigen  Erklärung  offenbar  = p,  also  haben 
wir  nach  (20): 

(25)  4 . P — const. 

Hierin  ist  dieser  Satz  ausgedrückt: 

Längs  einer  conjugirten  geodätischen  Linie  auf 
einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist  das  Pro- 
dukt der  Poldistanz  eines  Linie neiements  und  des  vom 
Mittelpunkte  auf  die  Tangential-Ebene  gefällten  Per- 
pendikels konstant. 


XX. 

Interessante  Abänderung  des  Ausspruchs  des  Gesetzes 
der  gewöhnlichen  Lichtbrechung. 

Von 

Herrn  Dr.  PVilh.  Malzka, 

« *» 

Professor  der  Mathematik  an  der  Hochschule  zu  Prag. 


Die  folgende  Umstaltung  des  bekannten  Lehrsatzes  über  die 
gewöhnliche  Brechung  des  Lichtes  beim  Uebergange  aus  einem 
Mittel  in  ein  anderes  angrenzendes,  von  welchem  jener  über  die 
Zurückwerfung  des  Lichtes  nur  eine  Besonderheit  ist,  entsprang 
aus  meiner  (im  Januar  1857  stattgefundenen)  genaueren  Erwägung 
eines  in  meinen  wiederholten  Vorträgen  über  die  gegenseitige 
Stellung  von  Geraden  und  Ebenen  im  Raume  behandelten,  so  wie 
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auch  in  manche  Lehrbücher  der  Geometrie  (z.  B.  in  L.  Schulz 
von  Strassnicki’s  Elemente  der  reinen  Mathematik, 
2.  Theil,  Geometrie.  Wien  1835,  S.  196.)  aufgenommenen  Lehr- 
satzes über  den  Zusammenhang  der  Winkel  einer  geraden  Linie 
mit  den  in  einer,  von  ihr  durchstochenen  Ebene  enthaltenen  Ge- 
raden. Sie  dürfte  einer  weiteren  Bekanntmachung  im  Kreise  der 
mathematischen  Physiker  wohl  sicher  für  würdig  erachtet  werden. 


I. 


1.  Wenn  ein  Lichtstrahl  durch  eine  Trennungsebene  zweier 
Mittel  bindorchgeht,  wird  er  an  ihr  gewöhnlich  dergestalt  gebro- 
chen, dass  das  Yerhältniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  e 
zum  Sinus  des  Refractions-  oder  Brechungswinkels  g von 
der  Grösse  dieser  Winkel  unabhängig  und  dem  in  dieser  Hinsicht 
beständigen  Verhältnisse  n:l  gleich  ausfallt,  wo  n der  Brechungs- 
index oder  Brechungsexponent  genannt  zu  werden  pflegt; 
also  dass  sich  verhält 

sin  s:  sin  g = n : 1. 

2.  Man  weiss,  dass  der  Neigungswinkel*)  einer  geraden 
Linie  n (Taf.  III.  Fig.  1.)  gegen  jede  Normale  oder  jedes  Loth  p 
einer  Ebene  d sieb  mit  ihrem  Neigungswinkel  gegen  diese  Ebene, 
oder  eigentlich  gegen  ihre  Projection  a'  in  dieselbe  Ebene,  zu 
einem  rechten  Winkel  ergänzt,  nemlich  dass 

A A A A 
a.p-f  o.il  = a.p-f  a.a'  = 90° 

ist.  Sonach  ist  der  Sinus  jenes  ersteren  Winkels  der  Cosinus 
dieses  letzteren,  und  man  kann  deswegen  die  Sinus  der  obigen 
zwei  Winkel  e,  g durch  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  t' , g'  des 
einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegen  die  Trennungsebene 
j1  ersetzen,  so  dass  sich  auch  verhält 

I 

cos  e':  cos  p'  = n:l. 

3.  Der  Cosinus  des  Winkels  einer  in  eine  Ebene  A 


*)  Unter  Neigungswinkel  zweier  unbegrenzter  oder  voller  Gern- 
den  begreife  ich  immer  den  kleinsten  Winkel  der  Richtungen  dieter 
beiden  Geraden  ; weshalb  derselbe  nie  *toiU|>f  und  iintbeaondere  bei  gleich- 
laufenden Geraden  Null,  bei  «chiefen  Geraden  <|>itz,  bei  »cnkrechten 
aber  recht  iat,  oder  kurz  immer  im  ersten  Winkclqtiadrnoten  liegt,  von 
0°  bis  90”  »ich  eretreckt. 
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einschneidenden  Geraden  a mit  einer  beliebigen 
raden  d der  Ebene  gleicht  dem  Producte  aus  d emJDo- 
sinus  desNeigungswinkelsjenerGeraden  o gegen  diese 
Ebene  oder  gegen  ihre  Projection  a'  in  die  Ebeg'c  und 
ans  dem  Cosinus  des  Winkels  dieser  Projection  mit 
'jener  willkürlichen  Geraden,  vorausgesetzt,  das«  jede  Ge- 
rade nach  einer  gewissen  ihrer  beiderlei  Richtungen  genommen 
werde;  neralicb  cs  ist: 

A 

cos(a.«/)  = cosa.a'.cos(a'.t().  , 


Denn  projieirt  man  von  der  Geraden  a irgend  eine  Strecke  OA—r 
zuvörderst  mittelbar  auf  die  Gerade  d , d.  i.  zuerst  in  die  Ebene 
H nach  OA'  und  dann  noch  diese  Projection  auf  die  beliebige 
Gerade  d nach  Oü;  so  bildet  dort  OA  mi|  ihrer  Projection  OA' 
immer  den  Neigungswinkel  der  a mit  ihrer  Projection  a' , folglich  ist: 


OA'  = r cos  a.a1 , 

und  dabei  eben  so  wie  dieser  Cosinus  jedesmal  positiv ; hier  aber  ist 

OD=OA‘  .cos  A'OD. 

Nun  ist  entweder  (wie  in  Taf.  III.  Fig.  1.)  der  Winkel  (a'.d)  spitzig, 
also  A! OD=*(a' .d),  oder  es  ist  (wie  in  Taf.  III.  Fig. 2.)  der  Win- 
kel (a'.d)  stumpf,  also  A'OD—  180° — (a'.d).  Dort  liegt  D und 
OD  auf  der  Ilalbaxe  d selbst,  hier  aber  auf  der  ihr  entgegenge- 
setzten Halbaxe  d,  oder  die  dortige  Strecke  OD  ist  positiv,  die 
hiesige  dagegen  negativ;  und  somit  findet  man: 

A , 

OD=±  r cos  a.a  cos(a'.d). 

Projieirt  man  nunmehr  noch  die  Strecke  OA=r  direct  (geradezu) 
auf  die  Gerade  d auf  OD,  so  ist  jedenfalls 

OD  — r cos  AOD ; 

allein  jenaehdem  (a'.d)  spitz  oder  stumpf  ist,  folglich  OD  auf  d 
oder  d fällt,  muss  auch  der  Winkel  ( a.d ) spitz  oder  stumpf,  da- 
her entweder  AOD  = (a.d)  oder  =180" — ( a.d)  sein,  und  hier- 
nach ist : 

OÖ=  + r cos  (a.d) ; 

folglich  gibt  die  Gleichstellung  der  beiden  für  OD  gefundenen 
Ausdrücke  die  behauptete  Gleichheit: 

A 

cos  (a.d)  — cos  a.a' . cos  (a1  .d). 
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Sollte  insbesondere  d auf  a'  senkrecht  sieben,  so  ist  die 
Projection  OD  der  OA'  auf  die  d Null,  oder  der  Punkt  D fallt 
auf  Ck}  mithin  muss,  weil  D oder  O auch  die  directe  Projection 
des  Punktes  A der  a aut  die  d ist,  die  « ebenfalls  auf  d 
senkreeht  sein.  In  diesem  Falle  verschwinden  die  cos (a'.d) 
und  c os(rt.d)  zugleich,  also  auch  beide  Ausdrücke  der  Projection 
OD,  und  sohin  gilt  die  gefundene  Endgleichung  auch  noch  in 
diesem  Sonderfallc.  — Diese  Gleichung  beh.'ilt  endlich  ihre  Gil- 
tigkeit auch  dann  noch,  neun  die  Gerade  a die  Ebene  XI 
nicht  schneidet,  sondern  zu  ihr  gleichlauft.  Denn  da  ist  sie 
auch  zu  ihrer  Projection  er'  gleichläufig,  mithin  sind  diese  beiden 
Geraden  a und  a'  igegen  jede  dritte  Gerade,  also  auch  gegen  jede 
in  der  Ebene  ü liegende  Gerade  d gleich  geneigt.  Sonach  ist 

a.a'  — O und  (a  .d)  =s^a'  .d) , folglich  gilt  auch  da  noch  fliese  all- 
gemeine Gleichung. 


4.  Als  \V  inkel  zweier  geraden  Linien  überhaupt, 
welche  entweder  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckung  nir- 
gends Zusammentreffen,  wie  gleichlaufende  und  gekreuzte  (nicht 
in  einerlei  Ebene  gelegene)  Geraden,  oder  deren  Treffpunkt  nicht 
geradehin  vorliegt,  pflegt  man  die  Winkel  anzusehen,  welche 
eine  der  beiden  Geraden  mit  einer,  durch  irgend  einen  ihrer 
Punkte  zur  anderen  parallel  geführten  Geraden  einschliesst,  oder 
auch  welche  zwei  durch  einen  beliebigen  Punkt  zu  ihnen  gleich- 
laufend gezogene  Geraden  mit  einander  machen,  mithin  kann 
man  anstatt  der  so  eben  betrachteten  in  der  Ebene  X)  liegenden 
und  durch  den  Einschnitt  O der  (Jeraden  « gehenden  beliebigen 
Geraden  d nicht  allein  jede  irgendwo  i n dieser  Ebene,  sondern 
auch  jegliche  wo  immer  ausserhalb  derselben  Ebene  zu  ihr 
parallel  gezogene  Gerade  y,  daher  kurz  jede  zur  Ebene  XI  gleich- 
laufende oder  gegen  die  Normale  p der  Ebene  senkrechte  gerade 
Linie g wählen.  Fürsieistnemlich  (u.d)-(u.y)  und  (a'.rf)  = (a'.^), 
mithin  auch : 

A 

cos  (.n.y)  — cosn.a'.cos^i'.jr). 


II. 

Seien  nun  zwei  das  Licht  durchlasscnde  Mittel  an  einer  Grenz- 
oder Uebergangsstclle  durch  eine  Ebene  XI  von  einander  getrennt 
(Taf.  III.  Fig.  3.),  der  einfallende  Lichtstrahl  u,  welcher  im  Ein- 
fallspunkte O mit  dem  Einfallslothe  p den  spitzigen  Einfallswin- 
kel c macht,  werde  auf  der  Kehrseite  der  Ebene  vom  zweiten 
Mittel  nach  der  Richtung  b gebrochen,  welche  mit  dem  neuen 
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Einfalledothe  p,  der  entgegengesetzten  Richtung  des  ersten,  den 
spitzen  Brechungswinkel  q = (p.b)  bildet*).  Dann  liegt  bekannt- 
lich der  gebrochene  Strahl  b auch  in  der  Einfallsebene  ap,  welche, 
weil  sie  das  Einfallslnth  pp  enthält,  auf  der  Trennungsebene  ü 
nofhwendig  senkrecht  stellt  und  somit  auf  ihren  (geraden)  Ein- 
schnitt a'b'  in  die  Trennungsebene  den  ganzen  Strahl  projicirt; 
Wobei  zugleich, die  Projectionen  a'  und  b'  beider  Strablhällten  a 
und  b gleich  gerichtet  ausl'allen.  Sonach  sind  die  Neigungswin- 
kel t'  und  q'  der  beiden  Strahlen  gegen  die  Sclieidungsebene 
A ; A 

«.«'  und  b.b' , und  das  Brechungsverhaltnies  ist: 


A A 

n:  1 = cos  a.a' : cos  b.  b' . 


„ij,  Nunhiebr  sei  g eine  wo  immer  zur  Scheidungsebene  il  der 
zwei  Mittel  gleichlaufend  oder  auf  ihre  Normallinie  pp  senkrecht 
geführte  Gerade;  dann  bestehen  für  die  Halbaxen  a und  b,  zu- 
folge der  Sätze  3.  und  4.  in  I.,  die  beiden  Beziehungsgleichungen: 


cos(a.gr)  = cosa.a'.cos(a'.</) , 


cos  (Jj.g)  = cos6.6'.cos(6'.gt), 

und,  weil  a'  und  b'  einerlei  Richtung  haben,  ist  (o' .g)  = (6' .g). 
Demnach  ist  das  Verhältniss 

n ...  ; A A , 

cos(a.^)  : cos (b.g)  = cos  a.a  : cos  b.  b , 

oder  dem  Vorigen  gemäss: 

cos  ( a.g ) : cos  (b.g)  = n:  1. 

Sohin  erhalten  wir  folgenden,  bisher  in  keinem  physikalischen 
Handbuche  verzeichneten,  allgemeinen  und  heachtungswerthen  Satz: 


*)  Bei  dieser  Messnngsweise  des  Einfalls-  und  Brechungswinkel! 
besteht,  weil  inan  beide  stets  als  spitz  darzustellen  beabsichtigt,  bei 
den  Physikern  die  bekannte  Gepflogenheit,  alle  vier  Richtungen,  der 
beiderlei  Einfallslothe  und  beider  Strahlhälftcn , vom  Einfallspunkte  ans, 
theils  ins  erste  Mittel  zurück,  theils  ins  zweite  vorwärts,  zu  erfassen, 
mithin  den  einfallenden  Lichtstrahl  in  seiner  entgegengesetzten  Rich- 
tung zu  nehmen,  so  dass  der  Einfallswinkel  « = («./»)  = 180° — ( a.p ) 
ist.  Eigentlich  versteht  mnn  unter  Einfalls-  und  Brechungswinkel  kurz 
den  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegen 
das  Einfallsloth  oder  die  Nurmallinie  der  Trennungsebene  der  Mittel. 
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Bei  der  (einfachen  oder  gewöhnlichen)  Brechung  des 
Lichtes  an  einer,  zwei  Mittel  scheidenden.  Ebene  ist  das 
b es tän dige  sogeuannte  Brechungs verhiiltniss  (des  Bre- 
chungsexponenten  n zur  Eins)  auch  gleich  dem  Verhältnisse 
der  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  einfallende  und 
gebrochene  Lichtstrahl,  nach  der  Richtung  ihrer  Fort- 
pflanzung genommen,  mit  was  immer  für  einer  zur 
Trennungsebene  gleichlaufenden  oder  zu  ihrem  Lothe 
senkrechten  Richtung  bilden. 

Der  Satz  schliesst  schon  die  wichtige  Bedingung  in  sieb, 
dass  die  Verlängerung  des  einfallenden  Lichtstrahls  über  den 
Einfallspunkt  hinaus  mit  dem  gebrochenen  Strahle  auf  einerlei 
Seite  des ' Einfallslothes,  nemlich  auf  dessen  Rückseite, 
falle;  weil  ja  der  Bedingung  («'. g)  = (b'.g)  gemäss  die  Projec- 
tionen  jener  zwei  Richtungen  auf  die  Trennungsebene  genau  die- 
selben sein  müssen. 

III. 

Die  Brechung  des  Lichtes  übergeht  in  Zurückwerfung 
(Reflexion),  wenn  die  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebroche- 
nen Lichtstrahles  gegen  das  Einfallsloth  gleich  ausfallen,  also 
9 = c wird,  ohne  dass  beide  Strahlen  in  einerlei  Geraden  bleiben. 
In  diesem  Falle  bildet  nemlich  die  Richtung  des  zurückgeworfe- 
nen  Strahles  b (Taf.  III.  Fig.  4.)  mit  dem  Einfallslothe  p auf  des- 
sen Kehrseite  einen  eben  sogrossen  spitzen  Winkel,  als  welchen 
die  entgegengesetzte  Richtung  des  einfallenden  Lichtstrahls  a mit 
demselben  Lothe  auf  dessen  Vorderseite  macht;  jener  Reflexions- 
winkel ist  also  diesem  Einfallswinkel  gleich. 

Da  wird  demnach  der  Brechungsindex  n = l,  folglich  cos(a.g) 
= cos (b.g),  also  auch  der  Winkel  (a.g)  = (b.g). 

Dies  ist  in '.der  That  richtig,  wie  man  sich  überzeugt,  wenn 
man  die  Richtung  a des  einfallenden  Strahles  jenseits  der  zurück- 
werfenden Ebene  Jl  nach  a verlängert  und  durch  den  Einfallspunkt 
O und  die  Gerade  g die  Ebene  legt,  welche  die  Ebene  A in  der 
zur  g parallelen  geraden  Linie  schneidet.  Denn  so  wie  aa  und  b 
gegen  das  Einfallsloth  p gleich  geneigt  sind,  eben  so  sind  sie  auch 
gegen  die  Ebene  A oder  gegen  ihre  gemeinschaftliche  Projection 

A A A 

a'b’  in  diese  Ebene  gleich  geneigt,  nemlich  es  ist  a.b'=a.b'=b.b'. 
Allein  die  Reflexionsebene,  welche  die  Geraden  aa,  p,  b und  b' 
enthält,  steht  auf  der  Rückstrahlungsebene  A senkrecht;  mithin 
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macht  jede  in  dieser  Ebene  it  gezogene  Richtung  d mit  den  beiden 
Geraden  a und  6 gleiche  Winkel,  nemlich  es  ist  ( a.d)=(u.d)=:(b.d ). 
Da  endlich  c£|[^  ist,  muss  auch  (a.g)=(b.g)  sein. 

Weil  man  in  den  analytischen  Rechnungen  über  den  Gang 
der  Lichtstrahlen  den  Winkel  p als  den  Winkel  des  zweiten  Eiu- 
failslothes;)  mit  dem  gebrochenen  Strahle  ansieht,  nemlich  y = (p.6) 
setzt,  und  weil  für  n — 1 der  sin g — sine  wird,  so  kann  man 
entweder 

g — t oder  p = 180°  — £ 
setzen.  Die  Satzung  ' 

y = E 

findet  bei  der  Brechung  des  Lichtes  statt,  wenn  in  einer  Reihe 
aus  Paaren  von  Mitteln  der  Index  n der  Grenze  I zustrebt.  Die 
Satzung 

g — 180"  — t 

dagegen  findet  erst  für  die  Zurückwerfung  des  Lichtes  statt. 

Hieraus  folgt,  dass  der  in  II.  für  die  Brechung  des  Lichtes 
erwiesene  Lehrsatz  auch  für  dessen  Zurückwerfung  gilt,  wenn 
man  nur  den  Brechungsexponenten  n = 1 und  den  Brechungs- 
winkel g = 180°  — £ sein  lässt. 


IV. 

Werden  die  beiden  das  Licht  durchlassenden  Mittel  durch 
eine  krumme  Fläche  geschieden  oder  wird  das  Licht  in  einem 
und  demselben  Mittel  von  einer  krummen  Spiegelfläche  zu- 
rückgeworfen, so  kann,  weil  der  einfallende  Lichtstrahl  jederzeit 
einfach  vorausgesetzt  wird  und  er  somit  diese  Trennungs-  oder 
Spiegelfläche  blos  in  einem  einzigen  Punkte  trifft,  die  an  die- 
sem Einfallspunkte  zur  Fläche  legbare  Berührungsebene  die 
Fläche  selbst  ersetzen.  Somit  kommt  dieser  Fall  der  krummen 
Scbeidungsflächen  auf  jenen  der  vorhin  betrachteten  ebenen  zu- 
rück, oder  man  hat  bei  ihnen  als  Einfallsloth  blos  die  Normale 
der  krummen  Trennungsfläche  im  Einfallspunkte  anzusehen. 

Die  Hauptvortheile  bietet  der  von  mir  aufgesteilte  Ausspruch 
des  Lichtbrechungsgesetzes  bei  analytischer  Behandlung  der  auf 
Brechung  oder  Zurückwerfung  des  Lichtes  Bezug  habenden  Auf- 
gaben mittels  rechtwinkeliger  Coordinaten;  weil  hierbei  leicht 
die  Cosinus  der  Winkel  gerader  Linien  aus  ihren  Richtcosinus 
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berechnet  werden  können.  Die  Auflösung  der  nachfolgeudeu  zwei 
Aufgaben  wird  dies  ersichtlich  machen.  i 

, ‘J 

V. 

, ♦ *»  fj 

Erste  Aufgabe.  Die  Trennungsebene  zweier 
Mittel  und  der  einfallende  Lichtstrahl  seien  gegeben, 
man  sucht  a.  den  gebrochenen  und  b.  den  zurückgewor- 
fenen Lichtstrahl. 

1.  Zur  positiven  (oder  Vorder-)  Seite  der  Trennungsebene  it 
wählen  wir  diejenige,  auf  welcher  der  Anfang  der  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  der  x,  y,  t liegt;  und  positiv  lasseo  wir  dieje- 
nige Richtung  ihrer  Normale  oder  des  Einfallslothes  sein,  welche 
von  der  Trennungsebene  aus  auf  die  positive  Seite  derselben  geht. 
Die  Cosinus  der  Richtwinkel  *)  dieser  Normale  seien  a,  b,  c j 
der  (senkrechte)  Abstand  der  Trennungs-  oder  brechenden  Ebene 
A vom  Coordinatenanfange,  im  positiven  Sinne  von  jener  Ebene 
zu  diesem  Punkte  gezählt,  sei  d ; und  die  Coordinaten  eines  lau- 
fenden (wandelbaren)  Punktes  derselben  Ebene  seien  x,  y,  j; 
dann  ist  die  Gleichung  dieser  Ebene 

(1)  ax  by  + ci—d. 

Denken  wir  uns  einen  Punkt  i//J  im  Raume  auf  der  Vorder- 
seite der  brechenden  Ebene  it,  durch  ihn  zu  dieser  Ebene  eine 
andere  parallel  gelegt,  und  diese  stehe  um  S vom  Coordinaten- 
ursprunge  ab,  so  ist  in  gleicherweise  dieser  (gleichfalls  von  der 
Ebene  aus  zum  Punkte  hin  gezählte  oder  an  der  Ebene  anfan- 
gende) Abstand 

(2)  + br\  + ej  = 8. 

Auf  dass  nun  dieser  Punkt  auf  der  Vorderseite  der  Ebene  A 
liege,  muss  die  Entfernung  der  durch  ihn  parallel  gelegten  Hilfs- 
ebene von  der  it,  nemlich  der  Unterschied  8 — d,  positiv  aus- 
fallen. 

Aus  einem  solchen  vorderen  Punkte  gehe  nun  ein  Licht- 
strahl aus,  positiv  im  Sinne  seines  Fortschrittes  gerichtet,  habe 
die  Richtcosinus  a,  ß,  y und  einen  laufenden  von  um  r ab- 
stehenden Punkt  x,  y,  z;  dann  sind  seine  Gleichungen: 


•)  Richtwinket  einer  Geraden  heissen  hier  die  hohlen  Winkel,  welche 
die  positive  Richtung  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der 
drei  winkelrechtcn  Coordinatenaxen  der  x,  y , % bildet.  Ihre  Cosinus 
nenne  ich  später  kurz  die  Richtcosinus  jener  Geraden. 
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(3) 


x—l  y—n  z—t 

« ß ~ y ~T- 


Dieser  einfallendc  Lichtstrahl  treffe  die  Scheidungsebene  Ä in 
einem  Punkte  k'v’l'  (dem  Einfallspunkte)  im  Abstande  k von  |rj£, 
so  liefern  diese  Gleichungen  (3)  in'  Verbindung  mit  der  (1)  die 
Bestimmungsgleichungeu 

(4')  r = £ + «A,  *'=*  + £*,  i'=t+yk, 

(4")  aVlbri'  + ct'  = d. 


Die  entgegengesetzte  Richtung  dieses  Lichtstrahls,  deren  Richt- 
cosinus — a,  — ß,  — y sind,  macht  mit  dem  Einfallsiothe  (a,  b,  c) 
den  (spitzigen)  Einfallswinkel  s,  mithin  findet  sich  dieser  Uilfs- 
winkel  aus  der  Bestimmungsgleichung 


(5)  cos  £ = — (aa -f- 6/J+cy), 


wofern  der  dem  Gleichheitszeichen  folgende  Ausdruck  sich  posi- 
tiv ausweist.  Multiplicirt  man  nun  die  drei  ersten  Gleichungeo  (4) 
mit  a,  b,  c,  so  gibt  ihre  Summe  nach  geringen  Umstaitungen  : 


(6) 


A = 


d—S 
coss  ’ 


wonach  die  Gleichungen  (4')  sofort  die  Coordinaten  des 

Einfallspunktes  vollständig  bestimmen. 


2.  Von  ihm  geht  der  gebrochene  Lichtstrahl  aus  auf  die 
negative  oder  Kehrseite  der  Trennungsebene  ins  zweite  Mittel; 
positiv  gerichtet  im  Sinne  seiner  Fortpflanzung  habe  er  die  frag- 
lichen Richtcosinus  a'ß'y'  und  mache  mit  der  entgegengesetzten 
Richtung  ( — a,  — b,  — c)  des  Einfallslothes  den  spitzen  Brechungs- 
winkel p,  dann  muss  der  Ausdruck 


(7)  cosp  = — (au'  + bß'  + cy') 

entschieden  positiv  ausfallen.  Zur  Bestimmung  dieser  Richtcosi- 
nus a'ß'y1  benützen  wir  eine  beliebige,  auf  dem  Einfallslothe 
(a,  b,  c)  senkrechte  Richtung,  deren  Richtcosinus  zu  den  Zahlen 
A,  B,  C proportionirt  sein  mögen  und  für  die  demnach  die  Be- 
dingung 

aA  + bB  + cC=0 

besteht.  Dann  sind  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Eiilfsrichtung 
mit  den  Richtungeu  ( a , ß,  y)  und  (<*',  ß' , y')  des  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahles  proportionirt  zu  den  Summen 

aA-\ßß  + yC  nnd  u'A  + ß'B  + y'C, 
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und  gemäss  unseres  Ausspruches  des  Brechungsgesetzes  (in  Art  II.) 
ihr  Verhältnis  gleich  dem  Brechungsverhältnisse,  das  wir,  zur 
Erzielung  von  Symmetrie  in  unseren  späteren  Rechuungsformen, 

durch  darstellen  wollen.  Sohin  ist: 

n n 

M + ßB  + 7C) : (a'A  + ^'fi  + /C)=^ 

und  danach 

(n'a1  —na)  A f (n'ß' — nß)B-\  (n'y1  — ny)  C=0. 

Diese  und  die  vorige  Gleichung  können  bei  der  Willkür  der 
Zahlen  A,  ß,  C mitsammen  bekanntlich  nur  dann  bestehen,  wenn 
die  Coefficienten  dieser  Zahlen  in  einerlei  Verhältnis  zu  einan- 
der stehen,  also  wenn  sich  verhält: 

n'a' — na n'ß1 — nß n'y' — ny in 

n b c 1 ’ 

wenn  die  Hilfszahl  m der  Bedingung 

rn*  = (n'a1  — nc)*  + (n'ß' — nß)*  -f  (n'y4  — ny)* 

genügt.  Würden  wir  selbe  bereits  kennen,  so  hätten  wir  für  die 
gesuchten  Richtcosinus  a',  ß' , y'  die  Bestimmungsgleichungen: 

!n'a'  — na  mn, 

n'ß'  — nß  + mb, 

n'y'  = ny  -f-  mc.  7 

Erheben  wir  diese  zur  zweiten  Potenz,  zählen  sie  zusammen  und 
beachten  die  Gleichung  (5)  mit  den  bekannten  Reziehungsglei- 
chungen 

n*  + 6*  -f  c*  = 1 , 

«a  + /5*  + y*  = l, 

/JM  + yA-l; 

so  erfolgt: 

m*  — 2n  cos  s . m = «'* — n*, 
und  daher  die  fragliche  Hilfszahl: 

m — n cos  t ± Vn'*  — n*  sin  t*. 

Cm  über  das  Doppelzeichen  zu  entscheiden,  multipliciren  wir  die 
Gleichungen  (8)  mit  — a,  — b,  — c,  addiren  sie  und  berücksich- 
tigen die  Ausdrücke  (5)  und  (7),  so  erhalten  wir: 
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n*  cos  p = n cos  £ — in  — ^ V n'2  — «2  sin  £*. 

Hieraus  ersehen  wir  nun,  weil  n,  n‘  als  absolute  Zahlen  an- 
gesehen werden  und  cosß  positiv  sein  muss,  dass  obiger  Wurzel 
das  untere  Zeichen  zugeschrieben  werden  muss,  folglich 

(9)  m = ncos£ — \iin — n2sin£2 

zu  setzen  ist.  Noch  finden  wir  eben  daraus  ganz  leicht : 
nl  sin  £2  = n/2sin  ß2 

oder,  weil  alle  vier  Potentiande  positiv  sein  müssen,  die  Wurzel- 
gleichung : 

(10)  nsine  = n'sinp  oder  sine : sin ß = -s^j, 

welche  Proportion,  da  sie  uns  ohnehin  bekannt  ist,  uns  hier  nur 
die  Versicherung  gewährt,  dass  wir  auf  der  rechten  Bahn  uns 
bewegen. 

3.  Bezüglich  der  Berechnung  der  Hilfszahl  m licsse  sich  noch 
die  Bemerkung  beifügen,  dass  man  den  positiven  cose  aus  (5), 
und  aus  ihm  oder  nach  dem  aus  ihm  leicht  abzuleitenden  Ausdrucke 

(11)  sinr2  — (hy — cß)'1  -f  (ca — ny)2  -f  (aß — ha)2 

auch  noch  den  po.-itiven  siiiE  berechnen  und  dann  sogleich  für  ß 
aus  obiger  Proportion  den  positiven 

,>  (12)  n ! . sinß  = ^,sinf 

- 9 V 

auffinden  könne,  mit  dessen  Hilfe  man  endlich  die  vermittelnde 
Zahl  m aus  dem  in  der  Form  (9)  begründeten  Ausdrucke 

(13)  m = ncos£  — n'cosß 

ausrechnen  kann. 

Sobald  der  Zahlwerth  von  m bekannt  ist,  lassen  sich  sofort 
gemäss  der  Gleichungen  (8)  die  allein  noch  unbekannten  Ricbt- 
cosinus  a'ß'y'  des  gebrochenen  Lichtstrahls  ausmitteln  und  da- 
durch dieser  Strahl  vollkommen  bestimmen. 

Zieht  man  es  vor,  die  Gleichungen  desselben  zusammenzu- 
stellen, so  erhält  mau,  wenn  (x'y'z')  einen  auf  ihm  wandelnden 
und  vom  Einfallspunkte  (i'rßtf)  um  den  positiven  Fahrstrahl  t‘  ab- 
stehenden Punkt  bezeichnet,  selbe  in  der  Gestalt: 

x'-V  y'-n'  z'-i‘  r1 

(w)  a‘  — ß‘  ~ y<  — r 
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Nach  Einstellung  der  für  y‘ , J',  ß‘,  y 1 gefundenen  Aus- 

drücke findet  man  endlich  die  Gleichungen  des  gebroche- 
nen Lichtstrahls  in  der  Gestalt 

(13)  j — — V — ßk_i'—  £— 

na  -f-  ma  nß  + mit  ny  + mc  n‘  ’ 

worin  nur  noch  k und  m durch  ihre,  gemäss  den  Ausdrücken  (6) 
und  (9)  oder  (13)  zu  berechnenden  Zahlwerthe  zu  ersetzen  kommen. 

4.  Der  senkrechte  Ahstand  d‘  der  durch  den  laufenden  Punkt 
(i'yV)  zur  brechenden  Ebene  iJ  parallel  gelegten  Ebene  vom 
Coordinatenursprunge  ist,  dem  Ausdrucke  (1)  nachgebildet, 

d‘  = ax'  f by‘  + cd, 

daher  auch 


= n (£'  + a‘r‘)  + b (rf  + ß V)  + c (£'  + y'r‘) 

= d — r'cosp; 

mithin  ist  die  Entfernung  des  Punktes  (x'y'z1)  des  gebrochenen 
Lichtstrahles  von  der  Trennungsebene  Jl  selbst: 

d1  — d = — r'cosp, 


und  sohin,  weil  r‘  und  cosp  positiv  sind,  sicher  negativ;  zur 
Bestätigung,  dass  jeder  Punkt  des  gebrochenen  Licht- 
strahles auf  der  Kehrseite  der  die  beiden  Mittel  scheiden- 
den Ebene  iJ  liegt. 


5.  Noch  wollen  wir  uns  die  Ucberzeugung  verschaffen,  dass, 
wie  am  Schlüsse  des  Art.  11.  angeführt  wurde,  die  Verlänge- 
rung des  einfallenden  Lichtstrahls  über  den  Einfalls- 
punkt hinaus  wirklich  mit  dem  gebrochenen  Strahle, 
in  der  Einfallsebene,  auf  die  Rückseite  des  vollständigen 
Einfallslothes  falle. 

Der  für  die  Gleichungen  (3)  des  einfallenden  Lichtstrahles  vor- 
ausgesetzte laufende  Punkt  (x,  y,  i)  liege  über  den  Einfallspunkt 
(IVfO  hinaus,  also  um  die  positive  Strecke  r — k vor  ihm,  weil 
jener  Punkt  um  r,  dieser  um  k von  dem  Ausgangspunkte  (£?/ J)  die- 
ses Strahles  absteht.  Dann  ist  denselben  Gleichungen  entsprechend : 


x— i'  y — v' 

— —a — = —T  — k. 

a ß 


Mit  dieser  Strecke  r — k des  einfallenden  Strahles  liegt  die  eben- 
falls vom  Einfallslothe  ausgehende  und  im  wandelbaren  Punkte 
(x'y'd)  endende  Strecke  r‘  des  gebrochenen  Lichtstrahles  in  dem- 
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selben  rechten  Winkel  des  zweiten  Einfallslothes  mit  der  rück- 
wärtigen Halbscheid  der  Einschnittslinie  der  Einfallsebene  in  die 
Trennungsebene,  da  sie  mit  diesem  Lothe  die  spitzen  Winkel  e 
und  g machen.  Ihre  Projectionen  auf  die  Trennungsebene  d sind 
sonach  beziehungsweise 

(r  — h)  sin  £ und  r'sinp. 

Diese  Projectionsstrecken  können  gldlch  lang  werden,  also  auch 
mit  ihren  Endpunkten  übereinfallen,  wenn  zur  willkürlichen  Strecke 
r‘  die  andere  so  bemessen  wird,  dass 


(r  — k)  6inr  = r'sinp 


ausfalle , nemlich  dass 


r — k—r‘ 


sin  p 
sin  e 


mit  Bezug  auf  die  Proportion  (10)  bemessen  werde 


Dann  werden  die  Endpunkte  (x,  y,  z)  und  (x',  y‘ , z‘)  dieser 

zwei  gegen  einander  so  abgeglichenen  Strecken  r — k — r 'jp  und 

r‘  durch  einerlei  Senkrechte  auf  die  Ebene  d projicirt,  oder  die 
durch  diese  zwei  Punkte  hindurch  gehende  gerade  Linie,  deren 
Richtcosinus  sonach  den  Unterschieden  x‘ — x,  y' — y,  z ‘ — z 
proportionirt  sind,  muss  zum  Einfallslothe  (a,  b,  c)  parallel 
sein,  folglich  muss  sich  verhalten: 

x‘ — x y‘ — y z‘ — z 

' a b c ’ 

was  in  der  That  zutrifft.  Denn  nach  den  Gleichungen  (14)  des 
gebrochenen  Lichtstrahles  ist 

x‘ — l'—a'r',  y‘  — y' = ß'r‘ , z‘ — %=i‘r'\ 

und  nach  den  Gleichungen  (16)  des  verlängerten  einfallenden 
Lichtstrahles  hat  man : 


. . M « » . W . M 

x~~% -an,r’  y—*—Pn‘r’  £=>V'r; 

daher,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  jenen  abzieht  und  die 
Ausdrücke  äus  (8)  einsetzt,  findet  man : 

, »V — na  mr ‘ . n'ß'  — nä  . mr ' 

n 1 n 4 * 
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also  in  Wirklichkeit  die  so  eben  bedungenen  Proportionen 

x' — x _ y'  —y z' — z _ mr^ 

a b c n' 

1 ’•  nt 

zur  Vergewisserung  von  der  Richtigkeit  unserer  Behauptung. 

6.  Um  aus  diesen  für  die  Lichtbrechung  gefundenen  Formeln 
sofort  jene  für  die  Zurückprallung  des  Lichtes  zu  erhalten, 
braucht  man,  dem  Art.  III.  gemäss,  blos  den  Brechungscxponen- 
ten  n' :n  — 1,  also  n'  = n,  und  zugleich  p = 180° — c,  also 
cos  p — — cos  s Zu  setzen. 

Für  den  auffallenden  Lichtstrahl  verbleiben  natürlich  die 
Gleichungen  (1)  bis  (6)  in  ihrer  Giltigkeit,  dagegen  findet  man 
für  den  zurückgeworfenen  Lichtstrahl  zuvörderst  vermöge 
(13)  die  Hilfszahl 

m = n.2cos£, 

sonach  zufolge  (8)  dieses  Strahles  Richtcosinus : 

Ia'  = a -J-2ncos*, 
ß'  = ß + 26  cos  £ , 
y‘  = y -f  2ccosr; 

und  gemäss  (15)  seine  Gleichungen: 

ar'-j—  ak_  y' — y— ßk  ^z'~  j- yk  _ 
y ' c-J-2acos£  /S-p26cos£  y-f2ccos£  ’ 

wozu  die  Ausdrücke  von  k und  cosr  aus  (6)  und  (5)  zu  entneh- 
men kommen. 

Der  laufende  Punkt  (x1 , y1 , z1 ; r')  dieses  zurückgeworfenen 
Lichtstrahls  steht  von  der  Trennungs-  oder  Spiegel -Ebene  iJ 
zufolge  Früherem  um  die  positive  Länge 

• > 

d1  — d — r‘  cos  £ 

ab,  folglich  liegt  er  und  mit  ihm  dieser  ganze  Strahl  auf  der  Vor- 
derseite der  spiegelnden  Ebene  oder  er  geht  ins  erste  Mittel 
wieder  zurück. 

Derselbe  Punkt  erhält  mit  demjenigen  Punkte  ( x,y , z;  r — k) 
der  Verlängerung  des  auffallenden  Lichtstrahles  einerlei  Projection 
in  der  Spiegel -Ebene,  für  welchen  r — k = r'  ist,  der  nemlich 
mit  ihm  gleichweit  vom  Einfallspunkte  absteht,  was  auch  aus  ande- 
ren einfachen  Betrachtungen  einleucbtet. 

Tlieil  XXXIV.  22 
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TI. 

Zweite  Aufgabe.  Wenn  die  krumme  Trennungs- 
fläche  zweier  Mittel  und  der  einfallende  Lichtstrahl 
(durch  ihre  Gleichungen)  gegeben  sind,  soll  a.  der  gebro- 
chene und  b.  der  zurückgewo.rfene  Strahl  gesucht 
werden. 

I.  Für  rechtwinkelige  Coordinaten  x,  y,  1 sei  die  Gleichung 
der  trennenden  Fläche  zweier  Mittel : 

(1)  f(x,  y,  z)  = 0, 

und  die  Gleichungen  des  einlallenden  Lichtstrahles  seien , wie  in 
der  ersten  Aufgabe : 

(2)  i^=ß. 

v ' a ß y 

Der  Einschnitt  dieser  Geraden  in  jene  Fläche  — der  Einfallspunkt 
(x,  y,  z;  R)  — ergibt  sich  aus  diesen  vier  Gleichungen,  und  zwar 
vielleicht  am  einfachsten,  wenn  mau  in  (I)  für  x,  y,  z ihre  Aus- 
drücke aus  (2): 

(3)  a:=£  + ßß,  y=t]  + ßR,  z=£+yÄ 

einstellt,  aus  der  so  entstehenden  Gleichung  den  Fahrstrahl  A* 
sucht  und  seinen  Ausdruck  wieder  in  (3)  einsetzt,  um  x,  y,  : 
zu  erhalten. 


Sei  nun  die  Differentialgleichung  der  Fläche 

(4)  df(x,  y,  i)z=pdx  + qdy  + rdz  — 0, 


und  seien  die  dreierlei  partiellen  Differentialquotienten  p,  y,r 
auf  den  Einfallspunkt  bezogen ; so  findet  man  die  Richtcosinus 
a,  b,  c des  Einfallslothes,  d.  i.  derjenigen  Hälfte  (oder  Richtung) 
der  Normale  zur  Trennungsfläche  am  Einfallspunkte,  welche  auf 
jene  Seite  der  Fläche  hingeht,  von  welcher  der  einfallende  Licht- 
strahl zur  Trennungsfläcbe  gelangt,  aus  den  Proportionen: 


(5) 

wofern 


(6) 


/>*+  9 2 + r*  = s* 


gesetzt  und  von  den  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Werthen 
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der  Hilfszabl  s derjenige  gewählt  »inj,  durch  den  dtf  Ijcgglichpn 
Richtcosinus  ihre  rechten  Qualitätszeichen  empfanden. 

Da  im  vorliegende^  Falle  die  krumme  Scheidungsfläche  der 
Mittel,  zufolge  des  Art.  V.,  durch  ihre  Berührungsebene  am  Ein- 
fallspunkte  vertreten  werden  kann,  so  dürfen  wir  sogleich  die  in 
der  ersten  Aufgabe  aufgefundenes  schliesslicben  Rechnungsvor- 
gänge in  Anwendung  bringen. 

Demgemäss  suchen  wir  vor  Allem  dep  spitzen  Emfa!(svvink;el 
c,  nach  V.  (5),  aus  dem  positiven  Ausdrucke 

.....  Pa  + qß  + *r 

{/)  cos  s - — 1 > 

dann  wie  früher  die  Hilfszahl 

(8)  m — n cos  e — V~  n'a  — n*sin  t1, 

oder  auch  vorerst  den  spitzen  Brechungswinkel  p aus 

(9)  s'n  p = “?sin  t, 
und  nachher  erst  diese  Hilfszahl 

(10)  m=ncosE — n'cosp. 

Sonach  erhalten  wrir»  zufolge  V.  (8),  des  gebrpchepen  Strahles 
Richtcosinus  ß' , ■/  aus 


| ny^t\a+™p, 

(11)  ( n'ß'  = n (S  + jtf, 

( n'-/—nyf  ™r, 

und  endlich  die  in  Frage  gestellten  Gleichungen  des  gebro- 
chenen Strahles: 

% x'  —1—aR ^y'  —y~ ßR _z'  — j—yR 

’ ’ ' nsa  -f  mp  nsß  -f  mq  nsy  + mr 

2.  Fpr  den  von  dersglhpn  Fl.fcb.e  agi  norolicben  Einfjallspunkte 
zurückgeworfenen  Strahl  erhalten  wir,  gemäss  V.  (17)  und 
(18),  seine  Richtcosinus  aus 

(13)  o’ !=  a d-2^?osE,  ß'=ß-t-2?cog e,  y'^y  + 2^posc, 

22* 
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und  seine  Gleichungen  in  der  Form 


(14) 


■t'  — j; — all y'  — — ßR t'  — f — yR 

sa  -f  2p  cos  £ — sß  + ‘Iq  cos  e «yd  2r  cos  f ‘ 


m 

Beispiel.  Die  brechende  oder  zurück  werfende 
krumme  Fläche  sei  ein  Elllpsoid. 

Versetzen  wir  die  Coordinatenaxen  in  die  Axen  des  Ellip- 
soids  selbst,  deren  Längen  2 A,  2 B,  2C  sein  sollen,  so  ist  seine 
Gleichung : 


(1) 


^ + i!-] 

A2  T B2  ' C2~  ’ 


und  wir  erhalten  für  den  Einfallspunkt  die  Coordinaten 
ar  = | + aR, 

y = y + ßR, 

i = g + yR 

und  den  Fahrstrahl  R aus 
oder  wenn  wir  abkürzend  setzen: 


(2) 

(3) 

aus 


£1  , fL-F 
A2  + B2  + c2~ 

fi  ■ ßn  . ii  _ p 

^2  + + C2- 


£Ä*+2FÄ+  J+^  + ft=l- 


Sonach  ist 
wofern  man  setzt : 


(. ER  + F)2=H 2, 

(P  , | , ya  W«  *i  ß n.r  SY 

m—h~\A2  + IP  + CVV^a+  £a  + cv4  ^+/f  B+Cc) 


oder 


(4) 


+ t + ?*  /ßt-nY  ("Lz&V 

A2  + B2  + C2~\  BC  ) ~A  CA  ) ~\~ÄB~)  ’ 
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und  daher  erhält  man  R ausgedrückt  mittels 

-F+IJ 


(5) 


R- 


E 


Differenzirt  man  die  Gleichung  (1),  so  gibt  sie 

Jjda:  + Jgdy  + = 0, 


folglich  ist ; 


(6) 


x | + aR 
P~A*—  Ä*~  ’ 

_ _ y _v+ßR 

<!  — uz  - £*—’ 

r—± -ttlß 

c2~  c* 


lind 

(7) 

wenn  man  abkürzend  setzt: 

az  ßz 


s*=LR*  + ‘2MR  + N, 


(8) 


A*+  B*  + C*~ 

+ fh.  . £ _ M 

A*  + B*  + C*~ 
£+£+£  -N 


Danach  findet  man  e aus 

(9)  cos  s~  — 

und  die  Hilfszabl  m aus: 


ER+F 


H 

s ’ 
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(10)  m—  — ( n~ ) — V" n'2 — na  -f-  («  ~)®. 

Zu  allen  diesen  vorbereiteten  Werthen  bieten  die  Gleichun- 
gen (12)  und  (14)  in  VI.  sofort  die  fraglichen  Gleichungen  des 
gebrochenen  und  des  zurückgeworfenen  Lichtstrahles. 
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XXI. 

Allgemeinere  BestimiABitg  def  Länge  von  Nonien  an 
Maassstäben. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilk.  Matzka , 

Professor  der  Mathematik  ah  der  Hochschule  in  Prag. 


Au  gerad-  und  kräislioigen  Maassstäben  pflegt  man,  zur  Mes- 
sung von  aliquoten  Tbeilen  oder  von  Brüchen  der  aüf  dem  Maass- 
stabe selbst  noch  aufgetragenen  kleinsten  Theilchen  (Strecken  oder 
Bogen),  oft  ein  kleines  Hilfsmaassstäbchen,  Nonius  oder  Ver- 
nier genannt,  daran  entlang  schleifbar,  anzubringen.  Die  Be- 
stimmung der  Länge  und  der  Gleichtheilung  dieses  Nonius  wird 
in  den  Lehrbüchern  der  angewandten  Geometrie  und  der  Physik 
immer  nur  in  beschränkter  Weise  gelehrt.  Gleichwohl  ist  noch 
eine  allgemeinere  solche  LäugenbeStimmung  der  Nonien, 
wenigstens  in  der  Lehre  (Theorie),  klüglich,  welche  unter  gewis- 
sen Umständen  dennoch  auch  zur  wirklichen  Ausführung  und 
Anwendung  (Praxis)  geeignet  sein  dürfte  *). 


I. 

Sei  überhaupt  die  kleinste  auf  einem  solchen  Maassstahe 
noch  aufgetragene  Länge  = p,  jeder  der  auf  dem  Nonius  heflnd- 


*)  Ihre  Grundlinien  und  ihr  Ilauptergebnia«  hatte  ich  bereite  im 
Juni  1849  in  meinen  Vorlesungen  über  praktische  Geometrie  üfa  königl. 
bdlimidch^h  ständischen  Polytechnikum  hier,  so  Wie  auch  am  14.  Ja- 
nuar 1856  in  tfeV  fctzrtfi£  der  uhd  ihathematiifchen 

Scction  der  hiesigen  königl.  höhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten vorgetragen,  wie  in  den  t, Abhandlungen  dieser  Gesellschaft“,  5te 
Folge,  9ter  Band,  Prag  1857,  auf  Seite  51.  der  ,, Geschichte  der  Ge- 
sellschaft“ berichtet  wird. 
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lieben  gleichen  Theile  = v,  und  denke  man  eich  den  Anfangs- 
o«ler  Nullstrich  des  Nonius  in  der  Verlängerung  eines  Theiletrichs 
des  Maassstabes,  welchen  Theilstrich  wir  hier  kurz  auch  als  den 
nullten  des  Maassstabes  zählen  wollen,  so  ist  der  Unterschied 
zwischen  einem  Noniustbeil  v und  einem  Maassstabtheil  p,  oder 
der  Abstand  des  ersten  Noniusstriches  vom  ersten  Maassstabstriche 

entweder  v — p oder  p — v, 
je  nachdem  v > p oder  *<fi  ist. 

Soll  dieser  Unterschied  oder  Zwischenraum  etliche  aliquote, 
etwa  i der  nten  Theile  des  Maassstabtbeilchens  p betragen,  folglich 


U n, 

v — p—i-  oder  u — v — i~ 

' n r n 

sein,  so  muss 

, . ” + « , n — i 

hier  v-—^-p,  da  v = —^~p, 


also  nenn  man 


setzt, 


n i i = m 


mp 

n 


gemacht  werden,  nemlich  es  muss  eine  gewisse  Anzahl  (in)  Maass- 
stabtheilchen  (p)  auf  den  Nonius  übertragen  und  sohin  dessen 
Länge  mp  in  n gleiche  Theilchen  ( v ) getheilt  werden.  Hiernach 
trägt  es  sich  also  um  jene  Anzahl  m auf  den  Nonius  zu  über- 
setzender Maassstabtheilchen,  insofern  der  Nenner  oder  die  An- 
zahl n der  Gleichtheile  des  Nonius  wie  fast  immer  als  angegeben 
vorausgesetzt  wird. 

Demgemäss  ist  der  Abstand  des  pten  Theilstrichs  des  Nonius 
vom  pten  Theilstriche  des  Maassstabes  oder  der  Unterschied  der 
Längen  pv  und  pp  entweder  , 

pv -pp  =p  (y  - p)  =^V 

oder 


pp  - pv=p  (p  — v)=P‘  p , 

nemlich  immer  das  pfache  des  Zwischenraums  ihrer  beiderlei 
ersten  Theilstriche. 
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8. 

Nun  gebe  das  Product  pi  durch  n gethellt  zum  Quotus  9 und 
zum  gewöhnlichen,  stets  unter  c^em  Theiler  n bleibenden  positi- 
ven Reste  r,  nemlich 

pi  = nq  -f  r, 

so  wird 

I.  im  ersten  Falle,  wo  v>ft  ist,  der  Zwischenraum 

pv—  pft  = 9ft  + r^ 

und  hiernach 

pv  — (p  + <j)p  = r-  = eP, 

d.  h.  der  Abstand  ep  des  pten  Theilstriches  des  Nonius  vor  dem 
(p  + 9)ten  Theilslriche  des  Maassstabes  beträgt  r der  «ten  Theile 
des  Maassstabtheilchens  ft. 

Steht  nemlich  in  der  Urstellung  (Taf.  III.  Fig.  5.)  mit  dem  Uten 
Theilstriche  a des  Maassstabes  M der  Ote  Theilstrich  b des  No- 
nius N uberein,  so  ist  am  pten  Theilstriche  d des  Nonius  die 
bd~pv,  dagegen  am  (p-ff/)ten  Theilstriche  c des  Maassstabes 
die  nc  = (p  + 9) ft;  mithin  steht  der  Noniusstricb  d vor  dem 
Maassstabstriche  c um  die  Länge 

cd=bd — ac=zeB=r  -• 
p n 

und  man  sieht  sich  demgemäss  aufgefordert,  au  den  pteu  Theil- 
strich rf  des  Nonius  den  Zähler  r der  nten  Theile  von  ft,  folglich 
an  den  Uten  Theilstrich  b desselben  den  Zähler  0 zu  setzen. 

II.  Im  zweiten  Falle,  wo  v<ft  ist,  wird  die  Zwischen  weite 

. PP  — pv  = 9p  + r jj 

und  hiernach 

(p-9)ft-pv=  v^  = ej,, 

d.  i.  der  pte  Theilstrich  des  Nonius  steht  hinter  dem  (p  — 9)ten 
Theilstriche  des  Maasstabes  um  r der  nten  Theile  des  ft. 

Steht  nemlich  in  der  Urstellung  (Taf.  III.  Fig.  6.)  mit  dem 
Oten  Theilstriche  a des  Maassstabes  M der  Ote  Theilstrich  b des 
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Nonius  N in  gerader  Linie,  so  ist  am  pten  Tbeilstricbe  d des 
Nonius  wieder  die  bd  = pv,  dagegen  am  (p— g>)ten  Theilstriche 
c des  Maassstabes  die  ac  = (p — q) p;  mithin  steht  der  Nonius- 
strich d hinter  dem  Maassstabstriche  c um  die  Länge 

cd  = ac — bd  = ev=r-  , 

F n 

und  man  sieht  sieb  auch  hier  veranlasst,  zum  pten  Theilstriche  d 
des  Nonius  den  Zahler  r der  «teil  Theile  des  fi  zu  schreiben. 


3. 

Wenn  demnach  bei  dem  Abmessen  einer  bestimmten 
Länge  fb  der  pte  Theilstrich  d des  Nonius  N mit  einem  gewis- 
sen Theilstriche  des  Maassstabes,  namentlich 

I.  da,  wo  ist,  mit  dem  (p  -f  y)ten  Theilstriche  c des 

Maassstabes  M (l’af.  111.  Fig.  7.)  in  einerlei  Gerade  lallt;  so  ist 
von  den  in  Taf.  III.  Fig.5.  übereingefallenen  zwei  Nullstrichen  der 
'mit  b bezeichnete  Nullstrich  des  Nonius  hinter  den  Nullstrich  a 
des  Maassstabes  um  ab  der  Taf. III.  Fig.  7.  z=cd  der  Taf.  III. 
Fig.5.  zurück  oder  um  dieses  Streckchen  vom  Anfangspunkte  f 
der  zu  messenden  Länge  fb  weiter  gerückt.  Denn  es  ist  in  Taf.  III. 

Fig.  7.  ab—db  — ca  = cd  der  Taf.  III.  Fig.  5.  =ep=r-.  Ist  nun 
fa  = kji,  so  ist  das  Maass  der  vorgelegten  Länge: 

/»  = (*+£)(*• 

II.  Wenn  hingegen  da,  wo  v<ft  ist,  der  pte  Theilstrich  d 
des  Nonius  mit  dem  (p  — q)te n Theilstriche  c des  Maassstabes 
J!/  in  Taf.  III.  Fig.  8.  in  einerlei  Gerade  zu  stehen  kommt,"  so  ist 
von  den  in  Taf.  111.  Fig.  6.  übereingefallenen  zwei  Nullstricben  der 
mit  6 bezeichnete  Nullstrich  des  Nonius  vor  den  Nullstrich  des 
Maassstabes  um  ab  der  Taf.  111.  Fig.  8.  = cd  der  Taf.  III.  Fig.  6. 
vorwärts  oder  um  dieses  Strecklein  vom  Anfänge  f der  abzumes- 
senden Länge  fb  weiter  gerückt.  Denn  es  ist  in  Taf.  III.  Fig.  8. 

ab  — ac  — bd—cd  der  Taf.  111.  Fig.  6.  —e,p~T^- 

Ist  nun  fa  = ftp,  so  ist  auch  hier  das  Maass  der  vorliegen- 
den Länge 

/»  = (*+£)**• 
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4. 

Damit  aber,  wie'  es  erforderlich  ist,  der  Ergünzungsbruch 

ep=  - ft  jede  Anzahl  nter  Tbeile  von  ft,  nemiich  0,  1,  2 (»  — 1) 

solche  Theile,  betrage,  wenn  die  Nummer  p des  Noniusstricbs 
die  natürliche  Zahlenreihe  0,  I,  2, ....  in — I)  durchgeht;  muss 
der  bei  der  Tbeilung  von  pi  durch  n riiclcbleibende  Rest  r durch- 
aus verschieden  ausfallen,  und  sonach  darf  der  beständige  Unter- 
schied t keinen  Theiler  mit  n gemeinschaftlich  haben.  Denn  wenn 
lur  p und  p'  derselbe  Rest  r entfiele,  folglich 

pi  = -f  r und  p'i  = nq'  + r 
würde,  dann  müsste 

(p'—p)i  = n(q'—q) 

sein,  mithin,  weil  p und  p‘ , also  um  so- mehr  p' — p kleiner  als 
n ist,  t mindestens  einen  gemeinschaftlichen  Tbeiler  mit  « haben, 
wenn  nicht  durch  selbe  theifbar  sein.  Da  jedoch  entweder 
i=m — n oder  i — n — nt  ist,  so  müsste  auch  m wenigstens  mit 
n einen  Theiler  gemeinsam  haben  oder  hiedurch  theilbar  sein. 
Damit  demnach  von  den  n möglichen  Resten  r keine 
zwei  gleich  ausfallen,  müssen  die  Anzahlen  m und  n 
Primzahlen  unter  sich  oder  gegen  einander  prim  sein; 
und  nach  dieser  einfachen  Anforderung  hat  mau  sohin  zu  jedem 
angegebenen  Tbeiler  n die  Anzahl  m der  vom  Maassstabe  auf 
den  Nonius  zu  übertragenden  kleinsten  Maassstabtheilchen  ft  zu 
wählen. 

Z.  B.  zum  Theiler  n = 10 

passen  die  Anzahlen  m = 3 , 7,  9,  11,  13,  17,  19,....; 

für  den  Tbeiler  n = 12 

eignen  sich  die  Anzahlen  m = 5,  7,  11,  13,  17,  19, .... ; 

und  für  den  Theiler  n=s:15 

taugen  die  Anzahlen  m—4,  7,  8,  11,  13,  14,  16,  17,  19 

Wählt  man  zum  Theiler  n = 10  die  Anzahl  m=7,  so  ist 
z=n  — m = 3;  oder  wählt  man  hiefür  die  Anzahl  m — 13,  so  ist 
t=m — n auch  =3;  folglich  erhält  man  beide  Male 

zur  Nummer  p =0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 

den  Dividend  pi—0,  3 , 6 , 9,  12,  15,  18,  21,  24  , 27, 

also  den  Rest  r =0,  3,  6,  9,  2,  5,  8,  1,  4 7. 
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Auch  kann  man  überhäupt  die  fragliche  Anzahl 
m = n ^ i 

ansetzen,  wofern  man  nur  i gegen  n prim'  wählt.  Für 
gleiche  subtractive  und  additive  i ergibt  sich  dann  natürlich  eine 
und  dieselbe  Reihenfolge  der  Reste  r. 

Z.  B.  emn  T heiler  n s=  19  kenn  man 

i±z  f , 5,  7,  folglich  die  Anzahl 

m = 1 1 , 7,  5 oder 

= 13,  17,  19  wählen. 

Für  f= 5 oder  für  m — 7 dnd  m — 17  erhält  man  demnach 

zum  Noniusstrich  Numider  /»=0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10/  11, 
den  Rest  oder  Zähler  r=0,  5,  10,  3,  8,  1,  6,  11,  4,  9,  2,  7. 

Die  in  diesen  Beispielen  aulgefundenen  Reste  sind  demnach 
in  denselben  Reihenfolgen  den  nach  einander  kommenden  Tbeil- 
strichen  des  Nonius  als  Abzähler,  dort  von  lOteln,  hier  von  l'iteln, 
des  kleinsten  Maassstabtheilcbens  beizusetzen. 

Da  man  beim  Ablesen  der  Abmessungen  ohnehin  jedesmal 
nachsehen  muss,  welcher  Theilstrich  des  Nonios  mit  einem  Theil- 
striche  des  Mäassstabcs  übereinfalle;  so  kann  man  an  demselben 
Noniusstriche  offenbar  auch  sofort  ganz  leicht  den  Zähler  der 
aliquoten  oder  Brilchthefle  des  kleinsten  Maasssfabstreckchens 
ablesen ; deshalb  ist  es  für  die  Praxis  keineswegs  unerlässlich, 
dass  die  auf  dem  Nonius  anzusetzenden  Zähler  gerade  in  natür- 
licher Reihung  auf  einander  folgen. 


A. 

Um  ndeh  über  die  Abfolge  der  Zähler  oder  Redte  t,  bei 
natürlicher  Anordnung  der  Nummern  p der  Nobiosstriche,  Auf- 
schluss zh  erhalten,  betrachten  Wir  abermals  die  allgemeine  Thei- 
lungsgleichung 

pi  = nq  + r 

und  lassen  die  Ordnungszahl  p des  Nbniusstricbs  auf  die  um  -dp 
höhere  p -f-  dp  aufsteigen.  Dann  erhebt  sieb  der  Quotus  <y  auf 
q+dq  und  det  Rest  r auf  r-fzfr»  mithin  ist  auch: 

(P+  4p)i=n(q  + dq)  + (r+  dr), 

und  wenn  man  hievon  die  vorige  Gleichung  abzieht,  die  allge- 
meine Differenzengleichung : 
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i4p  = n4q  -f  4r. 

Durchgeht  man  die  Tbeilstriche  des  Nonius  der  Reibe  nach 
vom  Oten  bis  zum  (n— l)ten,  so  ist  die  Steigung  ihrer  Nummern 
stets  4p  s=  1 , also 

i = n4q  + 4t. 

I.  Sollen  hierbei  auch  die  Reste  r in  ihrer  natürlichen 
Ordnung  ansteigen,  soll  also  4r=  1 bleiben,  so  muss  man 
wählen  : 

i=zil4q  -f  1 , 

und  sonach  kann,  weil  i so  wie  n nur  positiv  gehalten  wurden, 
auch  4q  nicht  negativ  ausfallen.  Da  ferner,  wenn  man  m—n — » 
wählt,  m nicht  negativ  werden  darf,  und  wenn  man  m = n-\-i 
setzt,  die  Länge  nift  des  Nonius  möglichst  klein  gemacht  werden 
soll;  so  wird  man  immer  i <n  wählen  — was  auch  mit  der  Grund- 
bedeutung von  i als  Zähler  eines  echten  Bruches  im  Einklänge 
steht  — ; mithin  kann  hier  blos  4q  = 0 und  i=l  sein,  und  so- 
hin ist  die  fragliche  Anzahl 

Dies  ist  bekanntlich  die  übliche  Bestimmungszahl  der  auf 
den  Nonius  zu  übertragenden  Massstabtbeile. 

II.  Aus  obiger  Differenzengleichung  folgt  noch  für  4p  = 1 
die  in  Frage  gestellte  Aenderung  des  Restes 

4t  — i — n4q. 

Weil  nun  jederzeit  t<n  sein  muss,  kann  nur  zusammen  bestehen 
4q  — 0 mit  4r—i 
und  4q  — 1 mit  4t— — (»• — t), 

d.  h.  bei  der  Theilung  der  geordneten  Vielfachen  pi  — 0,  i,  2 

(n — l)i  durch  n kann  der  entfallende  Rest  r nur  entweder, 

wenn  der  Quotus  q ungeändert  bleibt,  um  t wachsen  oder,  wenn 
der  Quotus  q um  1 steigt,  um  n — i abnehmen. 

So  überzeugt  man  sieb  an  obigen  Beispielen,  dass  bei  n=10 
und  i = 3 die  Reste  der  Reihe  nach  gewöhnlich  um  3 steigen 
und  nur  ausnahmsweis  um  7 fallen;  so  wie,  dass  bei  n = 12 
und  t = 5 die  Reste  bald  um  5 steigen,  bald  um  7 sinken. 
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XXII. 

Ein  kritischer  Nachtrag  zur  Geschichte  der  Erfindung 
der  Logarithmen, 

mit  Beziehung;  auf  Abhandlung  III.  im  I5ten  Theil,  2.  Heft, 
S.  121.  — 196.  im  Archiv,  1850. 

L ' 

Von 

Herrn  l)r.  fVilh.  Maizka, 

Professur  der  Mathematik  an  der  Hochselmle  zu  Prag. 


Eine  akademische  Gelegenheitsrede  gab  mir  im  verliehenen 
April  Veranlassung,  noch  einmal  über  den  Werth  der  Leistungen 
beider,  gewöhnlich  dafür  ausgegebenen , Erfinder  der  Logarithmen 
nachzudenken;  vielleicht  dürfte  die  Veröffentlichung  der  gewon- 
nenen Ergebnisse  dieser  Forschung  auch  dem  grösseren  mathe- 
matischen Leserkreise  nicht  unwillkommen  sein. 

A.  John  Kieper. 

I.  Neper’s  Erklärungsweise  der  Logarithmen  mittels  Zusam- 
menhaltens zweier  gleichzeitigen  geradlinigen  Bewegungen  zweier 
Punkte,  und  zwar  einer  gleichförmigen  mit  einer  in  veränder- 
lichem Verhältnisse  verzögerten,  welch’  beide  mit  einerlei  Ge- 
schwindigkeit anheben  *),  erscheint  beim  erstmaligen  Vernehmen 
und  obenhin  Besehen  allerdings  nicht  wenig  sonderbar;  allein  bei 
längerer  und  genauerer  Durchforschung  überzeugt  man  sich  mit 
aufrichtiger  Bewunderung,  dass  selbe  in  Bezug  auf  scharfe  Kenn- 
zeichnung der  innersten  Wesenheit  der  allgemeinen  Zahlen,  also  auch 
ihrer  Logarithmen,  eine  Vortrefflichkeit  besitzt,  welche  durchweg 
allen  nachgefolgten  Erklärungen  desselben  Gegenstandes  abgebt. 

*)  Archiv  a.  a.  O.  S.  122 — 124. 
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Sie  schlosst  nemlich  in  sich  das  am  spätesten  von  den  kri- 
tischen Mathematikern  erkannte  und  den  Begriff  der  allgemeinen 
Zahl  vervollständigende  Merkmal  der  Stetigkeit  (ContinuitSt) 
der  Zahlen  Oberhaupt,  bei  Neper  insbesondere  die  Stetigkeit 
der  Logarithmen  und  ihrer  Logarithmande,  das  ist  desjenigen 
Zahlen,  denen  sie  angehören,  und  es  möchte  diese  Begriffsent- 
wickelung  der  Logarithmen  durch  Neper,  in  der  allmälichen  Her- 
ausbildung der  allgemeinen  Grössen-  und  Zahlenlehre,  svohl  der 
erste  Fall  sein,  wo  dieser,  für  die  höhere  Analysis  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Erforschung  der  Linien  und  Flächen  völlig 
unumgängliche  und  unentbehrliche  Begriff  mit  berücksichti- 
get ward. 

Nach  Neper’s  Begriffsbestimmung  stellt  der  Weg,  der  von 
seinem  zuerst  angenommenen  gleichförmig  (in  gleichen  Zeiten 
gleich  weit)  vorrückenden  Punkte  jeweilig  zurückgelegt  wird,  den 
Logarithmus  desjenigen  Weges  vor,  den  der  andere  Hilfspunkt 
bis  zu  einem  vorgesteckten  Ziele  hin  noch  zu  durchlaufen  hat; 
wofern  seine  Geschwindigkeit  und  deren  Verzögerung  (negative 
Beschleunigung  — Acceteration  — -)  stets  eben  diesem  noch  za 
durchlaufenden  Wege  proportionirt  bleibt. 

Beide  Wege  als  solche  — mithin  auch  der  von  ihnen  vorge- 
stellte oder  abgebildete  Logarithmus  und  Logaritbmand  — 'ändern 
si.ch  nun  stetig  oder  mit  Stetigkeit,  d.  b.  sie  durchgeben  gleich- 
zeitig oder  mit  einander  Schritt  haltend  allmälioh  alle  Zwischen- 
stufen von  .Grösse  oder  Grossheit  (magnitudo,  quantitas)  ohne 
Uehergebung  auch  nur  einer  einzigen  solchen  Stufe;  mithin  neh- 
men bei  Neper’«  Anordnung  einerseits  die  Logarithmande  oder 
Zahlen  stetig  ab,  andererseits  ihre  Logarithmen  stetig  zu. 

II.  Treffendere  und  verständlichere  Bilder  für  derlei  gleich- 
zeitige und  stetige  Aendetungen  zusammenhängender  Veränder- 
lichen, w;ie  die  von  Neper  gewählten  neben  und  mit  einander 
bestehenden  Bewegungen  stofflicher  Punktp  besitzen  wir  aber 
nicht.  Denn  die  einfachste  und  , allbekannte  stetig  wachsende, 
gleichsam  fortfliessende  (jlrösse  ist  die  Zeit  — Dagerzeit  einer 
Erscheinung  — ; die  nächste  eben , so  einfache  stetig  zur  oder  ab- 
nehmende Grösse  ist  ein  gerader  VV  e g,  den  ein  nach  eine/n  be- 
stimmten Gesetze  bewegter  Stoffpqnkt  entweder  bereits  zurück- 
gelegt hat  pder  erst  noch  zurücklegen  soll. 

Dagegen  erfassen  die  .übrigen  E^ftrer  ,der  .Logarithrflep  ypp 
Zahlen  npr  Reihen  von,  jp  gelassen  Abset/en  oder  Z\vischep- 
w eiten  auf  einander  folgenden,  also  gplrgnpjep  Ständen  i(StMi<?P) 
solcher  gleichzeitig  vor  sich  gehenden  Bewegungen  mit  den , ent- 
weder durchlaufenen  oder  noch  bestehenden  Wegstrecken. 
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Freilich  (ur  die  wirkliche  Ausrechnung  der  Logarithmen  zy 
voraus  gestellte»  K eiten  von  Zgfelen  wie  zu  jener  der  Sinus  und 
Tangenten  der  von  KO  Graden  an  iuinutwwejse  abnehmende« 
Winkel  oder  Kreisbogen,,  vermochte  Ne  per  .auch  flieht  ander*, 
nls  seine  Nachfolger  vorauszugehen;  auch  er  musste  Reihen 
zusammengehöriger  Wegstrecken  neben  einander  stellen,  eine 
arithmetische  steigende,  welche  die  Logarithmen,  und  eine  geo. 
metrisch  fallende,  welche  die  Zahlen  derselben  verbildlicht.  Allein 
Ke  i hen  steilen  — wie  JNeper  sehr  scharfsichtig  herausgeföblt 
hatte  — keineswegs  stetig  oder  fliessend  sich  ändernde  Grös- 
sen, sondern  jedesmal  nur  sprung-  oder  ruck  weis  abgeänderte 
Werthe  gewisser  veränderlichen  Grössen  vor;  sie  sind  und  blei- 
b.eu  io  ihrem  Laufe  immer  unstetig  (discontiuuirlich).  Deshalb 
kann  irgend  eine  willkürlich  festgesetzte  Grösse  nur  zufällig  in 
einer  gesetzmässigen  Reihe  von  Grössen  derselben  Art  Vor- 
kommen, in  der  Meistzahl  der  Talle  alter  lediglich  zwischen  ein 
Paar  Nachbarglieder  dieser  Reihe  hineinfallen , wogegen  eine  in 
zureichendem  Umfange  stetig  wachsende  oder  abnehmende  Ver- 
änderliche dieser  Art  auch  jene  festgesetzte  Grösse  notliwendig 
durchwandern  muss. 

Zwar  kann  man,  durch  Einschieben  oder  Einschalten  einer 
nach  dem  nemlicben  Gesetze  gebildeten  Hilfsreihe  zwischen  jenes 
Paar  benachbarter  Glieder,  die  Haup-treihe  vervollständigen, 
ihre  Lücken  so  schmälern,  dass  sie  entweder  auch  jene  gewisse 
vorgelegte  Grösse  selbst  mit  enthält  oder  mindestens  möglichst 
eng  sieb  an  selbe  nnschliesst;  allein  nothwendig  und  vollständig 
erreichen  muss  sie  dieselbe  doch  keineswegs,  namentlich  in 
den  so  unendlich  häufigen  Fällen  nicht,  wo  diese  voraus  festge- 
stellte Grösse  in  Bezug  auf  die  Messeinheit  ihrer  Art  einen  irra- 
tionalen Zahlwerth  besitzt.  'Somit  muss  bei  der  Aneinanderstellung 
einer  geometrischen  Reihe  von  Zahlen  und  einer  arithmetischen 
Reibe  ihrer  Logarithmen  erst  noch  scharf  dargethan  werden, 
dass  jeglicher  Zahl,  sie  sei  ganz  oder  gebrochen,  rational  oder 
irrational,  ein  und  nur  ein  Logarithme  entspreche  und  umge- 
kehrt; bei  Neper's  bildlicher  Darstellung  durch  sein  .Paar  gleich- 
zeitiger Bewegungen  drängt  sich  diese  Wab rheit  ganz  unbe- 
zweifelbar  von  selbst  auf. 

III.  Bevor  wir  diesen  grossen  Denker  verlassen,  möge  es 
noch  erlaubt  sein,  wenn  es  auch  hier  weniger  zur  Sache  gehören 
mag,  die  Arten  oder  Gesetze  dieser  zweierlei  Bewegungen,  be- 
sonders der  letzteren,  etwas  genauer  zu  besehen. 

Den  ersten  Stoffpunkt  denkt  sich  Neper  gleichförmig 
in’s  Unbestimmte  hinaus  auf  gerader  Bahn  bewegt.  Dieser  lege 
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nun  während  der  vom  Zeitpunkte  Null  an  beginnenden  und  fort- 
fliessenden  Zeit  t den  Weg  x,  also  ira  Zeitelemente  dt  das  nächst- 
folgende Wegstreckchen  dx  zurück;  so  ist,  weil  der  Punkt  in 
jederlei  gleichdauernden  Zeiten  gleichlange  Wege  zurücklegt,  seine 

Geschwindigkeit  u oder  ^ dem,  in  jeder  von  wann  immer  aoge- 

• fangen  gerechneten  Zeiteinheit  zurückgelegten , also  sich  immer 
gleich  bleibenden  Wege,  dessen  Länge  k heissen  möge,  gleich; 
nemiich  es  ist  des  bewegten  Stofftheilchens  Geschwindigkeit 

dx 

u~~di~k% 

Daraus  folgt  die  Beschleunigung  (Acceleration)  dieser  Be- 
wegung, das  Differentialverhältniss  ihrer  Geschwindigkeit  zur  Zeit, 

du cPx 

dt 

d.  i.  gleich  Null  oder  es  besteht  hier  keinerlei  Beschleunigung. 

. Umgekehrt  gibt  die  Integration  der  ersteren  Differentialglei- 
chung, wenn  man  sie  von  t = 0 und  x = 0 anfangen  lässt,  die 
endliche  und  erschöpfende  Bewegungsgleichung,  bestimmend  den 
vom  Beweglichen  jeweilig  durchlaufenen  Weg 

x — kt. 

Den  zweiten  Stoffpunkt  denkt  sich  Neper  auf  einer  anderen 
Geraden  ungleichförmig  fortschreitend,  zur  Zeit  0 von  seiner 
Zielstelle  um  die  Strecke  q abstehend  und  in  derselben  früher 
betrachteten  Zeit  t den  Weg  z dermassen  zurücklegend,  dass 
der  Punkt  am  Schlüsse  derselben  noch  um  die  Strecke 


y — Q — z 

von  seinem  Zielpunkte  abstehe.  Im  nachfolgenden  Zeittheilcheu 
dt  durchlaufe  er  das  Wegtheilchen  dz  und  nähere  sich  seinem 
Ziele  um  dy  = ^~  dz  mit  einer  Geschwindigkeit 

dz — dy 

v dt  ~ dt 

Diese  nun  soll  dem  zurückzulegenden  Wege  y proportionirt  sein, 
also  zu  ihm  sich  so  verhalten,  wie  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit x vom  anfänglichen  Abstande  q des  bewegten  Punktes 
von  seinem  Ziele  oder  auch  wie  diejenige  Geschwindigkeit  c des 
Beweglichen  da,  wo  es  um  die  Längeneinheit  oderum  die  Länge 
I noch  vom  Ziele  absteht,  das  ist:  es  soll  sich  verhalten 
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v * c 

y-p  = T = c* 

oder  die  zur  Zeit  t eintretende  wandelbare  Geschwindig- 
keit soll  sein: 

t=}9  = c!l’ 

und  die  Anfangsgeschwindigkeit  x = cg. 

Dann  ist  die  Beschleunigung  dieser  Geschwindigkeit: 
de  du 

°~di—cdt 

oder  auch  G = — e^y,  folglich  ebenfalls  proportionirt  dem  noch 
bis  an  s Ziel  hin  bevorstehenden  Wege  y. 

Die  zu  Anfang  der  Bewegung,  nemlich  bei  < = 0 und  y = g, 
stattfindende  Beschleunigung  der  Anfangsgeschwindigkeit  x ist 
sonach 

sa 

Y=~  c=-j. 


und  die  wandelbare  Beschleunigung  : 


c=J»=!r. 


oder  es  verhfilt  sich  auch : 


Bei  dieser  Bewegung  ist  demnach  eben  so,  wie  bei  den  pen- 
d eiartigen  Schwingungen  oder  Erzitterungen  kleinster  Stofftbeil- 
chen  um  ihre  urantangliche  Ruhelage,  die  Beschleunigung  dem 
jeweiligen  Abstande  des  Beweglichen  von  einem  gewissen  fest- 
stehenden Punkte  (im  letzteren  Falle  von  der  Ruhelage)  propor- 
tionirt; nur  ist  bei  derlei  Schwingungen  das  jeweilige  Verhältnis« 
der  Beschleunigung  G zum  Abstande  y des  Beweglichen  vom  Ziele 
positiv,  in  Neper's  zweitem  Bewegungsfalle  hingegen  negativ. 

Aus  der  leicht  herstellbaren  Differentialgleichung  der  Bewegung 
— dy 

v = ~dt  =e!> 

folgt  sofort: 

=^=cdt; 

y 

Theil  XXXIV.  23 
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daher,  wenn  man  von  < = 0 und  y = pi"  integrirt,  ist  (in  natür- 
lichen Logarithmen,  die  wir  blos  durch  l audeuten): 


folglich 


= ct, 


y 


Sonach  findet  man  für  jede  Zeit  t den  Abstand  de»  beweg- 
ten Punktes  von  seinem  Ziele : 

yz=Qe-ct, 

den  durchlaufenen  Weg: 

i—  g(l  — e~ct) , 

die  Geschwindigkeit: 

v — xe-®*, 

und  die  Beschleunigung: 

G — • — cxe~ct. 

Aus  der  letztem  findet  man  noch  das  Differential- Verhältnis* 
der  Beschleunigung  zur  Zeit: 

dG 


dt 


— c2ne~ct  = c2v , 


welches  daher  immer  positiv  ausfällt. 

Im  Verlaufe  der  Zeit  nähert  sich  demnach  der  bewegliche 
Punkt  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  und  mit  einer  mehr  und 
mehr  zunehmenden  Verzögerung  seinem  Ziele,  ohne  jedoch  die- 
ses Ziel  je  vollkommen  zu  erreichen.  Denn  nie  kann  der  Abstand 

y=pe-ct 

des  Beweglichen  vom  .Ziele  streng  Null  (aufgehoben,  zu  nicht») 
werden,  wenn  er  auch  bei  unendlichem  Wachsen  der  Zeit  t un- 
endlich abnimmt.  « 

Während  demnach  im  steten  Fortlaufe  der  mit  Null  anheben- 
den Zeit  t der  Legarithme  x von  Null  au  über  alle  Grenzen  hin- 
aus wächst,  nimmt  die  Zahl  y,  welcher  er  angehört,  von  ihrem 
Anfangswerthe  pan  unaufhörlich  ab  und  strebt  der  Null  als  Grenze  zu. 

IV.  Noch  durfte  folgende  Bemerkung  nichtohne  Interesse  sein. 

Neper  hat  sich  die  Bewegungen  beider  Stoffpunkte  in  belie- 
bigen Geraden  vor  sich  gehend  gedacht,  da  es  für  seinen  Zwect 
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ganz  gleicbgiltig  war,  wie  er  diese  geraden  Bahnen  gegen  ein- 
ander stellte.  Man  möchte  hiebei  fast  bedauern,  dass  er  nicht 
auf  den  Gedanken  gerieth,  sie  auf  einander  senkrecht  zu  stel- 
len, weil  dann  diese  zwei  gleichzeitigen,  gegen  einander  senk- 
recht gerichteten  Bewegungen  sich  in  eine  einzige  krummlinige 
zusammengesetzt  batten;  nemlich,  weil  er  dann  jene  zwei  gerad- 
linigen Bewegungen  als  die  Bewegungen  der  Fusspunkte  P und 
Q (Taf.  Hl.  Fig.  9.)  derjenigen  Senkrechten  MP,  MQ  hätte  an- 
schauen können,  welche  aus  einem,  auf  einer  krummen  Linie//; 
sich  bewegenden  l’unkte  M auf  zwei  sich  senkrecht  durehscbnei- 
dende  Axen  Ox,  Oy  geführt  werden. 

Sei  nemlich  zur  Zeit  Null  der  bewegliche  Punkt  auf  der 
Geraden  Ox  in  D,  der  auf  der  Oy  sich  bewegende  Punkt  in  E, 
folglich  der  die  krumme  Linie  Hz  durchlaufende  Punkt  in  A,  dem 
Durchschnitte  der  in  D und  E auf  Ox  und  Oy  senkrecht  aufge- 
stellten Geraden.  Seien  OD  = | und  OE  = y die  Abstände  der 
Punkte  D und  E von  O.  Zur  Zeit  t befinde  sich  der  erstere 
Stoffpunkt  in  P,  der  zweite  in  Q und  der  auf  der  Krummen  Az 
sich  bewegende  Punkt  in  M,  und  seien  OP  — x'  und  OQ^y' 
die  Abstände  der  Punkte  P und  Q von  O.  Auf  der  Ox  wurde 
von  l)  aus  in  gleichförmigem  Fortschritt  der  Weg 

I)P  = x — kt 

zurückgelegt,  also  ist 


und 


OP-£  + x=x' 
x'=£  + kt. 


Auf  der  Oy  sei  C das  Ziel  des  bewegten  Stoffpunktes,  also 
EC—  q und 


' QC  — y — qe-ct , 

mithin 


OQ  = OE  - EC  + CQ , 


folglich 


y'  — y — Q Ar  y, 
y'  — V—  9 p 


Hätte  dann  Neper  die  veränderlichen  Abstände  der  beweg- 
lichen Punkte  von  ö aus  gerechnet,  nemlich  OP=x'  und  OQ=y' 
angenommen,  und  hätte  er  den  Abstand  x'  den  Logarithmus  von 
y genannt;  ’so  batte  er  den  Zusammenhang  dieser  zwei  Abstände 
— gegenwärtig  Coordinaten  benannt  — durch  diese  Gleichung 

23* 
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x'  = Logy' 

dargestellt,  und  so  wurde  er  der  Erste  die  später  von  Des  Car- 
tes  ersonnene  Darstellung  krummer  Linien  durch  Gleichungen 
zwischen  gewissen  Strecken  und  Winkeln  (Coordinaten)  bereits 
ausgeführt  haben. 

Es  würde  hiebei  ganz  natürlich  gewesen  sein,  wenn  Neper 
zur  Vereinfachung  seiner  Untersuchungen,  wie  es  ihm  frei  stand, 
in  Taf.  III.  Fig.  9.  den  Ausgangspunkt  D des  ersten  Stofftbeil- 
chens  auch  zum  Zielpunkte  C des  zweiten  gewählt  hätte,  nem- 
lich  wenn  er  OD=  | = 0 und  EO  — EC,  also  tj  — Q gemacht 
hätte.  Da  wäre  OP=  DP , OQ=CQ  oder  in  der  eifacheren 
Taf.  III.  Fig.  10. : 

x1  = x—OP,  y'—y—OQ, 

also 

x—kt,  y — qe~et 

das  Paar  der  Gleichungen  der  krummen  Bahn  AMz  geworden, 
und  Ne  per’ s Gleichung  dieser  Linie  würde  die  Gestalt 

x = Log.  Nep.  y 

angenommen  haben. 

Unsere  jetzige  Ausdrucksweise  derselben  Gleichheit  ist: 


oder,  wenn  wir  natürliche  Logarithmen  benutzen,  umgekehrt: 

x _ k p 

Q ~ *y' 

Beachtet  man  noch,  dass  Neper  die  Anfangsgeschwindig- 
keiten X-  und  x beider  bewegten  Punkte  als  gleich  unterstellte, 
so  hätte  seine  krumme  Linie  die  Gleichung  erhalten: 


Bekanntlich  ist  dies  die  Gleichung  der  Logistik  oder  loga- 
rithmischen  Linie,  folglich  gewinnt  man  durch  diese  Betrach- 
tungen zugleich  eine  verständlichere  Erzeugungsweise  dieser  Linie, 
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als  in  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  vorgetragen 
zu  werden  pflegt. 


B.  Jobst  Byrg. 

Es  hat  sich  bekanntlich  unter  den  Mathematikern  die  ganz 
gewöhnliche  Ansicht  geltend  gemacht,  dass  Byrg  mindestens 
mit  Neper  gleichzeitiger,  wenn  nicht  sogar  früherer,  folglich 
eigentlicher  Erfinder  der  Logarithmen  sei.  Auch  ich  war  bisher 
der  erstem  Ansicht  zugethan,  wie  aus  meiner  Abhandlung  im 
Archiv  Thl.  XV.,  Hft.2.,  J850,  S.  136,  Art.  6.  erhellt.  Allein 
nach  einer  durch  Abfassung  erwähnter  Gelegenheitsrede  veran- 
lassten  eindringlicheren  Forschung,  besonders  der  von  Herrn 
Gymnasial  - Oberlehrer  Dr.  Gieswald  zu  Danzig  im  Jänner  1856 
mit  dem  Schulprogramm  veröffentlichten  Abhandlung:  „Justus 
Byrg  als  Mathematiker  und  dessen  Einleitung  in  seine 
Logarithmen“,  sehe  ich  mich  gezwungen,  diese  Anschauung 
aufzugeben.  Ich  entschloss  mich  hiezu  allerdings  um  so  schwe- 
rer, als  ich  — ein  Vollblut- Deutscher  — es  viel  lieber  gesehen 
hätte,  wenn  es  möglich  wäre,  diese  so  wichtige  Erfindung  unse- 
rem grossen  Volke  unbedenklich  zuschreiben  zu  dürfen.  Doch 
der  Wahrheit  und  Gerechtigkeit  muss  die  Vorliebe  zu  den  Stamm- 
genossen weichen. 

Bekannt  ist  es*),  dass  Michael  Stifel,  ein  gelehrter  Dorf- 
prediger in  Haberstro,  jetzt  Haffstrom  genannt,  bei  Königsberg 
in  Preussen,  im  Jahre  1547  seine  Arithmetica  Integra  heraus- 
gab, in  welcher  er  (Seite 249)  die  arithmetische  natürliche  Reihe 
der  ganzen  Zahlen 

-3,  -2,  -1;  0;  1,  2,  3,  4,  ... 
mit  der  geometrischen 

s.  i,  i;  1;  ‘2,  4,  8,  16 

Glied  für  Glied  unter  einander  stellte  und  sich  über  den  Zusam- 
menhang der  Paare  gleichstelliger  Glieder  beider  Reihen  kurz 
wie  folgt  äussert: 

Qualiacunque  facit  progressio  geometrica 
multiplicando  et  dividendo, 
talia  facit  progressin  arithmetica 

addendo  et  subtrahendo. 


*)  Man  vergleiche:  P.'iV.  L.  Egen,  H an d h n c li  der  allgemei- 
nen Arithmetik.  «.  Au  fl.  1.  Tlil.  Berlin  1833.  §.  1 1»4.  S.  258. 

Dr.  Gienwald.  Justus  Byrg  lila  Mathematiker,  S.  18,  ‘20  ff. 
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In  Lib.  I.  pag.  35.  sagt  er  ferner : 

Additio  in  Arithmeticis  progressionibus  respondet 
in n 1 1 i pli catin n i in  Geometricis; 

- Subtractio  in  Arithmeticis  respondet 
in  Geometricis  divisioni. 

Divisio  in  Arithmeticis  progressionibus  respondet 
extractionibus  radicum  in  progressionibus  Geometricis. 

Ut  dimidiatio  in  Arithmeticis  respondet 
extractioni  quadratae  in  Geometricis. 

Triplatio  in  Arithmeticis  respondet 
multiplicationi  cubicae  in  Geometricis. 

Quintuplatio  in  Arithmeticis  respondet 
rau  Itiplicationi  surdesolidae  in  Geometricis. 
et  sic  de  aliis  in  inBnitum. 

ln  der  Vorrede  zu  dem  „Kurtzen  Bericht*)  der  Progresa- 
Tabulen,  Wie  dieselbigen  nützlich  in  allerley  Rechnungen  zu 
gebrauchen“,  welchen  ßyrg  seinen  im  Jahre  1020  zu  Prag  her- 
ausgegebenen Progress -Tabulen  beizudrucken  unterlassen  batte, 
Sussert  sich  derselbe  nun  wie  folgt:  „25etra$tent  bcrotrcgen  bic 
eigenfc^afft  unb  Correspondenz  bcr  2 progressen  alfi  btr  Arithme- 
tischen mit  ber  Geometrischen,  bad  Wad  in  ber  tjt  Multipliciren,  ifi 
in  icncr  nur  Addiern  nnb  »ad  in  bcr  ifi  Diuidiren  in  iencr  subtra- 
hiern  unb  tuad  in  bcr  tfi  radicera  quadratam  extrahirn  in  irncr  nur 
ifi  Ifalbiren,  radicera  cubicam  extrahirn  nur  in  3 diuidiern,  radicem 
Zensi  in  4.  Diuidiern,  Sursolidam  in  5 unb  atfo  fort  in  anbcru 
quantiteten. " Mau  wird  demnach  kaum  umhin  können,  diese  Er- 
läuterung Byrg’s  für  etwas  Anderes  als  eine  Gebersetzung  der 
eben  angeführten  Stelle  aus  Stifel’s  Werk  anzusehen. 

Seinen  Bericht  beginnt  er  mit  den  Worten: 

„3u  bt'efcn  Tabulen  ftnbct  man  3a^c“/  ®tnemttt  rot$eu 

Caractren,  trcldfe  tote  einem  tcbcn  lctcf)tlicf>  ju  fcpen  nidjtd  anbred  bann 
ein  Arithmetischer  progress,  bic  anbcre  aber  mit  ftfcwarjcn  m$td 
anberd  bann  ein  Geometrischer  progress  ifi,  unb  auf  ba§  mir  in 
biefem  beflo  fitrjer  burtpgepen,  2BoIt  mir  bortfiin  ben  Arithmetiken 
progress  bie  rotflC  unb  ben  Geometrischen  progress  bic  ftptrarje  3$! 
nennen,  bannt  aud>  ein  ieber  bie  fundamenta  biefier  Tabulen  grubt« 
lieber  fafie  unb  biefefbigen  beflo  befjer  gebrauten  mag,  fo  trollen  wir 


*)  Von  diesem  Berichte  hat  eben  Herr  Oberlehrer  Dr.  Gieawald 
(1S56)  in  der  Stadtbibliothcb  zu  Danzig  das  Manuscript  aufgefnnden 
und  dieses  in  der  angeführten  Abhandlung  von  Seite  26  bis  36  ahdrucken 
lassen. 
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»n  folgtnbett  ©«griff  b»e  Sigrnf^affi  bitfcr  2 progresseu  für  2ligeu 
fietleii  unb  bicfclbcn  mit  etlichen  Sreuipcla  erflären. 


Slrit&mcttfd) 


0.  1.  2.  3.  4.  5.“ 
r 2.  4.  8.  16.  32.“ 


(roth) 

(schwarz)' 


Byrg  bedient  sich  also  derselben  zwei  Reihenanfänge  zur 
Erläuterung  wie  Stile I. 

Obschon  er  nun  nirgends  ausdrücklich  auf  dieses  Mathema- 
tikers Werk  hinweist,  so  erwähnt  er  doch  gleich  danach,  dass 
etliche  Arithraetici,  wie  auch  Simon  Jacob  Zons  und  andere, 
die  angeführten  Eigenschaften  der  beiderlei  Reihen  berührt  haben. 
Demgemäss  kann  es  sicher  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  er 
sich  keineswegs  für  den  Erlinder  dieses  Zusammenhangs  der  Reihen 
seiner  rothen  und  schwarzen  Zahlen  — der  jetzigen  Logarithmen 
und  Logarithmande  — auszugeben  gewillt  war.  Er  führt  deshalb 
auch  seine  Leistung  mit  den  an  unser  erstes  Citat  sich  anschlies- 
senden Worten  seiner  Vorrede  an: 

„fo  £»a6e  id>  nitbto  nn$Tt<$cred  erachtet,  aljj  biefe  Tabulen 
«Ifo  )U  continuiern  (I),  ba§  alle  f®  »orfatten  in 

btrfetben  mögen  gefunben  merben,  aud>  welker  continua- 
tioo  (!)  btefie  Tabulen  ermaßen", 

wodurch  er  also  seine  Tafel  nur  als  eine  Fortsetzung  oder  Wei- 
terausbildung einer  bereits  vorhanden  gewesenen  bezeichnet. 

Byrg  stellte  nun  in  die  arithmetische  Reihe  seiner  rothen 
Zahlen  alle  nach  einander  folgenden  Anzahlen  voller  Zehner  als 

0,  10,  20  , 30,....  100,  HO,  120,....; 


das  allgemeine  Glied  dieser  seiner  Reihe  war  demnach 

II  — n.  10. 

Der  rothen  Zahl  0 schrieb  er  in  seiner  geometrischen  Reihe 
die  schwarze  Zahl  100000000 
und  der  rothen  Zahl  10 
die  schwarze  Zahl  100010000 

zu;  also  ist  der  Quotient  seiner  geometrischen  Reihe  1-0001  und 
das  allgemeine  Glied  der  schwarzen  Zahlen : 

S=  100000000.(10001)*. 


Sieht  man  demnach  — was  erlaubt  bleibt  — die  Schlussnulle 
der  rothen  Zahlen  nur  als  Zehntel  an,  so  hat  man: 

Ii 

1Ö~”’ 
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folglich  die  rothen  Zahlen  blos  in  natürlicher  Reihung 
0,  I,  2,  3,  ....  n 

fortlaufend ; und  sieht  man  in  den  schwarzen  Zahlen  die  letzten 
8 Ziffern  als  Dezimalen  an  oder  zählt  man  mit  diesen  Zahlen  nicht 
Einer,  sondern  Hundertmilliontel  (des  Einers),  so  ist: 

£ 

•-  . IÖÖÖÖÖÖ0Ö  = (100° 1 )n  ’ 

folglich  sind  die  ihr  entsprechenden  Glieder  der  geometrischen 
Reihe  seiner  schwarzen  Zahlen : 

1,  10001,  100020001 (10001)".... 

Byrg  nahm  demnach,  genau  besehen,  als  arithmetische  Reihe 
der  rothen  Zahlen,  gerade  so  wie  Stifel,  die  natürliche  Zah- 
lenreihe mit  dem  Ausgangsgliede  0;  ferner  machte  er  auch  wie 
Stifel  die  1 zum  entsprechenden  Ausgangsgliede  der  geometri- 
schen Reihe  der  schwarzen  Zahlen;  nur  nahm  er,  während  Sti- 
fel für  sein  erläuterndes  Beispiel  zum  Quotienten  dieser  geome- 
trischen Reihe  die  möglich  kleinste  ganze  Zahl  2 gewählt  hatte, 

die  nur  um  jyyyy  vergrösserte  Eins  zum  Quotienten  an,  damit 

die  geometrische  Reihe  sich  an  die  möglich  meisten  ganzen  Zah- 
len thunlichst  nahe  anschliessen  möchte.  Gegenwärtig  würden 
wir,  nach  unserer  mehr  ausgebildeten  Zahlenlehre,  eigentlich 
kurz  sagen:  so  wie  Stifel  in  seinem  zur  Erläuterung  beige- 
brachten Beispiele  die  natürlich  aufsteigenden  Potenzen  von  2 nach 
einander  gereiht  hatte,  ebenso  reihte  Byrg  in  seiner  Tafel  die 
Potenzen  von  T0001  in  natürlicher  Ordnung  steigend;  und  somit 
hat  er  eigentlich  blos  zu  Stifel’s  Täfelchen  eine  erweiterte 
Tafel  von  Potenzen  einer  andern  Zahl  geliefert. 

Wollte  man  demnach  — was  jedoch  bisher  noch  iSiemand 
ernstlich  unternommen  hat  — das  Wesen  der  Erfindung  der  Loga- 
rithmen ersehen: 

1.  in  der  Entdeckung  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Paa- 
ren entsprechender  oder  gleichvielter  Glieder  einer  arithme- 
tischen und  geometrischen  Reihe,  so  wie 

2.  in  der  Auffindung  der  Möglichkeit  und  Weise,  die  schwie- 
rigeren Rechnungen,  das  Multipliziren,  Dividiren  u.  s.  w.  durch 
die  leichtern  des  Addirens,  Subtrahirens  u.  s.  w.  zu  ersetzen; 

so  könnte  durchaus  nicht  mehr  bestritten  werden,  dass  nicht  erst 
Byrg  um’s  oder  kurz  vor  dem  Jahre  1620,  sondern  bereits  Stifel 
mindestens  kurz  vor  dein  Jahre  1544  die  Logarithmen  erfunden  habe. 
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Allein  genauer  besehen  hat  Byrg,  dem  allerdings  das  Ziel 
vorschwebte,  die  bequemen  logarithmischen  Rechnungen  mittels 
genügend  ausgedehnter  Tafeln  zn  ermöglichen,  seine  Aufgabe  um- 
gestülpt  oder  auf  den  Kopf  gestellt.  Denn  bei  den  gewöhnlichen 
praktischen  Rechnungen  in  besonderen  Zahlen  sind  ja  gerade  die 
mit  einander  zu  multiplizirenden,  durch  einander  zu  theilenden, 
so  wie  die  zu  potenzirenden  und  zu  radicirenden  (in  letzter  Instanz 
ganzen)  Zahlen  das  Gegebene,  und  ihre  Logarithmen  das  aus 
(len  Tafeln  Auszuhebende  oder  die  mittels  dieser  Tafeln  in  die 
Rechnung  einzuführenden  Zwischenhilfszahlen,  also  das  vermit- 
telnde Unbekannte.  Man  bedarf  demnach  einer  Tafel,  welche  zur 
natürlich  genugsam  ausgedehnten  Reihe  der  ganzen  Zahlen  die 
Logarithmen  gibt.  Byrg’s  Potenzentafel  gab  aber  umgekehrt  zur 
natürlichen  Reihe  der  ganzzahligen  Logarithmen  die  angehürigen, 
fast  immer  ungemein  weit  in  Decimalen  auslaufenden  Zahlen. 
Durchgeht  man  für  sich  in  Gedanken  oder  nach  Byrg’s  „Bericht“ 
den  Zug  von  Rechnungen,  den  man  mit  Byrg’s  Potenzentafel 
an  der  Hand  durchzumachen  gezwungen  ist,  so  ist  man  sicher 
zum  Geständniss  nothgedrungen,  dieser  Rechnungszug  sei  weit 
schw  ieriger  und  länger,  als  jene  gewöhnlichen  Rechnungen,  welche 
man  erleichtern  oder  abkürzen  wollte;  und  somit  muss  man  ein- 
gestehen, dass  Byrg’s  Potenzentafel  ihren  Zweck  verfehlt  hat 
und  völlig  unpraktisch  (zweckwidrig,  unanwendbar)  ist. 

Ganz  anders  ist  Neper’s  Kanon  der  Logarithmen  angelegt. 
Ihm  schwebte  bei  seiner  und  der  zeitgenössischen  Gelehrten  wis- 
senschaftlichen Richtung  als  Ziel  vor,  die  schwierigen  astrono- 
mischen Rechnungen  mit  den  Sinus  und  Tangenten  der  in  Graden 
und  Minuten  gemessenen  Kreisbogen  zu  erleichtern.  Dazu  schuf 
er  mit  einer,  für  seine  beschränkten  analytischen  Hilfsmittel  wahr- 
lich staunenswerthen  Mühe  zu  den  von  Minute  zu  Minute  im  Kreis- 
quadranten natürlich  fortschreitenden  Bogen  die  Reihe  der  Loga- 
rithmen ihrer  Sinus  und  Tangenten,  so  dass  man  zu  jedem  in 
Graden  und  Minuten  angegebenen  Bogen  sogleich,  ohne  aufhal- 
tende Zwischenrecbnung,  den  Logarithmus  seines  Sinus  oder 
seiner  Tangente  herauslesen  oder  herausschreihen  konnte.  Sein 
Kanon  war  demnach  keine  Potenzentafel,  wie  jene  Byrg’s,  son- 
dern wahrhaft  eine  Logarithmentafel,  dienlich  und  förderlich 
dem  Vorgesetzten  Recbnungszwecke. 

Nun  ist  es  ein  längst  ausgemachter  Grundsatz,  dass  als  Er- 
finder eines  praktischen  Gegenstandes  oder  Verfahrens  nur  der- 
jenige Mann  gilt,  welcher  den  hierauf  beziehlichen  Gedanken  und 
Erkenntnissen  seiner  Vorgänger  den  eigentlichen  Geist  und  das 
wahre  Leben  der  Praxis  (Anwendung)  einhauchte;  mithin  ist  es 
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unumstösslich  entschieden,  dass  weder  unser  geist- 
reicher Mathematiker  Stile),  noch  unser  findiger  Prak- 
tiker Byrg,  sondern  Mo«  der  scharfsinnige  schottische 
Selehrte  Jüeper,  und  nur  er  allein,  für  den  Erfinder 
der  Logarithmen  angesehen  werden  kann  und  muss. 

Daraus  kann  nun  freilich  der  deutsche  Freund  der  Wissen- 
schaft nur  mit  Bedauern  entnehmen,  dass  des  sonst  so  hoch 
schätzbaren  kaiserlichen  Hof-Kammer-Uhrmachers  Byrg  Tafeln 
sammt  Gebrauchsanweisung  nur  wenig  über  die,  uin  76  Jahre 
früher  von  Stifel  ausgesprochenen  Grundgedanken  hinausge- 
gangen sind,  dass  selbe  ohne  Verwechselung  ihres  Arguments 
oder  ihrer  Eingangszahl  sich  kaum  Bahn  zu  brechen  vermocht, 
also  erst  noch  eines  kräftigem  und  regeren  Geistes  bedurft  hät- 
ten, der  sie  belebt  und  wirksam  gemacht  hätte.  Aus  dieser  ihrer 
Unvollkommenheit  in  der  Anordnung  dürfte  sich  zugleich  begrei- 
fen lassen,  warum  der  so  geistreiche  und  anregsame  Mathematiker 
und  Astronom  Kepler,  wenn  er  in  der  That  lange  vor  dem 
Jahre  1618,  wo  ihm  Neper’s  Tafeln  zukamen,  von  Byrg’s  Ar- 
beit volle  Kenntniss  besessen  hätte  — wie  des  Letztem  Schüler 
und  Verwandter  Bram  er  nachher  öffentlich  erklärte  — selbe  nicht 
umständlich  durchforscht  und  mit  aller  Kraft  seines  Geistes  eben 
so  wie  Neper’s  Leistungen  gefördert  habe.  Denn  zugestehen 
muss  man,  dass,  gleichwie  Brigg’s  die  neue  Erfindung  Neper’s, 
durch  die  Annahme  der  logarithmischen  Grundzahl  10  und  durch 
Berechnung  entsprechender  Tafeln  für  die  Zahlen  und  Winkel- 
funktionen, erst  in’s  richtige  Geleis  nützlicher  Verwendung 
einlenkte,  Kepler  auf  dem  Felde  der  Theorie  zu  ihrer  Verdeut- 
lichung, Begründung  und  Verbreitung  mannhaft  und  erfolgreich 
mitwirkte. 
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XXIII. 

IN  achtrag  zu  dem  Aufsatze  über  die  Fläche  des  sphä- 
rischen Vierecks  ThI.  XXXIV.  Nr.  III.  S.  12. 


Herrn  Professor  Dr.  J.  F.  König 

am  Kneiphtif '«dien  Kjninaaiu  zu  Königxberg  i.  Pr. 


Setzt  man,  mit  Beibebaltang  der  früheren  Bezeichnung  Bd.  34. 


S.  12.  ft.. 


dann  ist: 


und  auch 


. s —a  . t — b . s — c . s — d „ 
sin  — — sin  — sin  — g — sin  — ^ — = P , 

s — a s — b s — c s — d 

cos  — 2 — cos  _2  cos  — 2 ~ cos  — 2 — = r ; 


e*  o + 6*  . . . Zf* 

cos  — cos — cf—  + sin  a sin  b cos 

c + d*  . . , z>*. 

s=  cos  — 2~  + •«  c sin  d cos  0 , 


also,  wenn  mau  die  hallte  Summe  nimmt  und  entwickelt: 

n*  . 6*  c*  d* 

COS^j  -f-cosjj;  + cos;,  -fcosjj 

co„!  _1 -3—  - — - 

a*  6*  c*  d* 

+ cos-,  cosjj  -J-cos^  cos^  + J sin  «sin  6 cos  Zf  + isincsindcos  I) 

_ . a . b , c . d a b c d 

— IP — sin  ^ sin  ^sin  sin  ^ — cos ;,  cos  ^ cos^  cos  ^ 

a2  /fl  CZ  d 2 

-f  cns^  cos.j  +co*2  cos,^  -f  J sin  «sin  6 cos  Zf  + J sine  sind  cos  Z>. 
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Zieht  man  nun  den  am  angef.  Orte  S.  16.  gefundenen  Ausdruck  für 

cos|  coSq  von  cos \ ab,  so  entsteht: 

el  P®  ab  c d 

2 cos 2 sin  j-  = 2P  + (cos  ^ cos  ^ - cos  ^ cos  £ ) 

a b c d, . , fl  . ft  n , c , d n. 

+ (cos  ^ cos  ^ — cos  ^ cos  ^ ) (sin  ^ S,D  2 eos  " — s,n  2 8in  2 cos 


oder,  da 


ist. 


a b . c . d B -f-  ö2 
— 2sin  ^sin  qSiu  2*10  2 cos — ^ — > 

t c . d n 
»in  a sin  6 cos  B — sin  2 sin^  cos  D 

, , « b cd 

= (cos  y — cos  0)  — (cos  2 cos  ^ — cos  ^ cos  2 ) 


= 2P+  (cos  2 cos  | — cos  | cos  (cos  y — cos  5) 

a b . c . d B + D* 
— 28iii^8in;5Sin28iD2  cos — 2 — 

= 2P+  m. 

e®  F 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  mau,  wenn  man  cos ^ cos ^ zu 
c* 

cos  jj  addirt : 

e®  f ^ ab  c d,  . , 

2 cos 2 cos  j-  =2 P'  -f  (cos g cos  g + cos  ;j cos g) (cos y -f  cos 0) 

_ . tt  . b . c , d B\  DP  t,„ 
+ 28int2  sin^sin^sm^  cos — 2 — — 4" 

=2P'  + n; 

und  durch  Division  beider  Ausdrücke: 

F®  s — a s — b s — c r—  d mP‘  — nP 

‘84  =‘8  -y  ‘g_2_t8irtß"T_  + P'(2P'  + n)'  • 

Die  Werthe  für  m und  n eingesetzt  geben  den  Zähler  des  Bruches 

Z = (cos  ” cos  ^ cos  y -f  cos 2 cos  2 cos  d)  (P'  — P) 

a b cd 

4 PP“  — (cos cos  ^ cos  0 + cos  2 cos  2 COS  y 


a . 6 . c , d B f D®.  1 n \ tv\ 
-f  2sm.j  sin  2 sin  ^ sin  j cos  — I \*  + 
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Da 


also 


a b cos  a -f  cos  6 + cos  e + 1 

cos  2 cos  2 cos  y = — -j , 

cd.  cosc  + cosr/  + cose  + 1 
cos  j cos  2 cos  o = j — , 


ab  .cd, 
cos  ^ cos  2 cos  y + cos  ij  cos  ;j  cos  o 


cos  a + cosfi  + cosc  + cos d 

- 4 

und 

ist,  so  wird : 


4 + cos  2 =(/*'  — PJ  + eosj 

4 PP  = (P+ />)*  f (1*  - P)* 


Z=  (P*  — P)  COS  2 — I cos  2 COS  2 cos  d + COS 2 cos  2 cos  y — (P+  P1) 

. „ . a . b . e . d B+D*  „ • 
+ 48102  810  2810  2S«n  2 cos— 2~  |(P+P), 


und  weil 


ab  cd 

cos  2 cos  2 cos  d + cos  2 cos  2 cos  y 


= cos  y cos  5 — (cos  y — cos  2 cos  2)  (cos  d — cos  2 cos  2 ) 

. a b c d 
+ cos  2 cos  2 cos  2 cos  2 

, . a . b . c . d a b c d 

— cos  y cos  ö — sin^  8in2  sm2sin2  cos  B cos  D + cos  cos2  cos  ^cos  ^ 

und 

st.ru  • a • b . c , d a b c d 
4^+  " =sm  2 sin  2 sin  2 sin  2 + cos  2 cos ^ cos  2 cos  ^ 

ist, 

= (PI  — P)co8£  — (cos  y cos  d — sin^sin^sin^sin^sinBsinßXP+P).  ' 
Die  SubstitutioD  von  m und  n giebt  den  Nenner: 

7V=  P1 1 (cos  2 COS  2 + cos  2 COS  2)  (cos  y + cos  d) 

o su  b + lyh 

— 2P'+2sin28iO2SiD2SiD2C0S— 2~  |, 
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oder  wenn  man  für 

ab  cd, 

cos  cos  ^ cos  y + cos  ^ cos cos  o 

und  fiir 

ab  cd 

cos  _2  cos  5 cos  o -f  cos  ^ cos  g cos  y 

die  vorigen  Werthe  und  fiir  2 P den  Werth 

cosa-f-cosA-fcosc-f-cosrf  , a . b . c . d a b cd 
j f sin-gsin^sin^sin^-f  cos^cosgcos^cos^ 

setzt, 

e*  . 

= P (cos^j-  + cosycoso — sin  ^sin  ^ sin  ;;  sin  sin  /Jsin  D). 


Das  Endresultat  ist  also : 


f'2  * — «,  r — A,  s — c,  *■ — d 

*84  =*8—' •s-ä-te-T-tg-f- 

(P — P)cos^  — (cosycosd— sin^sin^sin  ^sin^sin/fsinD)(P-f-/>) 


^2  ^ u b C (i 

‘P (cos  jj  -f  cos  y cos  d — sin  ^ sin -5 sin ^ sin  ^ sin  Ä sin/)) 


wo  noch  für  P,  (P+P)  und  ( P — P)  die  schon  angeführten 
Werthe  zu  setzen  sind. 

Für  d=  0,  also  e = c und  d = ^,  wird  der  Zähler  des  Bru- 
ches = 0,  d.  h.  die  Formel  geht  für  diesen  Fall  in  die  des 
S.  Lhuilier  für  die  Fläche  des  sphärischen  Dreiecks  über. 
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XXIV. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Zu  beweisende  Lehrsätze. 

Von  Herrn  Rertnr  Dr.  C.  H.  Kogel  nn  der  Reut- Anstalt  zu  Ulm. 

Allbekannt  sind  folgende  Lehrsätze  über  das  Dreieck,  welche 
sieb  in  vielen  Saramlungeu  finden ; 

1.  Die  drei  von  den  Winkelspitzen  auf  die  Gegenseiten  gefäll- 
ten Perpendikel  sebneideu  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
(Punkt  I.). 

2.  Die  drei  in  den  Halhirungspunkten  der  Seiten  errichteten  Per- 
pendikel schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.). 

3.  Die  drei  von  den  Winkelspitzen  nach  den  Halbiningspunk- 
ten  der  Seiten  gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sieb 
in  einem  einzigen  Punkte  (bekanntlich  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks). 

4.  Die  genannten  drei  Punkte  liegen  so  in  gerader  Linie, 
dass  der  Schwerpunkt  zwischen  Punkt  I.  und  Punkt  II., 
und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.,  als  von  II.  entfernt  liegt. 

Es  gibt  übrigens  noch  folgende  analoge  Satzreihen  in  Bezie- 
hung auf  das  Dreieck,  die  von  mir  vor  längerer  Zelt  in  einem 
Programme  mitgetheilt,  doch,  wie  wir  scheint,  weniger  bekannt 
geworden  sind,  und  die  ich  daher  für  weitere  Kreise  hier  mit- 
theile. Vielleicht  können  »ie  als  Uebungsaufgaben  für  vorgerück- 
tere Schüler  dienen.  Ich  bediene  mich  dabei  folgender,  sich  von 
selbst erklärender  Ausdrücke:  Innerer  Berührungskreis  heisse 
der  im  Dreieck  liegende  Kreis,  der  die  drei  Seiten  des  Dreiecks 
selbst  berührt;  die  drei  Berührungspunkte  heissen  innere  Be- 
rührungspunkte. Aeussere  Berührungskreise  heissen 
die  so  an  dem  Dreieck  liegenden  drei  Kreise,  dass  sie  je  eine 
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Seite  selbst  und  die  Verlängerungen  der  beiden  andern  berühren; 
der  auf  der  Seite  selbst  liegende  Berührungspunkt  eines  solchen 
Kreises  heisse  der  äussere  Berührungspunkt  dieser  Seite. 

A.  I.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  ron  den  Winkelspitzen 

eines  Dreiecks  nach  den  äussern  Berührungspunkten  der 
gegenüberliegenden  Seiten  gezogen  werden , schneiden 
sich  in  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  innern  Berührungs- 
kreises und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liegen  eben- 
falls so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zwischen 
Punkt  1.  und  II.,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.  als 
Ton  II.  entfernt  liegt 

B.  1.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitzen 

nach  den  innern  Berührungspunkten  der  Gegenseiten 
gezogen  werden,  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
(Punkt  I.). 

2.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berührungs- 
kreise an  die  Halbirungspunkte  der  zugehörigen  Seiten 
gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich  verlängert  in 
einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.). 

3.  Diese  beiden  Punkte  und  der  Schwerpunkt  liegen  eben- 
falls so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zwischen 
Punkt  I.  und  II.,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.,  als 
von  II.  entfernt  liegt. 

C.  1.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berührungs- 

kreise auf  die  zugehörigen  Seiten  gelallten  Perpendikel 
schneiden  sich,  nöthigerweise  verlängert,  in  einem  ein- 
zigen Punkte,  der  von  den  drei  erstem  Mittelpunkten 
gleichweit  entfernt  ist. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  innern  ßerfihrungs- 
kreises  und  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  be- 
schriebenen Kreises  liegen  so  in  einer  geraden  Linie, 
dass  der  letztere  Punkt  zwischen  den  beiden  erstem 
und  zwar  gleichweit  von  beiden  entfernt  liegt. 

D.  1.  Wenn  man  von  den  Mittelpunkten  zweier  äusseren  Be- 

rührungskreise auf  die  diesen  Kreisen  zugehörigen  Sei- 
ten, und  zwar  je  von  dem  einen  auf  die  dem  andern 
zugehörige  Seite  ihrer  Verlängerung  und  ebenso  vom 
Mittelpunkt  des  innern  Berührungskreises  auf  die  dritte 
Seite  Perpendikel  fallt,  so  schneiden  sich  diese  gehörig 
verlängert  in  einem  einzigen  Punkte,  der  von  den  drei 
genannten  Mittelpunkten  gleichweit  entfernt  ist 
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2.  Dieser  Punkt,  Her  Mittelpunkt  des  zu  seiner  Bestimmung 
nicht  gebrauchten  dritten  äusseren  Berührungskreises  und 
der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses liegen  so  in  eiuer  geraden  Linie,  dass  der  letztere 
Punkt  zwischen  den  beiden  erstem  und  zwar  gleichweit 
von  beiden  entfernt  liegt. 

E.  1.  Wenn  man  von  zwei  Winkelspitzen  aus  je  nach  dem- 
jenigen Berührungspunkte  der  Gegenseite,  welcher  auf 
der  über  die  dritte  Winkelspitze  binausgehenden  Ver- 
längerung liegt,  zwei  gerade  Linien , und  von  dieser  drit- 
ten Winkelspitze  nach  dein  inueren  Berührungspunkte 
der  Gegenseite  eine  dritte  gerade  Linie  zieht,  so  schnei- 
den sich  diese  drei  Linien,  in  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  zu  der  Seite,  auf 
welcher  der  innere  Berührungspunkt  liegt,  gehörigen 
äusseren  Berührungskreises  und  der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  liegen  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwer- 
punkt zwischen  beiden  erstgenannten  Punkten,  und  zwar 
doppelt  so  weit  vom  ersten,  als  vom  zweiten  entfernt  liegt. 


Von  Herrn  Alex» n der  Löffler  in  Wien. 

Die  Buchstaben  A,  B,  C bezeichnen  in  Nachfolgendem  be- 
liebige Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x. 

1)  Es  soll  das  Integral  in  geschlossener  Form  der  Differen- 
tialgleichung y"  + (A'  — A*)y=0  angegeben  werden. 

2)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  y = u ein  Genüge  lei- 
stender Werth  der  Differential  - Gleichung  Ay"  + By'  -f  Cy  = 0 ist, 
das  vollständige  Integral  dann  durch  die  Formel 


repräsentirt  wird. 

3)  Die  Differentialgleichung 

Ay"  + (n.r  Ab)y'  = ny 

soll  integrirt  werden. 

4)  Es  ist  die  Beziehung  zwischen  y und  x aufzustellen,  welche 
den  Ausdruck 

Theil  XXXIV.  24 
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V=ft  **[Ay"  + By  + {Ti'  -A")y\ 


zu  einem  Minimum  macht,  wenn  die  Grenzwertlie  von  y bekannt 
sind. 


5)  Wird  mit  m eine  beliebige  Function  von  A bezeichnet,  so 
ist  das  Integral  der  Differentialgleichung 

y“  + AV'  + [i”A  + ij^A' -nP]y  =0 


in  geschlossener  Form  anzugeben. 


Von  Herrn  Franz  Unferdinger  an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte 
zu . Triest. 

1)  Es  soll  aus  folgender  Gleichung  die  Unbekannte  x be- 
stimmt werden: 

(l  + *a)(l  — x)*=cix*. 

, Resultat: 

*,=41(1  + V'I+T*)  + ^(1  + VT+c*)*— 4), 

*a=4U-  vr+^)  + v a- vr+^*— *}. 

*8  = 41(1  + VT+c*)  - v (i  + vrr+^)1-4i, 

*4  = 41(1  — VT+c*)  — V (i_  vT+c*)a— 4). 

2)  Mau  soll  aus  folgenden  zwei  Gleichungen  die  Unbekannten 
x und  y bestimmen : 

ax  — by  = x2 — y1, 
hx  + uy  — 4 xy. 

R esultat: 

_ i V/(«-F^)4 — V{a—b )4  _ , i /(o+6)4  — Vfa  — 6)4 

V(a  + 6)  — V(a  — b)  V(«  + b)  + V(o  — b) 

3)  Das  Quadrat  einer  geraden  Zahl  2z  lässt  sieb  so 
oft  als  die  Differenz  zweier  Quadratzahlen  darstellen, 
als  sieb  z*  in  zwei  ungleiche  Factoren  zerlegen  lässt. 
Warum? 
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Beispiel.  6*  = 36  lässt  sich  auf  vier  Arten  als  Product  un- 
gleicher Factoren  darstellen,  1.36,  2.18,  3.12,  4.9;  daher  lässt 
sich  (2.0) 2 — 122  auf  vier  Arten  und  nicht  mehr  als  die  Differenz 
zweier  Quadrate  darstellen.  In  der  That  hat  man : 

12*=37* — 35*=20*  — 16*=  15*—  9*=  13* — 5*. 

4)  Wenn  sich  eine  Zahl  auf  n verschiedene  Arten 
in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  so  kann  man  aus  die- 
sen Zerlegungen  immer  ',n(n  — 1)  neue  Zahlen  finden, 
welche  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zerlegen  lassen.  So  ist  z.  B. 

48  = 1.48  = 2.24  = 3.16  = 4.12  = 6.8, 
und  hiermit  findet  man : 

2885  = 47*  + 26*  = 49*  + 22* , 

2570  = 47*  + 19*  = 49*+  13*, 

2465  = 47*  + 16*  = 49*  + 8*  r 
2405  = 47*  + 14*  = 49*  + 2*, 

845  = 22*  + 19*  = 26*  + 13*, 

740  = 22* +16*  = 26* + 8*. 

680  = 22*  + 14*  = 26*  + 2*, 

425  = 13* + 16*  =19* + 8*, 

365=  13* +14*  = 19* + 2*, 

260  = 8*+  14*  = 16* + 2*; 

ebenso  ist  36=1.36  = 2.18  =3.12  = 4.9  = 6.6,  und  man  erhält 
hiermit : 

1625  = 37*+  16*=35*+20*, 

1450=37*+  9*=35*+ 15*, 

1394  = 37*+  5*=35*+  13*, 

1369  = 37*+  0*=35*+ 12*, 

481=20*+  9*=  16*+ 15*, 

425  = 20*+  5*=16*  + 13*, 

400=  20*+  0*=16*  + 12*, 

250  = 15*+  5*=  9*  + 13*, 

225  = 15*+  0*=  9*+12*, 

169=13*+  0®=  5* + 12*. 
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5)  Es  soll  die  folgende  Relation,  in  welcher  a,  b,  c die  drei 
Seiten  und  A,  B,  C die  gegenüberliegenden  Winkel  eines  sphä- 
rischen Dreieckes  bezeichnen , nachgewiesen  werden : 

Sin2/! Sin2/? Sin2C 1 -f  Cos  A Cos  B Cos  C 

Sin2a  Sin2ö  Sin2c’  1 — Cos  «Cos 6 Cos  c 


Von  Herrn  F.  Un f erd i n ge  r an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte  za  Trie«t. 

Auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  eines  gegebenen  Krei- 
ses liegen  zwei  feste  Punkte  A und  B,  der  eine  ausserhalb,  der 
andere  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  auf  derselben  Seite  vom 
Mittelpunkt,  und  so,  dass  die  mittlere  geometrische  Proportio- 
nale ihrer  Abstände  von  diesem  Mittelpunkt  dem  Radius  des  gege- 
benen Kreises  gleich  ist.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  M 
des  gegebenen  Kreises  mit  A und  B und  verlängert  die  Verbin- 
dungslinien nüthigenfalls,  bis  sie  den  Kreis  noch  in  zwei  anderen 
Punkten  At  und  /?,  schneiden,  so  ist  die  Sehne  AyBx  stets  auf 
der  Richtung  AB  senkrecht,  wie  auch  der  Punkt  M gewählt  »er- 
den mag.  Warum? 


XXV. 

M i Beeilen. 


Ueber  Gouzy’s  Methode  zur  Bestimmung  der  mittleren 
Proportionallinie. 

Von  Herrn  Doctor  Voller  zu  Saal  fei  d. 

Ein  der  Gouzy’schen  Methode*),  „zwischen  zwei  gegebe- 
nen Linien  die  mittlere  Propor6onallinie  zu  suchen“,  beizufügen- 

*)  Pionvclle«  Annalen  de  Mathematiquc«.  Tonic  XVI.  Mar«  1857. 
p.  125.  — Archiv  der  Mathematik  und  Phy«ik.  Thb,XXXI.  Ilft.  4.  p.  478. 

V 
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der  Beweis  lässt  sich  auch  mittelst  der  Aehnlfcbkeit  der  Drei- 
ecke auf  folgende  Weise  führen. 

Wenn  auf  einer  beliebigen  geraden  Linie  MN  (Taf.  I.  Fig.  9.) 
AB=b,  AC=a  und  auch  BD=zu  abgetragen,  hierauf  mit  der 
Zirkelöffuung  a aus  C und  D als  Mittelpunkten  zwei  sich  in  E 
schneidende  Kreisbögen,  dann  noch  die  Linien  EA  und  EB  ge- 
zogen werden,  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gesuchte  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  a und  b. 

Es  ist  nehmlich  zunächst,  wie  leicht  erhellet,  \ DAE^  NCBE, 
folglich  NABE  gleichschenklig  und  somit  ähnlich  dem  Dreieck 
DBE,  weil  Z.ABE—  Z.DBE  und  Z.BAE-  Z.DEB.  Da- 
her verhält  sich : 

DB:  BE=  BE:  AB, 

d.  i. 

a : BE  = BE : b. 

Folglich : 

BE*  — ab, 
w.  z.  b.  w. 


Schreiben  des  Herrn  F.  Unferdinger  an  der  k.  k.  Marine- 
Sternwarte  zu  Triest  au  den  Herausgeber. 

Vor  einigen  Tagen  erhielt  ich  das  erste  Heft  des  XXXIV.  Theils 
Ihres  geschätzten  Archivs,  in  welchem  Sie  von  einem  Schreiben 
des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidelberg  berichten,  betreffend 
meinen  in  Tbl.  XXXIII.  S.  104.  abgedruckten  Aufsatz  über  das 
Rationalmachen  des  Nenners  in  Brüchen  von  der  Form : 

Z 

o,  + Va%  + Vu3  + — • Van ' 

Obgleich  mir  der  Inhalt  der  genannten  Zuschrift  des  Herrn 
Dr.  Zehfuss  zur  Zeit  noch  unbekannt  ist,  so  bin  ich  doch  gerne 
bereit,  auf  die  von  Ihnen  a.  a.  O.  gemachte  Anmerkung  im  Inter- 
esse der  Wahrheit  und  Wissenschaß  zu  antworten,  und  es  soll 
mich  freuen,  wenn  hiermit  zugleich  dem  Wunsche  des  Herrn  Doc- 
tor  Zehfuss  genügt  wird. 

Aus  der  Fassung  meines  Artikels  über  den  angeregten  Gegen- 
stand geht  hervor,  dass  ich  nur  von  jener  Methode  des  Ratio- 
naltnachens etwas  beibringen  wollte,  welche  sich  zur  Erreichung 
ihres  Zieles  eines,  nur  in  den  Vorzeichen  von  dem  Nenner  des 
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gegebenen  Brüchen  verschiedenen,  multiplicirenden  Factors  be- 
dient, welche  Methode  auch  gleich  am  Anfänge  des  Aufsatzes 
bezeichnet  ist;  dieses  haben  bereits  Sie  selbst  in  der  citirten 
Anmerkung  besonders  hervorgehoben  *). 

Was  nun  den  Schluss  meines  Aufsatzes  betrifft,  welcher  also 
lautet:  ....  „Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des  Rationalmacbens 
genähert  haben,  so  muss  u.  s.  w.“,  so  bin  ich  gerne  bereit,  ihn 
in  der  folgenden  schärferen  Fassung  zu  berichtigen,  und  ich  bitte 
Sie,  diese  Berichtigung  in  Ihrem  geschätzten  Archiv  zu  veröf- 
fentlichen. 


....  Alles  bisher  Gesagte  gilt  auch  noch  dann,  wenn  a,  eine 
Wurzelgrösse  ist.  Soll  man  sich  nun  dem  Ziele  des  Rational- 
machens  genähert  haben,  so  muss,  wenn  o,  rational  ist,  r(r— l)<,2r— 1 
oder  r2<2r  sein,  je  nachdem  ?i  = 2r  oder  n = 2r-|-l  ist.  Biess 


gibt  im  ersten  Falle  r ^ 2 und  n ^ 4,  im  zweiten  Falle  r ^ 1 und 
n , 3,  so  dass  also  ein  Bruch  mit  einem  Nenner  wie 


a,  + Vo.2  + Va3  + Va4 


auf  die  besprochene  Art  noch  in  einen  andern  von  gleichem  Werth 
und  mit  rationalem  Nenner  verwandelt  werden  kann;  ein  Bruch 
hingegen  mit  einem  Nenner  wie 


«i  + Voa  + Vas  + Va4  + Vo6 , 

sobald  a,  von  Null  verschieden  ist,  im  Allgemeinen  nicht  mehr. 


Ist  at  ebenfalls  eine  zweite  Wurzel,  d.  h.  sind  sämmtliche 
n Glieder  des  Nenners  irrational,  so  muss,  wenn  man  sich  dem 
Ziele  des  Rationalmacbens  genähert  haben  will,  r(r — J)<2r  oder 
r2<2r-fl  sein,  je  nachdem  n = 2r  oder  n = 2r+l  ist.  Beide 

Relationen  geben  mit  Leichtigkeit  r ^ 2,  also  im  ersten  Falle 


dessen  Nenner  die  Form 


Vat  + + V«3  + V«4  + Vas 


*)  Was  ich  Herrn  Unferdinger  schuldig  war,  da  ich  vun  vorn 
herein  vollkommen  überzeugt  war,  dass  er  hei  seinem  Aufsätze  keinen 
andern  Zweck  hatte,  als  den  vun  ipir  angegebenen.  Kben  so  glanbe  ich 
demselben  jetzt  schuldig  zu  sein,  unverzüglich  diesen  seinen  Brief 
abdrucken  zu  lassen.  f*. 
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hat,  die  Anzahl  der  lrrationalgrüssen  des  Nenners  noch  vermin- 
dert werden  kann.  In  der  'f  hat,  inacht  man  zum  Zweck  des  Ratio- 
nalmachens  den  ersteH  Schritt,  so  ist  der  neue  Nenner: 

(«i+«2+°3  — a4— os)  + V4a,«a  -f  V 4o,o3  + V 4«2o3  — V 4a4aB, 
welcher  nur  vier  Wurzelgriissen  enthalt,  aber  mit  jenem  obigen 
«,  + Va2  + Vos  + Vo4  + VaR 

einerlei  Form  hat,  so  dass  also  im  Allgemeinen  auf  die  bezeich- 
nete  Art  eine  weitere  Verminderung  der  Wurzelgriissen  nicht 
durchführbar  ist,  und  man  sieht  also,  dass  die  Möglichkeit, 
einen  Bruch  von  obiger  Beschaffenheit  mit  rationalem 
Nenner  darzustellen,  im  Allgemeinen  nicht  mehr  vor- 
handen ist,  sobald  sein  Nenner  mehr  als  vier  Glieder 
bat 

Triest,  den  6.  März  1860.  F.  Unferdioger. 


Merkwürdige  allgemeine  analytische  Relationen. 
Von  dem  Her  an«  ge  her. 

I. 

Es  ist  immer : , 

(«o*i  — *o°i)  Mi  — ßo«i) 

+ Mi  ~ «o*i)  (ßoYi  ~ Yoßt) 

+ Mi  ~ «oCi)  (ro“i  ~ “oh) 

= K“o  + *oft>  + CoYo)  (a, a,  + 6,  ßt  + c,  y, ) 

— (n0or,  + b0ßt  + c0y,)  (tru«i  + Ä>*i  + YoCi  )• 


Es  ist  immer: 

M + 60*  + c0*)  («,*  + A,2  + c,*)  (o/  + + c,*) 

— («0*  + *0*  + O (»I  “2  + *1*2  + ClCo)2 

— («1  * + *1 2 + «I  *)  Mo  + *2*0  + «Vo)4 

— (a2®  + 6»*  + c2*)  (a0o,  + b0b,  + c0c,)® 

+ 2(o0a,  + b0b,  + c0ct)  (a,o,  + 6,6* f e,c*)  (o,ir0  -f  6260 -f  c2c0) 
-=  I «O  (*1  «2  — «I  *2>  + *0  (cl  «1 ~ al  c2>  + «0  («1  *2  ~ *1  «2)  I2  . 
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wo  der  letzte  Ausdruck  sich  auch  noch  auf  andere  Weise  schrei- 
ben lässt. 


Von  dem  H er  a u sg  e !>  er. 

In  seinen  Beiträgen  zur  Biographie  Bessel's  (Zeit- 
schrift für  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Gebiete 
der  Astronomie  u.  s.  w.  B an d I.  Heft  3.  S.  151.)  fuhrt  Wich- 
mann  an,  dass  den  Stamm  zu  der  später  so  reichhaltigen  Biblio- 
thek Bessel’s  die  folgenden  Bücher  bildeten,  aus  denen  er  seine 
erste  mathematische  und  astronomische  Ausbildung  schöpfte: 

Münnich,  Lehrbuch  der  Mathern.  2 Thle.  Berlin  1800—1801. 

B oh  ne  n b erg  e r,  Anleitung  zur  geographischen  Ortsbestim- 
mung. Göttingen  1795. 

v.  Ende,  Geographische  Ortsbestimmungen  im  niedersäch- 
sischen Kreise.  Celle  1801. 

Pfaff,  Versuch  einer  neuen  Summations-Methode.  Berlin  1788. 

Hindenburg,  Sammlung  combinat.  analytischer  Abhandlun- 
gen. 2 Thle.  Leipzig  1796  und  1800. 

Kästner,  Anfangsgründe  der  Analysis  des  Unendlichen. 
3.  Aull.  Göttingen  1799. 

Kästner,  Anfangsgründe  der  höheren  Mechanik.  2.  Aull. 
Göttingen  1793. 

Euler,  Theorie  der  Planeten  und  Cometen.  Uebersetzt  von 
Pacassi.  Wien  1781. 

iScheibel,  Astronom.  Biblioth.  Abschn.  1.2.  Breslau  1784 — 89. 


.r.  . 

.1  . •) . . 

Fehler 

in  Sehrön’s  siebenstelligen  Logarithmentafeln,  Ste- 
reotyp-Ausgabe von  1860: 

Taf.  1.  S.29.  Fusstafel,  Spalte  Z.  1.  statt  3.35.40  lies:  0.35.40. 
ßraunschweig  am  27.  Februar  1860. 

Fr.  Vieweg  & Sohn. 


Berichtigungen. 

ln  Thl.  \XX1H.  S.  57.  statt  Thl.  XXIX.  S.432.  setze  man  Tht.  XXXIII. 
S.  420. 

Im  Literarischen  Berichte  Nr.  CXX1X.  (Thl.  XXXIII.)  S.  10.  Z.  12, 
setze  man  „algebraischer“  stntt  „allgebraischer. “ 
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XXVI. 


Beiträge  zur  Tetraedrometrie. 


Die  Tetraedrometrie  scheint  seit  geraumer  Zeit  nicht  zu  den- 
jenigen Feldern  zu  gehören,  die  von  den  Mathematikern  mit 
Vorliebe  bebaut  werden.  Seit  Feuerbachs  „Grundriss  zu 
analytischen  Untersuchungen  der'  dreieckigen  Pyra- 
mide. Nürnberg.  1827."  (nur  ein  Auszug  der  Resultate  ohue 
Beweise  aus  dem  angekündigten  ausführlichen  Werke,  von  dem 
ich  nicht  weiss,  ob  es  erschienen  ist)  scheint  kein  bedeutendes 
Werk  über  den  Gegenstand  erschienen  zu  sein.  Feuer bach, 
so  wie  seine  grossen  Vorgänger,  Lagrange  und  Carnot,  be- 
handeln den  Gegenstand  durch  Coordinatensysteme , also  durch 
Grössen,  die  dem  Tetraeder  als  solchem  fremd  sind,  indem  sie 
die  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte 
und  denen  eines  fünften,  der  zu  ihnen  in  gegebenen  Beziehungen 
steht,  untersuchen.  Diese  grossartigen  und  von  schönen  Resul- 
taten gekrönten  Untersuchungen  machen  es  aber,  wie  mir  scheint, 
nicht  überflüssig,  die  Abhängigkeit  der  verschiedenen  ßestini- 
mungsgrössen  des  Tetraeders  von  einander  unmittelbar,  näm- 
lich ohne  das  Mittel  der  Coordinaten,  aufzusuchen  und  darzustel- 
len.  In  diesem  Sinne  scheint  noch  wenig  gethan  zu  sein.  Das 
Neueste,  was  ich  kenne,  ist  die  erste  Abhandlung  im  ersten 
Bande  dieses  Archivs  von  Professor  Bretschneider  und/ 
Einiges  von  demselben  Verfasser  in  seinem  „Lehrgebäude 
der  niederen  Geometrie.  1844.“  Die  Leser,  welche  etwas 
Theil  XXXIV.  25 
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Bedeutendes  darüber  aus  neuerer  Zeit  kennen,  sind  um  gefällige 
Mittheilung  gebeten.  — Der  Hauptgedanke,  den  ich  seit  einiger 
Zeit  über  diesen  Gegenstand  verfolge,  ist  der:  dass  im  Tetraeder 
die  Ecken  als  solche  durch  gewisse  Functionen,  die  ich  als 
Eckensinus  und  polaren  Eckensinus  bezeichne  (s.  §.4. 
im  Folgenden)  eben  so  als  selbstständige  Rechnungsgrössen  zu 
behandeln  sind,  nie  (die  Winkel  durch  ihre  Sinns  und  Cosinus 
im  ebenen  und  sphärischen  Dreieck.  Diese  Eckenfunctionen 
sind  auch  sonst  schon  bemerkt  norden  (sie  machen  sich  bei 
allen  das  Tetraeder  betreffenden  Rechnungen  geltend),  aber  die 
Symbole  dafür  sind  mehr  nur  als  Abkürzungen  für  eine  gewisse 
Zusammenstellung  von  ebenen  und  Flächen- Wirtkeln  behan- 
delt, nicht  als  Symbole  besonderer  Rechnungsgrössen,  die  ihre 
eigenen  Gesetze  haben.  — Hat  man  also  die  Tetraedrometrie  ei- 
nerseits als  eine  Anwendung  der  Coordinatengeometrie,  anderer- 
seits als  eine  Anwendung  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie betrachtet,  so  möchte  ich  den  Versuch  wagen,  sie  neben 
die  letzteren  als  eine  eigene  Disciplin  hinzustellen,  deren  Rech- 
nungsgrössen sind:  Längen,  ebene  Winkel,  Flächenwinkel,  ebene 
Dreieckflächen  und  dreiseitige  Ecken.  In  diesem  Sinne  em- 
pfehle ich  in  dem  folgenden  Aufsatze  besonders  §.  16.  über  das 
Verhalten  ei n e r d reige the il ten  dreiseitigen  Ecke  zu 
den  Theilecken  und  §.19.  über  das  Verhalten  von  vier 
Ecken  um  einen  Punkt  der  Aufmerksamkeit  der  geneigten 
Leser. 


§.  I. 

Am  Tetraeder  O A B C (Taf.  IV.  Fig.  1.)  bezeichnen  wir  die 
drei  Seiten  der  Ecke  O mit  a 6 c,  ihre  Winkel  mit  a ßy,  ihre  Kan- 
ten mit  vpq,  deren  Gegenkanten  mit  Imn,  die  an  ihnen  liegen- 
den Fläehenwinkel  mit  a'  ß'  y‘.  Es  heissen  die  Seiten  und  Winkel 

der  Ecke  A:  at  bt  a ß'  y', 
der  Ecke  B:  a%  b2  c2  a'  ß y', 
der  Ecke  C : a3  6S  C3  u'  ß'  y. 

Es  repräsentiren 

Imn  die  Seiten  eines  Dreiecks  ( ABC ), 
a,b2c3  die  Winkel  desselben, 

a'  ß'  y'  die  an  einem  Dreieck  anliegenden  Fläcbenwinkel, 
abc  die  Seiten  einer  Tetraederecke, 

aßy  die  Winkel  derselben, 
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u t>  Cf  die  Kanten  derselben  , 

■d  ^JtAaA 3 bezeichnen  die  den  licken  O,  A,  B,  C gegenüber- 
liegenden Dreiecke, 

9 Pi  Qi  ßs  die  Radien  der  ihnen  umschriebenen  Kreise, 
h /«,  /t2ha  die  auf  sie  gefällten  Höhen, 

(*:  sei  eiu  beliebiger  Punkt  im  Tetraeder), 
r r,  r4rs  bezeichnen  die  Längen  KO,  KA,  KB,  KC, 

A fx  v die  Winkel  der  r*r3,  rtr3,  rtrt,  also  die  Seiten  der 

gegen  A geöffneten  Ecke  bei  K, 

v n x die  Winkel  der  rr, , rra,  rr3,  also  solche  drei,  die 

einen  gemeinsamen  Schenkel  r haben, 
tldtd2d3  die  von  K auf  AAiA2A3  gelallten  Normalen, 

Ü den  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders, 
r r,  z2  z3  die  vier  bei  K zusammenstossenden  und  von  A At  A2  As 
geschlossenen  Theiltetraeder, 

V Vi  V*  Pt  dieselben  Tetraeder  oder  Pyramiden,  weun  r = rj 
— ra  a=  r3  ist. 

Bezeichnungen  von  Winkeln,  wie  (r2p) , (r2A)  u.  s.  «•.,  als  von  den- 
jenigen, welche  r2  mit  p,  resji.  r2  mit  A bilden,  sind  selbstver- 
ständlich. 


§.  2. 

Bekanntlich  ist 

_ _JL  _ u 

' sin  fl!  sin  6t  sincg 

Dieser  für  ein  ebenes  Dreieck  constante  Quotient  werde  der  Mo- 
dulus desDreiecks  genannt.  Jeder  Sinus  eines  Dreiecks  wird 
also  durch  Multiplication  mit  dem  Modulus  in  die  Gegenseite,  jede 
Seite  durch  Division  durch  denselben  in  den  Sinus  des  Gegen- 
winkels verwandelt. 

„ sin«  sini  sine 

G leicher  Weise  werde  der  Quotient  — — = — — a — -j— 

sina  sinp  smy 

der  Modulus  der  Ecke  (O)*)  genannt  und  mit  M bezeichnet; 
Jf|,  M2,  Ma  sind  die  Moduln  der  Ecken  A,  B,  C,  so  dass 


M Dieser  passende  Name  für  2p  und  — — ist  aus  Professor  Brct- 

sina 

Schneiders  „Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie.  Jena. 
Frommann  1H41  1 entlehnt. 
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..  . ' a_  . , sina  sin ö. 

fl/sina  — sin  a , Ml  stna  = sin  ax , ■■  = sin  a. 


§•  3. 

v .c  • r u .-.»*7  • IJ.  » c--.il 


Wir  setzen  ferner: 

*.  i <:I  ;-  »il  Ganciiasu* 

* = i(«  + * + c). 

s=J(«  + |3  + y),  Ja.// 

also 

' *">ti 

ff-“  = J(^  + y— “), 

*— a=  J(6  + c — a),  i 

u.  s.  w. 

u.  s.  w. 

und 

e—  180° — i*), 

e = fl — 90°, 

also 

i'  - 

a + e=  180° — (* — a), 

a — £ = 90° — (ff — a) 

U.  8.  IV. 

u.  s.  w. 

;*  O' 

Haben  dieselben  Buchstaben, 

unten  accentuirt,  dieselben  Be- 

deutungen  für  das  Polardreieck,  ist  also  a,  = 180° — «,  «1=180°— n 
ii.  s.  «v.,  so  ist 


i i 


also 

s = 270°  — ff, , also  180°  — s = <sl  — 90°, 

e = £, , i = 180° — £, , 

i l ! 

a-f-e=180°  — («, — £,),  * — a = «, — £, , 
11.  8.  w. 

r-  . \ I ■ ; - ' 

ferner 

. ..  . 

also 

(5=270°-*,,  also  o — 90°  = 180°  — j, , 

r.’ltie. 

t = e, , fl  = 90°  -f  e, , 

« — £ = ISO0  — (flj+e,),  o — « = a,  + e,  — 90° 

u.  S.  IV. 

*)  Durch  die  Einführung  der  VVinkelgrüsse  2e  (de«  L’eherschusscs 
von  360°  über  die  Seitensommc)  neben  2t  (dem  sphärischen  Excess)  ge- 
winnen viele  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  an  elegantem  An- 
sehen. Ich  erlaube  mir  darüber  auf  eine  kleine  Schrift:  „Sttidien 
über  das  sphärische  Dreieck“  aufmerksam  zu  machen,  welche  in 
der  Programmcnliteratur  begraben  liegt  (Programm  des  Lnckauer 
Gymnasiums  1848),  und  welche  die  Keime  von  dem  enthält,  was 
ich  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  etwa  Neues  und  nicht  Unfrucht- 
bares darzubieten  habe. 
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Am  meisten  treten  in  diesem  Aufsatze  die  bekannten  Ecken- 
functionen hervor,  die  hier  mit  P und  77  bezeichnet  werden, und 
deren  mannigfaltige  Zusammensetzung;;'sowohI  aus  den  Seiten 
resp.  Winkeln  der  Ecke  als  aus  j e zwei  Seiten  und  dem  einge- 
schlossenen Winkel  resp.  je  zwei  Winkeln  und  der  dazwischen- 
liegenden Seite  als  bekannt  vorausgesetzt  wird;  nämlich: 


**  = i V(1  — • cos  *a  — • cos  *6  — cos  2c  + 2 cos  a cos  6 cos  c) 
= V sin  »sin  (*  — a ) sin  (t^b)  ein  (s—c) 

= sin  e sin  (a  + e)  sin  (6  + e)  sin  (c  + e) 

^ '=  Jsinasinfisiny  = Jsinasincsin jS  = JsinAsincsin o 
= iA72sin  «sin /Ssin  y 

l<  — * sin  (uz/i)  sin  a = Jsinfp^sinfi  =s  i sin (9z/,,)  sine; 


(1-) 

(2*) 

(3°) 

(4“) 

(5°) 

(6«) 


^ — j V(1  cos  2a  — cos  ®/3  — cos  ®y — 2 cos  «cos  ß cos  y) 

= V — cos  0cos(a — a)cos(or  — ßjcos  (<f— y) 

= V'  sin  tsin  (a  — t)  sin  (/3—fjsin  (y  — *) 

^ = Jsinasiii0sinc  = Jsinasinysin  6 = sinßsin  ysina 
= jjVsinasin  jSsiny 

= i sin  (u//,)  sin«  ==  Jsinfpz^sin  ß = isin(yz/,)siny. 


(1») 

(2‘) 

(3*) 

(44) 

(5») 

(6‘) 

■■Zu 


Anmerkung  1.  Die  Ausdrücke  (6)  ergeben,  dass  P con-' 
stant  ist  für  alle  sphärischen  Dreiecke  auf  einerlei  Seite  a,  deren 
Gipfelpunkte  in  einem  dieser  Seite  parallelen  kleinen  Kuge’lkreise 
liegen;  und  dass  77  constaot  ist  für  alle  sphärischen  Dreiecke 
von  einerlei  Gipfelpunkt  und  Gipfelwinkel  «,  deren  Gegenseiten 
a auf  demselben  grössten  Kreise  liegen. 


/ 


/Vjfc '.»**/  s 


" - /■ 


»VW. 


Anmerkung  2.  Ist  im  sphärischen  Dreieck  aßy  (Taf.  IV 
Fig.  2.)  f ein  beliebiger  Bogen  grössten  Kreises,  der  die  Seite  a 
unter  dem  Winkel  <p  trifft,  so  ist 


- ^ - um  fsm  <p  sin  u , 277  = sin  /’s in  cp  sin  et. 
Anmerkung  3.  Bekanntlich  ist 


(7) 
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3$  = z/,A,  = ipq  sin  a.u sin  b siny  = upqP.  (8) 

Ist  also  aßy  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  ein  sphärisches  Dreieck  auf  der 
Kugelfläche  vom  Radius  R,  so  ist  jR*/>der  Inhalt  der  Pyramide, 
welche  das  durch  aßy  gelegte  ebene  Dreieck  zur  Grundfläche  und 
den  Kugelnrittelpunkt  zum  Gipfel  hat.  Da  imn  IIP  der  Inhalt 
der  entsprechenden  Pyramide  För  das  gleichseitige  rechtwinklige 
Dreieck  ist,  so  ist  P der  Exponent  des  Verhältnisses  dieser 
beiden  Pyramiden  und  der  Ausdruck  des  Inhaltes  der  ersteren, 
wenn  die  letztere  zum  körperlichen  Hauramaass  gewählt  wird. 

Anmerkung  4.  Verlängert  man  an  einer  Ecke  die  eine 
Kante  über  den  Eckpunkt  hinaus  oder:  verlängert  man  zwei  Sei- 
ten eines  sphärischen  Dreiecks  über  die  dritte  Seite  hinaus  bis 
zu  ihrem  Durchschnitt,  so  wird  dadurch  ein  Nebendreieck  be- 
stimmt, welches  mit  dem  vorigen  einerlei  P und  II  hat.  (Ueber 
die  Relationen  zweier  Nebendreiecke  ist  Mehreres  zu  finden  in 
dem  erwähnten  Luckauer'Programme  von  1848.) 

Anmerkung  3.  Bedeuten  P,  und  17,  die  entsprechenden 
Functionen  für  das  Polardreieck,  so  ist 

p=nlt  n — px,  (9) 

was  sich  leicht  aus  §.  3.  und  noch  leichter  aus  §.  4.  (4)  erken- 
nen lässt. 

Anmerkung  6.  Wir  werden  (aus  einem  später  erhellenden 
Grunde)  die  Function  II  mit  dem  Worte  „Eckensinus“  und  P 
als  „polaren  Eckensinus“  bezeichnen. 

§■  5.- 

Aus  (3)  geht  leicht  hervor : 

^ = M oder  P = Mil , (10) 

wonach  aus  (4)  und  (5)  leicht  hervorgeht: 

2/m 

sina  sin  6 sine  = = IMP,  (11) 

. . a . 211*  217 

sin  «sinpsiny  = -p-  — • (12) 

A iiinerkung.  Beispielsweise  eine  Anwendung  des  Modu- 
lus IU:  In  vielen  Büchern  (z.  B.  Meier  Hirsch  Sammlung 
geometrischer  Aufgaben  II.  p.  124.,  Bretschneider  Lehr- 
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gebäude  etc.  p.  438.)  findet  man  für  den  Radius  der  einem  Te- 
traeder umschriebenen  Kugel  den  Ausdruck  entwickelt: 

4W*.4f,*  = u2sin2o+p9sin*6  -f-0*8in*c — 1pq{coaa  — cos6cosc) 

— 2tip(cos  />  — cos  a cos  c)  — 2u/j(cog  c — cos  a cos  b). 

I>a  nun 

cosa — cos  b cos  c — sin  6 sine  cos  er 

ist  u.  s.  w.,  so  findet  man,  wenn  man  dies  einsetst  und  die  ganze 
Gleichung  durch  4/2  dividirt,  nach  {.2.  und  §.5.: 

All*  ATI*  = «2sin2o  -f  p*a\n*ß  + 92sin*y — 2/j^sin/S  siny  cos  « 

—2 uq  sin  a sin  y cos  ß — 2upsin  a sin  ß coi  y , 

was  man,  wie  es  scheint,  noch  nicht  bemerkt  hat. 


§.  6. 


Aus  I — 2psin  o,  = 2p,  sin  a folgt: 

2p4/,  sin  a = 2p,  4/sin  a 


oder 


2p 

Am  Tetraeder  verhalten  sich  die  Moduli  zweier  Dreiseite  wie 
die  Moduli  der  gegenüberliegenden  Ecken. 

Der  Quotient 


2p  _ 2p,  _ 2p»  _ 2 p3  _ 

4/  ~ 4/,  ~ Ms  " 4/,  ~~  11 

# 


(13) 


ist  also  als  ein  Modulus  des  Tetraeders  zu  betrachten.  — 
Wir  werden  sehen,  dass  am  Tetraeder  mehrere  solche  constante 
Quotienten  Vorkommen , die  gleichen  Anspruch  auf  den  Namen 
Modulus  haben. 


*)  Es  sei  hier  ein  für  allemal  bemerkt,  dass  die  den  festgesetzten 
Zeichen  unten  rechts  angehängten  Indices,  wie  , H%,  tf3  , immer  etwas 
den  Ecken  A,  B,  C Angehöriges  oder  ihnen  Gegenüberliegendes  bezeich- 
nen, während  die  Buchstaben  ohne  Index  der  Ecke  0 oder  dem  ganzen 
Totraeder  angehören. 
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§.  7. 

Es  ist 

‘2g  l % sine  /sine  ’ 

**  M ~ sinn,  ' sinn  — sinasinoi 

oder,  wenn  man  Afsinn  statt  sina,  Afjsina  statt  sin a,  setzt: 
fijtfitf1sina  = /,  ftdfjiü/jSina'  = u, 
nMM2s\n  ß — m,  gtMtM3sinß' =p, 

(iMM3  sin  y = n,  ^MlMisiny'  = q, 

M2M3  sin  n sin  ß sin  y = Imn. 

Da  nun  bekanntlich  Imn-igd,  so  findet  man  unter  Anwendung 
von  (5)  und  (13)  leicht : * 

4 eei^s  = ^.  (16) 


Da  nun  nach  (13)  das  Product  links  unverändert  bleibt,  wenn  man 
die  vier  Indices  0,  1,2,  3 beliebig  permutirt,  so  ist  auch 


■d  ^3 

n z/j  n2  n3 


(16) 


ein  Modulus  des  Tetraeders,  und  zwar  derjenige,  welcher  dem 
Modulus  2(>  des  ebenen  Dreiecks  am  meisten  entspricht  und  die 
Benennung  „Eckensinus“  für  27  rechtfertigt. 

Aus  (13)  und  §.  3.  ergeben  sich  noch  leicht  die  Ausdrücke: 


m = = f . (17)  (18) 

r 


§.8. 

Da  dh—Aihy  — 3(7,  so  ist  auch  nach  (16),  wenn  man  durch 
m dividirt: 

nh—  27 — iTjAj.  (1®) 

Ferner  ist: 

h — usin(u^f)  = asin  A,  sin/ 

= uMi  sin  ß'  sin  / = (nach  (14))  (tMt  M%M3  sin  o'  sin  ß'  sin  / (20) 
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„ „ m m 

f<  M,  M2M3  — pjjj  — <>9  > 


so  ist 


it 


2pA.=  1)1  sinn' sin /S' sin  y',  also  auch  (21) 
2p,  Ai  =111  sinn'  sin  ß sin  y, 

‘■iQ-Ji-i  =111  sinnsin  ß1  siny, 

-?a^3  — Wsin  n sin  ß siny'. 

Multiplicirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen  und  diridirt  durch 

die  erste,  setzt  links  aus  (17)  8p, p.2p3  = rechts  aus  (12) 

211 

sin  nsinp’sin  y =z  hebt  auf,  und  setzt  wieder  links  ft2il/2=:4pI, 
so  erhält  man : 


also 


A,  A2Aj  = IttA . 4i72  = 4 Ahn  = 12  m , (21°) 

“ ’ , , I . 

AA,A2Aj  = 31.  477A  = 32.  4/7,  A,  u.  s.  w.  (22) 


■ o;.  1? 

•»fr  * -io  • : 


«•  *■ 


A = us\n(uA)  z=ps\n(pA)  = qsin(qA) 
»yoöihi-uA  ■_  2Il1u_2II2p  _ 2II3q 


.<*!•  :»> 

also 


sinn  sind  siny 


(nach  (6)); 


-:jL 


_ 477,747/3  32  _ 4nln2n,A 
‘ — 772  A — 7/2  ; 


(23) 


sinnsinßsiny  ' ' " 2772 


also  ist  die  constante  Grösse  //A  = 7/,A,  u.  s.  w. 

= 2^77,77477,  = 2Vfl^l77I77,  = 2\Tim[JJIs 

= 2^7777,7^3  = 2tc.  (24) 


25 a 


Digitized  by  Google 


378 


Junghan:  Beiträge  zur  Tetraedrometrie. 


Diesen  Ausdruck,  welcher  in  den  Formeln  häufig  erscheint, 
bezeichnen  wir  mit  2to. 


Demnach  ist  also: 


2io  , 2(c 

/t  — Tt’  "l  ~JT.  ' 


Ajj  — 


2 w 

1Ü 


2 io 

Tu 


(25) 


Da  nun 

2/7,  = sin  o,  sin  ß'  sin  / , 

2l7a  =8in6asinc'  sin/, 
l2IIi  = sin  c3  sin  a'  sin  ß' , 
ä =292sino,  sin6asincs; 
so  erhält  man  durch  einfache  Multiplication: 

2io  = 2 n±n3  = psin a,  sin  62  sin  o3  sin a' sin  (3' sin/.  (26) 


§.  10. 

h = u sin  (uJ)  = p sin  (pA)  = q sin  (q  A) 

2#>  2/V  _ 2P3?  > (2?> 

sinoj  sin(i2  sinc3 

also 

,,  8P , I\P3upq 

/r  i:  — . — r — — ) 

sin  c<|  sinü2sinr3 

und,  da  bekanntlich 

. . . -A 

sina,  sinos  sin  c3  — 

ist, 

..  1 GMPzPtupq  ^P,PtPa  3<T 

/,:= A ~ P 

l6eaP,  P2P3/( 

- p - • 

also 

/.  = 4(Y~ ™ = 2VTs/VVV  (28)  (29) 

Aus  der  Symmetrie  des  Ausdrucks  2 PP,P2P3,  welchen  wir 
mit  2H7  bezeichnen,  geht  hervor,  dass 
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Ph ,, ... 

2p  ~ 2p,  — 2pa  ~ 2p,  — " 


(30) 


«•  »• 

Noch  ein  Ausdruck  fiir  h ist  bemerkenswortb.  Zieht  man 
vom  Fusspunkfe  von  h in  A drei  Normalen  auf  /,  m.  n,  so  sind 
diese  Actg«',  ActgfJ',  Actg/.  Zieht  man  von  demselben  Punkte 
(ierade  nach  den  Punkten  A,  B,  C,  so  findet  man  aus  den  drei 
Theildreiecken,  in  welche  d dadurch  zerlegt  wird, 

2d  — Ih  ctg  a'  4-  mh ctg  ß'A  nhctgy1 , 

also 

_ 2d 

^ /ctgaj  -J-  m ctg  ß‘  + »ctgy'  ^ ^ 


§•  12. 


Ausdrücke  für  $ ergeben  sich  nun  leicht  aus  denen  für  A, 
welche  man  nur  mit  \d  zu  multipliciren  hat.  Bemerkens« crtli 
sind  folgende: 

Aus  d = ltttl  folgt 

d A oder  M = mrih  = (nach  (24))  2m«j.  (32) 

Dieser  Ausdruck  giebt  ferner : 


=Vddld±ni  = V ddtn%d3  — V dnxdtdt  = V ndxd^d3. 


v r»  z 2 77,  u . 

ferner : Da  A = — : — , so  ist: 
sin  a 


dh  = M 


2dII,u 

sin« 


und  ebenso 


-dsII,)> 
sin  ß 


w.  (34) 


Da  nun  (30)®  = 4 dllld2da,  so  ergiebt  die  Division  durch  (34): 


‘Idvdr.  sin  « 2dd.  sin  a' 

3a  = — — 3 = u.  s.  w. 

tt  l 


(25) 
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§■  13. 


Aus  A = 5 = S ((25)  und  (23))  folgt: 


sin«  ililj  w 

p w _ntj3 

sin  ß J7I72  w 5 


2Xi3 

io 


9 __ 

siny“ 


sina 
m 

8\nß'  ~~ 
n 


w 

Il4o 


w 


im, 


siny 


Daraus  wieder: 


sin«  nn^u 
sin 


« uiiy  u ein«  U\  U 

7=  n2nar  da§esen  j^’ 


sin/3 TlILtp 

sin  ß'  //,  II3m  ’ 

siny Iin3q 

sin  y'  i7, 17,71  ’ 


und  ferner: 


also: 


sin«  sin« 


w 

unr. 


sina Hu 

sin  ß'  — ffftn  ’ 

u.  s.  w. ; 


7/z7,  dt 

— *-  = rf =tn, 

u>  77, 


«/  = DT sin  asin  a' , 
pm  = HI  sin  (3  sin  ß1 , 
qn  — Bt  siny  siny'. 


(36) 


W Ild  3 

77,  n%  w 


(37)  (38) 


(39) 


Nach  (46)  ist: 


§.  14. 


. „ . 27/ 

sin  p sin  y = -r— : , 
r ' sin  <t 

277, 

sin  Ö'  siny'  = — 

r ' sinn, 


277., 


sin  3 siny'  = -- > 

r ' smn2 

. . 277* 

sin  p' siny  = 5 

r ' sin  «3 


also 
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,I,ri , sin  a sin  a,  77/7, 

sinosino,  sina2sinn3  0 er  sina2sina3  772//., ' 

Ferner  ist 

Psiu  a = 77sin  a nach  (10) , 

Pj  sin  a = IIl  sin  al ; 

also 

PPi  sin  *«  = 7/77,  sin  a sin  «, , 

folglich  auch 

PjPj  sin  *«'  = 772/r3  sin  o2  sin  n3 , 

und  hieraus: 

PP\  sin2a  7777,  sin  «sin «,  //*//*, 

P2P3  sin*«'  772/73  ‘ sin n2 sin «3  ~ il\n\ 

oder 


sin«  . I PP,  _ 77/7, 
sin «' V P2P3~ 77277,’ 


also  auch  nach  (35): 


(40) 


PP,«*=P2P3P,  j 

PP2p*  = P,P3m*)  [ (40«) 

PP3(?*  = P,P2n*  ) 

Die  in  §.  13.  und  §.  14.  ausgesprochenen  Gleichungen  lassen 
»ich  oft  zur  Umwandlung  von  Formeln  verwenden. 


§.  15. 

Ehe  wir  zu  einem  zweiten  Abschnitte  übergehen,  wird  es  gut 
sein,  den  im  Fortschritt  der  Untersuchung  erweiterten  Begriff 
eines  Tetraeder- Modulus  zu  recapituliren.  Als  solcher  lässt  sich 
im  Grunde  jeder  Quotient  betrachten,  der  aus  Bestimmungsstücken 
von  einerlei  Index  zusammengesetzt  ist,  und  seinen  Werth  nicht 
ändert,  wenn  man  jedem  dieser  Bestimmungsstücke  einen  und  den- 
selben anderen  Index  beisetzt;  oder,  um  das  Hauptmerkmal  nicht 
als  ein  nur  äusserliches  erscheinen  zu  lassen:  jeder  Quotient,  der 
aus  irgend  welchen  zusammengehörigen  Bestimmungsgrössen  des 
Tetraeders  so  zusammengesetzt  ist,  dass  er  seinen  Werth  nicht 
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ändert,  wenn  man  jene  Bestimmungsstücke  durch  je  gleichartige 
ebenso  zusammengehörige  ersetzt. 

Ein  Beispiel  der  Anwendung  solcher  Moduln  giebt  die  An- 
merkung zu  §.  5. : Enthalt  nämlich  in  irgend  einer  Gleichung  jedes 
einzelne  Glied  den  Nenner  (Zähler)  eines  Modulus  aus  verschie- 
denen Gruppen  (mit  verschiedenem  Index)  ein-  oder  mehrmal 
als  Factor,  so  kann  man  durch  Multiplication  (Division)  mit  dem 
Modulus  oder  einer  Potenz  desselben  den  Zähler  (Nenner)  mit  je 
gleichem  Index  au  dessen  Stelle  setzen. 

Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  Ausdrücke,  die  in  der  erwähnten 
Weise  zusammengesetzt  sind,  nicht  in  Form  von  Quotienten,  son- 
dern in  der  von  Producten  erscheinen,  auch  diese  in  ähnlicher 
Weise  anzuwenden  sind,  indem  dann  der  reciproke  Werth  des 
einen  Factors  den  Neuner  vertritt,  während  der  andere  Factor 
als  Zähler  fungirt;  weshalb  auch  die  Einschränkung  auf  die  Quo- 
tientform aus  dem  Begriff  des  Tetraedär- Modulus  fallen  zu  lassen 
ist.  Auclr  sieht  man  leicht,  dass  die  angeführte  Anwendung  nicht 
die  einzige  ist,  welche  die  Moduln  für  die  Umformung  von  Glei- 
chungen und  Ausdrücken  wichtig  macht.  Es  mögen  daher  die 
bis  jetzt  hervorgetretenen  Moduln  hier  nochmals  übersichtlich 
aufgefübrt  werden : 


1) 

2) 

3) 

4) 


2p  = — 

' er 


siiL?  _ p 

sin«  n ’ 


2p  u 

P—M—  dM/3sin«'’ 

m = 4pp, 

fl fly  flt^fl^  /Sill  CK  3(T  4^ 

"itho*  = sin  «sin  a‘  2m  (3<f)*  ’ 

2u>  = 2 = Uh  = jjj 

= psin  «i  sin sin  cäsin  u‘ sin  ß'  sin  /, 

Ph 


6)  2 W = 2 V"  PPXP%P3  = t2-  > 
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7)  U=Jh  = PuPgJ^f-ntt 

= 2jrt«>  = = A,^Aa 

=4^  V = sy  AA^ 


§.  16. 

Sei  aßy  (Taf. IV.  Fig.3.)  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Win. 
lei  a,  ß,  y,  die  Seiten  a,  b,  c.  N sei  ein  beliebiger  Punkt  im 
Dreieck,  von  dem  aus  die  Bogen  d,  e,  f nach  den  Punkten  a , 
ß,  y,  gezogen  sind.  Die  Bezeichnung  der  dadurch  bestimmten 
Winkel  ist  aus  der  Figur  klar.  Es  handelt  sich  darum,  eine  Glei- 
chung zwischen  /•*  und  den  /J-Functionen  der  Theildreiecke,  P, 
P' , P"  zu  finden. 

Auflösung: 


2P—  sin  b sin  csiu  a 

= /V“sin/3“jtf"'sin  /“sin  («“  + «“')  *) 

_ 8jn  S“-^-  ^ sin  /“sin  («“  + a‘") 
smu"  r sin«'“  ' vi/ 

\ 

= sine  sin  /sin  (3“  sin  /“(ctg«“  -}■  ctg  u“‘). 


Nun  ist  aber 

ctga“sin ß"  = — cos ß" cos d + sin  //ctg/, 
ctg  «'“  sin  /“  = — • cos  /"  cos  d -f  sin  d ctg  e ; 


also 


,,  . . — sin(|3"+/”)co8rf+(sin/"ctg/fsin|5"ctge)siiu/ 

ctg«  i ctg « _ sin  |3"  sin/" 

und  folglich 

‘2P=  sin  e sin  f sin  a‘  cosd+sin  d sin  e sin  /"cos  /-f  sin  f/sin/'sin^“cos  e. 


oder 


*)  Die  nccentuirten  Buchstaben  M' , M" , Um  beziehen  »ich  anf  die 
Theildreiecke  Kßy , Kay,  Kaß. 
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P = 1*  cos  d + J*/C0SC  + /*"  cosf.  (41) 

Dieser  eben  so  einfache  als  folgenreiche  Satz  ist,  so  viel  ich 
weiss,  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden.  Er  bildet  die  Grund- 
lage zu  allem  Folgenden. 

{ 

4a«  ;■''■■■■  ■ ' ' ' - ’ 

§.17.  ■ > 

<:  * 

Bedeuten  yf , y}fi , die  drei  von  iV  auf  die  Seiten  gefällten 
Höhenbogen,  so  kann  man  die  Gleichung  nach  (6)  auch  so  aus- 
driickcn : 

2P  = sin  i/sin  a cos  d-f-sin  ij"  sin  b cos  c+sin  r\‘“  sin  c cosf,  (42) 

» • ■ - « 

2 J7  = sin  sin  « cos  d-fsin  yj"  sin  ß cos  c+sin  yf‘  sin  y cosf.  (43) 


Es  ist  sin  a = iU  sin  k = ü/i  sin  «'  uuv,,  also 


M = M<  = S-ln4"  iW"  = M‘“. 

1 sin«  sin/3  siny 


m 


(44) 


Dividirt  man  daher  (41)  durch  31,  so  kommt: 

17' sin  «'cos  rf  J7"sinjS"cose  . /*"' sin  y"' cosf 

n= — ^T—  + — sTnT^  + (45) 

Noch  eiue  andere  Delation  ist  bemerkenswert!!,  die  sieb  so 
ableiten  lässt: 

2P  = sin  6sin  c sin  «, 

4 piijmi  _ si„  ß gjn ä sin  «"sin  csin  d sin  «"' : 


also 


2 P 


sin  («"  + «"') 


4 p“put  si n *d  sin  «"sin  ct‘‘ 


ctg  c"  -f  ctg  «"' 
sin*d 


(46) 


Setzt  man  nun  wieder  den  oben  schon  entwickelten  W erth  von 
ctg«"  + ctg«'"  ein,  so  wird 

2 P ctgdsinc'  ctg e sin  (3"  4 ctg /sin/" 
ipttpiü  — sind  sin  ß“  sin  /" 


Dividirt  man  diese  Gleichung  noch  durch  27“  = sinesinfsin«', 
roultiplicirt  dann  rechts  Zähler  und  Nenner  mit  sindsinesin/-,  so 
erhält  man  ebenfalls  die  Gleichung  (41). 
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§■  18. 

Wenn  man  non  in  diese  Formeln  (41)  — (47)  d = e=f  setzt 
und  dabei  berücksichtigt,  dass  dadurch  r<"  = a — ß,  a“‘ ■— a — y 
wird,  so  erhalt  man  die  Bedingung  für  den  dem  Dreieck  aßy 
umschriebenen  kleinen  Kugelkreis.  — Setzt  man  dagegen  in  die* 
selben  Gleichungen  rj'  = r)"  — yf  und  berücksichtigt,  dass  dadurch 
die  Seite  a durch  ij'  in  s — c und  s — b getheilt  wird  u.  s.  w.,  dass 
a“  — a,u  = \ct  u.  s.  w.,  so  erhält  man  die  Bedingungen  für  den 
eingeschriebenen  Kreis.  Wir  versparen  jedoch  alle  ins  Einzelne 
gehende  Untersuchungen  für  spätere  Aufsätze,  um  zunächst  die- 
jenigen Lehrsätze  mitzutheilen,  welche  für  dieselben  als  Ausgangs- 
punkte dienen  werden.  — Ueber  den  einem  sphärischen  Dreiecke 
umschriebenen  und  eingeschriebenen  Kreis  enthält  übrigens  das 
Luckauer  Programm  von  18-18  einiges  Material. 

§.  19. 

Der  Satz  (41)  fuhrt  sehr  einfach  auf  einen  anderen  über  die 
gegenseitigen  Beziehungen  von  vier  Ecken  um  einen  Punkt,  d.  h. 
von  vier  Ecken,  die  durch  vier  von  einem  Punkte  ausgehende 
Strahlen  bestimmt  werden,  wie  in  Taf. IV.  Fig.  1.  von  KO,  KA, 
KB,  KC. 

Den  Uebergang  bildet  folgende  Betrachtung:  Verlängert  man 
den  Strahl  OK  über  K hinaus  und  legt  durch  die  Verlängerung 
und  die  drei  Strahlen  KA,  KB,  KC,  die  mit  ihr  die  Winkel 
180°  — v,  180“ — tc,  180° — x bilden,  drei  Ebenen,  so  wird  dadurch 
die  Ecke  KABC  in  drei  Theilecken  zerlegt,  deren  jede  eine 
Nebenecke  zu  einer  der  drei  anderen  Ecken  um  K ist  und  also 
nach  §.  4.  Anmerkung  4.  mit  derselben  sowohl  einerlei  P als  ei- 
nerlei ff  hat.  Bezeichnen  wir  nun  für  die  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  gegen 
A At  A3  geöffneten  Ecken  um  K die  polaren  Eckensinus  der 
Reihe  nach  mit  P P,  Pa  P3  (die  Eckensinus  mit  %%,  <43),  so 

ergiebt  sich  nach  (41)  für  die  vier  Ecken  um  K sofort : 

P + P,  cosn  + PjCosn -f  P3cosx  = 0,  \ 

PC08P  +P,  +P»CO8V  + P3COS»  = 0,  f 

> (48) 

P COS  5t  + P,  COS  V + Pa  4-P3cosA  = 0,  L 

P cos  * + P,  cos  p + Pa  cos  i + P3  = 0.  / 

(Die  drei  letzten  dieser  Gleichungen  sind  nach  dem  Muster  der 
ersten  gebildet.) 

Tlieil  XXXIV.  26 
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§.  20. 

Von  Bedeutung  ist  die  Zusammenstellung  der  so  eben  gefun- 
denen Gleichungen  mit  folgenden  zwar  schon  lange  bekaunten. 
aber  noch  nicht  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachteten: 

Die  einfache  Betrachtung  der  Projectionen  der  Dreiecke  zf,, 
z/2,  d3  auf  d ergieht  die  Gleichung: 

d = d i cos  a'  -f  zl2  cos  /?'  f d3  cos  y‘, 

d 

welche,  durch  UI  — jj  dividirt,  wird: 

— II  + //,  cosn'  f II2cosß'  + n3cosy‘  = 0, 

IIcosai—IIl  -J-772cosy  -J-  773cos/J  = 0,1 

> (49) 

II cos  jS' + cos 7 — n2  -f  Hscosa  =0,  l 

/Zcos  y' -f  ^ cos/S  d-ffjcoso — n3  =0;  / 

von  welchen  Gleichungen  wieder  die  drei  letzten  der  ersten  nach- 
gebildet  sind. 


Diese  beiden  Gruppen  von  Gleichungen,  deren  eine  die  Be- 
ziehungen zwischen  jeden  vier  Ecken  um  einen  Punkt,  die  an- 
dere die  Beziehungen  zwischen  jeden  vier  Tetraederecken  aus- 
spricht,  zeigen  bei  einem  vergleichenden  Blicke:  dass  vier  Ecken 
um  einen  Punkt  unter  einander  dieselben  Relationen  habeo,  wie 
die  Polarecken  von  vier  Tetraedereckeu. 

Dass  diese  Analogie  keine  zufällige  ist,  lässt  sich  durch  fol- 
gende Betrachtung  nachweisen : 

Errichtet  man  auf  den  Endpunkten  der  vier  Geraden  r,  r,, 
r2,  r3,  die  von  K ausgehen,  normale  Ebenen,  so  schiiessen  diese 
ein  Tetraeder  ein,  dessen  Ecken  offenbar  die  Polarecken  zu  den 
vier  Ecken  um  K sind,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Flächen- 
winkel der  Tetraederecken  von  den  Seiten  der  vier  Ecken  um 
einen  Punkt  zu  180°  ergänzt  werden.  Da  diese  Construction  je- 
desmal möglich  ist,  so  müssen  sich  alle  auf  die  vier  Ecken  eines 
Tetraeders  bezüglichen  Sätze  durch  Vertauschung  von  n mit  P, 
von  P mit  <1,  von  a' , ß‘ , y'  mit  180° — v,  180°  — n,  180°— x, 
von  a,  ß,  y mit  18“  — i,  180°  — ft,  180°  — v auf  die  vier  Ecken 
um  einen  Punkt  übertragen  lassen,  und  umgekehrt. 
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§■  22. 

Bestimmt  man  nun  auf  den  vier  von  K ausgehenden  Strahlen 
vier  Längen  r,  rl(  r.2,  r3,  verbindet  ihre  Endpunkte  O,  A,  B,  C 
durch  ebene  (Tetraeder-) Dreiecke,  und  bezeichnet  die  vier  bei 
K zusammenstossenden  Theiltetracder  mit  v,  r,  , r2,  t3,  so  ist 
nach  (8): 


also 


3t  = Pr,r.2r3, 
3ti  = P,rr.2r3 , 
3t2  = P2rr,r3 , 
3ra  = P3rr,r2; 


(50) 


3rr  _ 3r,T,  _ 3r2r2  _ :hjt3  _ _ ,, 

“ n — n — “lrar3 — rt  ’ 


(51) 


welche  Grösse  wieder  ein  Modulus  des  Tetraeders  ist  und  mit 
R bezeichnet  werden  soll. 


IMultiplicirt  man  damit  die  Gleichung  (48),  so  erhält  man: 
rr  f r,  t,  cos  c 4 r2r.2  cos  n -f-  r3r3  cos  x = 0, 
nebst  den  drei  anderen. 


§■  23. 


Das  System  dieser  vier  Gleichungen  (52)  gestattet  mit  Leich- 
tigkeit viele  besondere  Bedingungen  einzufübren,  je  nachdem  man 
über  die  Lage  des  Punktes  K bestimmt. 

Für  den  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Kugel  z.  ß.  braucht 
man  nur  die  r durch  Ad  zu  ersetzen  und  dann  d=  dl  = dz  = d3 
zu  setzen.  Für  den  Schwerpunkt  hat  man  z = r,  = t2  = t3,  und 
ilie  r,  r2,  r2,  r3  sind  j der  Schwerlinien.  Am  fruchtbarsten  für 
die  Betrachtung  des  Tetraeders  überhaupt  scheint  die  Bestim- 
mung zu  sein,  dass  K Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel,  also 
r = r|=r2  = r3  gemacht  wird,  und  es  wird  (für  die  Fortsetzungen 
dieses  Aufsatzes)  gut  sein,  für  diesen  Fall  den  r,  t, , t2,  t3, 
welche  dann  Pyramiden  im  engeren  Sinne  werden,  besondere  Be- 
zeichnungen p,  p2,  p2,  p3  zu  geben.  Es  w ird  dann  aus  (50),  (51),  (52): 

3p  = Pr»,  3pj  = P,r3,  3p2=P2r»i  3p3  = P3r»;  (53) 

/ 26* 
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• 3v 3}>i  _ 3Va «tyj 3 

p ~ p,  ~ i»2  “ p3  - r ’ 

V + Vi  cosc-f  p2cos7£  + pBcosx  = 0, 
nebst  den  drei  anderen. 


(54) 

(55) 


§- 

Uer  in  §.22.  (51)  aufgestellte  Tetraeder- Modulus  rr,  r2r3  ist 
unter  die  Moduln  im  eigentlichen  Sinne  so  lange  nicht  zu 
rechnen , als  über  die  Lage  des  Punktes  K keine  Bestimmung 
getroffen  ist,  weil  er  für  ein  gegebenes  Tetraeder  bis  dahin  kei- 
nen bestimmten  Werth  bat.  Dagegen  entspricht  der  Modulus 

Jrs  = p (54)  durchaus  dem  Modulus  = Wie  nämlich  durch 

Multiplication  mit  Ir 3 aus  den  Grundgleichungen  (48)  die  Glei- 
chungen (55)  hervorgehen,  so  entspringen  aus  den  Grundgleichun- 
gen*)  (49)  durch  Multi plication  mit  HI  diese: 


— A -+-  At  cos<r'-J-z/2cos/3'  -f  A3cnsy'  = 0, 
nebst  den  drei  anderen. 


} 


(56) 


Diese  Gleichungen  (56)  scheinen  bisher  vorzugsweise  die  Auf- 
merksamkeit der  Mathematiker  auf  sich  gezogen  zu  haben.  So 
hat  z.  B.  Herr  Professor  Bretschneider  in  der  ersten  Abhand- 
lung des  ersten  Theils  dieses  Archivs  aus  ihnen  und  den  fol- 
genden ' 

COS  t>  -ff*  COS  31  + t3  COS  X = 0, 

nebst  den  drei  anderen, 


worin  t,  t, , tj,  f3  die  von  O,  A,  B,  C aus  gezogenen  Schwer- 
|inicn  bedeuten,  eine  Reihe  interessanter  Gleichungen  hergeleitet. 
Gr  macht  dabei  auf  die  „bemerkcnswerthe  Reciprocität“  aufmerk- 
sam , welche  freilich  ohne  die  Zurückführung  auf  unsere  Grund- 
gleichungen (48)  und  (49)  nur  als  eine  zufällige  erscheinen  kann. 


*)  Ich  nenne  die  Gleichungen  (49)  Grundgleichungen  im  Vergleich 
zu  (56)  darum , weil  jene , «n  wie  die  Gleichungen  (48),  das  einfachere 
Verhalten  zwischen  den  Ecken  allein  und  ihren  ßestiinmungestückeo 
(ohne  Einmischung  von  Elementen,  die  den  Ecken  fremd  eind)  ergeben. 
Haas  in  §.20.  die  Gleichungen  (49)  aua  den  Gleichungen  (56)  herge- 
leitet aind,  iat  unwesentlich,  da  (49)  nach  der  Betrachtung  in  §.  21.  auch 
aus  (48)  hätte  liergeleitct  werden  können. 
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Sie  erklärt  sich  nan  daraus,  dass  die  Gleichung  der  Dreiecke 
(56)  der  Hauptgruppe  derjenigen  Gleichungen  angehürt,  die  aus 
der  Gruudgleichung  (49)  der  Tetraederecken  erwachsen,  dagegen 
die  Gleichung  der  Scbwerlinien  der  anderen  Hauptgruppe  derjeni- 
gen, die  aus  der  Grundgleichung  (48)  der  vier  Ecken  um  einen 
Punkt  abzuleiten  sind*).  Die  gegenseitige  Polarität  beider  Haupt- 
gruppen findet  ihre  Erklärung  in  dem  §.  21.  Gesagten. 


§■  23. 

Da  nun  die  Gleichungen  (48)  und  (49)  und  ihre  nächsten  De- 
scendenten  (52)  und  (56)  die  fruchtbarsten  Ausgangspunkte  für 
Untersuchungen  über  das  Tetraeder  sind,  so  mögen  die  wichtig- 
sten Ableitungen  aus  (48)  und  (49)  hier  folgen: 

(49) 

— II  -|-  nt  cosa'  + 772cos ß1  + J7scosy'  = 0,  I. 
Jlcosa'  — ff,  +fl-lcosy  + II3cosß  =0,  11. 

. flcos/S'  -f  17,  cosy — II2  i-f  II3  cos«  = 0,  111. 

U cos y' -f- n,  cos ß + IIt cosa  — IJ3  =0;  IV. 

(48) 

P + Pi  cos  » -f  1*2  cos  n + P3  cos  k = 0 , I. 

P cos  V + Pt  + P2  cos  V + P3  cos  fl  = 0,  II. 

P cos  + Pj  cos  v + P2  +P#cosA  = 0,  111. 

Pcos  * + P|  cos  p + PjeosA -f  Ps  =0.  IV. 


*)  Um  das  Letztere  deutlicher  nachzuweisen,  als  in  §.  23.  andeutungs- 
weise schon  geschehen  ist,  denke  man  K als  Schwerpunkt,  und  Ton  0 
aus  die  Schwerlinie  t gezogen.  Dann  ist  bekanntlich  das  Stück  von 
t,  welches  innerhalb  des  Theiltetraeders  r fällt,  \t-,  offenbar  aber  ist 
das  Verhältniss  r:X , da  beide  auf  der  Grundfläche  A stehen,  gleich 
dem  Verhältniss  dieses  Stückes  zur  ganzen  /,  also  z = ebenso 
r,  = »,  = t,  = JI,  was,  in  die  Gleichung  (52)  gesetzt,  ergiebt: 

r-f-r,  cosr-f  rs  cos  n-\-r3  cos*  — o , 
und  weil  offenbar  r=.Jf  u.  s.  w.  auch 

COS  P -J-f,  cos  w + f,  cos*  = O. 
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Setzt  man  die  Werthe  von  cosa',  cosß‘ , cos y'  aus  II.,  111.,  IV. 
in  I.  oder  die  Werthe  von  coso,  cos«,  cos*  aus  II.,  11L,  IV. 
in  I.,  so  erhalt  man  : 

(57) 

m = JI,2  + JZj2  -f  7T32 — 212* ri3  cos  <*— 27Z,  n3  cos  ß—'2  /1, 1I2  cos  y, 
P2  = P,2  + P22  + P32  f-2P2P3cosA  + 2P,P3  cosfi  f 2Pj  8*2 cos v. 

Durch  Elimination  von  cosy'  aus  1.  und  IV.  und  cosy  aus 
II.,  III.  von  cos*  aus  I.,  IV.  und  von  cosv  aus  II.,  III.: 

(58) 

m + J7j2 — 22721,  cos «'  = 7z22  + //32  - 2 iitn3  cos «, 

nebst  zwei  anderen; 

P2+P12+2«*P,  cosc  = P22+P32  f2P2PscosA, 
nebst  zwei  anderen. 

Setzt  man  in  (58)  links  den  Factor  il — 211,  cosa'  aus  I. 
= — 27,  cosa'  + J72cos/3'  f JZgCosy'  und  dem  Factor  P-J-2P,  cosr 
= P,  cosz — P2cosn  — P3cosk: 

(59) 

21t 2 ll3  cos  a = — ttI(ttl  —//coso')  y//2(J72—  t/cosß1)  f tl3 ( tt3  — /Tcos  y1), 
nebst  zwei  anderen ; 

2P2P3  cos  P,(P,  +Pcos»)-P2(P2+  Pcos«)-P3(P3+Pcosx), 
•nebst  zwei  anderen. 


Setzt  man  in  IV.  den  Werth  von  TI  resp.  von  P aus  I.,  so 
fuhrt  dies  auf: 


ctg«,  = 


_ — J7,2sin2n'  + 2722  sin2^'  +•  1732sin2y' 


427,12 2H3 


ctg(«x)  = 


_ P,2sin2c  — P22sin2«  — P3asin2* 


4P,P2P3 


Eliminirt  man  aus  I.  und  II.,  I.  und  III.,  I.  und  IV.  TI  resp. 
P,  dann  wieder  //,  und  P, , so  erhält  man : 


*)  («*)  bedeutet  den  Klächenwinkel . den  die  Ebenen  der  Winkel 
« und  x mit  einander  bilden. 
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(61) 

sin  2a'  sin2(3'sin  2y'  = (cosa  -1  cosß'  cos  y')2  sin  *a' 

+ (cosj3+cosa'cos/)2sinI^'+(cosy+cosB'cos^')2sina)'' 
-f(eosa-f-cosS'cosy')(cos|S+co8ß'cosy')(cosy+coso!'cos/)'), 

sinaesin2Jtsio2*  = (cos  X — cos  n cos  x)2sin*p 

+ (cosft-coseco8x)2sin2jr+(cosv-coseeos7r)2sin2x 
— (cosi— C0S3IC0SX)(C08ft— C0SPC08X)(C0SV—  coeocos  Jl). 

Diese  Gleichungen,  weiter  entwickelt,  ergeben: 

(62) 

1 — cos  *ß  + cos V - cos  *o  cos  2ß'  + 2 cos  ß cos  ß1  cos  y cos  y ' 

+ 2 cos  ß cos  ß cos  y 

-f  cos  2ß  + cos  ‘‘ß1  — cos  *0  cos  tßl  + 2 cos  a cos  c'  cos  y cos  y ' 

-f  2 cos  a cos  0'  cos  y' 

+ eos*y  + cosV  — cos2ycos  V 1 2 cos  «cos«' cos ß cos  ß' 

+ 2 cos  a‘  cos  ß cos  y'  + 2 cos  a cos  ß cos  y , 

1 = cos2 * + cos*p  - cos** cos *r  + 2 cos  fi  cos  «cos* cos  x 

— 2 cos  A cos  ft  cos  v 

+ cos2  ft  + cos  2:r  — cos  2ft  cos  *ji  + 2 cos  A cos  p cos  v cos  x 

— 2 COS  * COS  31  COS  X 

+ COS  2V  + COS  2X  — COS  *V  COS  *X  + 2 COS  A COS  P COS  ft  COS  TT 

— 2 cos  p cos  ft  cos  x — 2 cos  p cos  vcosrr. 

Bei  den  Eliminationen,  wodurch  die  Gleichungen  (61)  gefunden 
werden,  kommt  man  auch  auf  folgende  Gleichungen: 

(63) 

4//2/I3  = (cos  ß | cosa' cos  /)(cos  y + cos  n'cosjS') 

-f  (cos  o + cos  ß'  cos  y ')  sin  2a' , 

4P21*3  = (cos  ft  — cos  P cos  x)(cos  V — cos  V cos  n) 

-f  (cos  * — cos  je  cos  x)sin  *p. 
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Da  •IffglTj  eine  Function  aller  Flächenwinkel  ausser  a und 
4P3P3  eine  Function  aller  Seitenwinkel  (der  vier  Ecken  um  K) 
ausser  X ist:  so  bieten  die  Gleichungen  (63)  die  Werthe  von 
cos«  und  cos  A durch  die  je  fünf  anderen  Flächen-  resp.  Seiten- 
winkel ausgedrückt,  dar,  was  aus  den  Gleichungen  (61)  oder  (62) 
unendlich  mühsam  zu  erreichen  wäre. 

Für  manche  Untersuchungen  sind  auch  folgende  Umformun- 
gen der  Grundgleichungen  brauchbar,  die  man  erhält,  indem  man 
cosn'  mit  1 — 2sin2Ja'  und  mit  2cos2i«' — 1 u.  s.  w.  vertauscht 
und  ebenso  mit  cose  u.  s.  w.  verfährt: 

(64) 

J(— /r+Z/,  + 7/a  + JZ3)  = JIi  sin*’«'  + sin*{/}'  + /Zjsin2)/', 

>(JT  + 72i  +/ra  + ZZ3)  = W,  cos*Jo'  + /r2cos*i|3'+  ß3cos*iy'. 


J(-P  + P,  |Pa+P3)  = **i  cos*in  + Pacos*i7i  + P3  cos*i*. 

i(P  + P,+  P2+P3)  = r,  sin 2iu  + P2sin2jjr  + P3 sin*i* ; 

. ■: 

wozu  die  je  drei  anderen  analogen  Gleichungen  leicht  zu  bil- 
den sind. 

Durch  Verbindung  derselben  und  Anwendung  der  Gaussi- 
sehen  Formeln  kommt  man  noch  auf: 


77+17,=  77  ^3++,)  + n3^Sh+^2  , \ i,!I' 

■ 1 2 sina3  13  sina2  j 

1 •‘sine.  sinn«  I 

(65) 

« _™  . ~ . - sinfw+e«)  . _ sin (ex+ug) 

o _ p + p,  + p3  sin(7tv)  + Ps-g^y-  > 


0=P-PI— P, 


sin  (rv — vn)  ^ sin  (vk — t!ft). 

sin(jtv)  8 sin(xft)  ’ l 


woraus  ferner  hervorgeht : 
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PU’"V 


//sin«'  =s  //1cos63sin)’-|-//3 cosc2siri(S, 

II si n ß1  = ZI,  cos  rts  sin  y -f  n3  cos  cx  sin  a , 
//sin y‘  = TIl  cos Ojsin ^ -J-  llt cos bt  sin«; 

Psinc-fPjCosD^sin  v -f  P3cos((hj)  sin  ft  = ü, 
Psin  n -f  P,  C08(v3i)sin  V+P3COS  ( Xn ) sin  A = 0, 
Psinx  -f  Pi  cos  (fix)  sin  ft  -f  P2  cos  (ix)  sin  A = 0. 


\ ' 


**.*?! 
j t * u »' 

• ! “A  I 'J 

m 


In  allen  Gleichungen  dieses  §.25.  können  die  U mit 
den  A,  die  P mit  3rt  oder  mit  V vertauscht  werden. 


§■  26. 

Einen  Ausgangspunkt  für  viele  Untersuchungen  über  das  Te- 
traeder bietet  auch  die  Anwendung  des  Satzes  (41)  in  §.  16.  auf 
die  vier  Ecken  des  Tetraeder  dar.  Werden  nämlich  von  dem 
beliebigen  Punkte  K im  Innern  des  Tetraeders  nach  den  Ecken 
die  Geraden  r,  rlt  r%,  r3  gezogen  und  Ebenen  durch  sie  gelegt, 
so  werden  durch  die  letzteren  auch  die  Tetraederecken  in  je 
drei  Theilecken  zerlegt,  deren  Eckensinus  uod  polare  Eckensinus 
so  bezeichnet  werden  sollen:  Die  rechts  angehängten  Indices 

bezeichnen  wie  bisher  diejenige  der  vier  Tetraederecken,  welcher 
die  Theilecke  angehört,  die  oberen  Accente  (/’,'  P%"  P%")  deu- 
ten die  Theilecken  an,  und  zwar  in  der  Art,  dass  diejenige  Theil- 
ecke, welche  die  Seite  os  mit  der  Hauptecke  gemeinschaftlich 
hat,  einmal,  diejenige  welche  mit  ihr  gemein  hat,  zweimal, 
die,  welche  mit  ihr  ct  gemein  hat,  dreimal  accentuirt  ist. 

Wir  haben  demnach  aus  (41): 

P = /‘'cos  (ru)  -f  P"  cos (rp) -f  P“‘  cos (rq) , 

Px  — l\‘  cos  (r,  u) ■+ 1\  " cos  (r,  m)  + I\‘“  cos  (r,n) , 

Pt  = /y  cos  (rtl)  + 1\“  cos  (rap)  + Pt‘“  cos  (r2n) , 

P3  = Ps'cos  (r30  +P,"cos  (r3m)  + Ptu‘  cos  (r3q). 

Diese  Gleichungen  sprechen  aber  noch  nicht  aus,  dass  die  von 
0,  A,  B,  C ausgehenden  vier  Geraden  r,  rt,  r1(  r3  in  einem 
Punkte  Zusammentreffen.  Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  diese 
Bedingung  eingefiihrt  wird,  nehmen  die  Gleichungen  (67)  sehr 
verschiedene  Formen  an. 
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§•  ;27- 

Wendet  man  z.  B.  die  Gleichung  (41)  in  der  Form  (43)*)  auf 
die  vier  Tetraederecken  an,  multiplicirt  mit  r,  rt,  ra,  r3  und  er- 
setzt rsini/,  rsintj,'  u.  s.  «■.  durch  dt , du.  s.  so  erhält  man 

(68) 

'Ulv  = dt  sin  acos  (ru)  -f  r/2  sin  ß cos  (rp)  + d?  sin  y cos  (r^) , 

2/1,  r,  ~ d sin  »cos  (r,  u)  -f  </a  sin  y‘  cos  (r,  n)  + d3  sin  ß‘  cos  (r,  m ) , 
nebst  zwei  anderen. 

Hierin  lassen  sich  noch  die  12  Winkel  (ru),  (rp),  (r,u)  u.  s.  w. 
auf< die  6 Winkel  b,  ji,  «,  X,  p,  v und  6 Kanten  u,  p,  q,  l,  in,  n 
bringen,  indem 


cos  (ru)  = 
Dadurch  wird: 


r — r,  cos  » 


, ■ r, — -r  coso 

cos  (r,u)  =■ , u.  s.  w. 


(69) 


di  sina,  v . sin/3,  , , r^siny, 

2/Ir  = — • (r — r,  cos®)) — — (r— racos  n)  -f — ~ L(r— r3cosx), 

,,  rfsina,  , dosiny'  ■ , . d3 sin/3' 

2/7, r,  sx  — — (r4— rcos»)-f— — (r,  — racosv)+ — — — (r, -r^osp), 

nehst-zwei  anderen. 


Anmerkung.  Wenn  man  in  eine  dieser  Gleichungen  nach 

sina  IUI,  , , , 3i  Pr,r2rs 

(36)  = - u.  s.  w.  setzt,  und  nach  (50)  d = —i  — 

' U W < A d 

so  kommt  man  auch  auf  diesem  Wege  zu  der  Gleichung  (48). 


§.  28. 

Am  fruchtbarsten  ist  dieser  Ausgangspunkt  (Gleichung  (68)), 
wenn  man  für  K den  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  wählt, 


*)  Man  wird  die  Form  (43)  iui  Allgemeinen  der  Form  (42)  verzie- 
hen, weil  dieee  12  Kantenwinkel  a,  I),  c-,  />,  u.  s.  w.  in  die  4 Glei- 

chungen bringt,  während  jene  statt  deren  nur  die  t)  Flächen« infcel 
«,  ß,  y,  a‘,  ß\  y“  einfülirt. 
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also  r = rj  = r2  — r3,  cos(ru)  — cos(r,u)  = sin  ,'c  u.  s.  w.  setzt. 
Dann  gewinnen  unsere  Gleichungen  die  Form! 

(/0) 

2 Ilr  — d{  sin a sin  + r/gsin  /3sin  i tz  -f  d3  sin  ysin  'tx , 

'll^r  = d sin  «sin  Je  -p  d.*  sin  y‘  sin  lv  f d3  sin  /3'sin  Jf i, 

2/72r  — d sin  ß sin  Jji  -J-r/j  sin  y'sin  \v  f d3  sin  «'sin  ',fi, 

In^r  = dsinysin  Jx  f dt  sin  jS'sin  \ti  j- ri.z sin  a'sin  \l; 


oder,  nenn  inan  sie  noch  mit  2r  multiplicirt,  und  dann  2rsin^c  = u 
setzt,  u.  s.  w. : 


Mir2  = f^nsinn  + rZj/jsin  ß-j-  r/3rysin  y,  \ 
4/T1r2=:du^ina-^-d2nniay/-|-d3msinß,,  > (71) 

nebst  zwei  anderen. 


Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  durch  Eliminationen  und 
durch  Substitutionen,  die  zum  Theil  schon  aus  der  Figur  leicht 
ablesbar  sind,  zahllose  neue  Relationen  zwischen  den  Bestim- 
mungsgrüssen  des  Tetraeders  gewinnen. 


Zu  bemerken  ist  noch  (Iber  (71),  dass  die  Producte  »sinn.... 

ji  ®rv 

..../sin«'  sich  nach  (36) 


, . , nn.u 9 

anderntbeils  durch ••• 


, , ipsin*«  TOsin*o' 

einestbeils  durch  — • ■ 

ersetzeii  las;en. 
w 


n*n3  ’ 

Letzteres 


z.  B.  giebt: 


4r*io  = r/,r/,u2+  + n3d3q2, 

4r*ic  = IM«*  -f  17,  </,»*+  IJ3d3m2, 
nebst  zwei  anderen , 


woraus  durch  einfache  Eliminationen  interessante  Resultate  zu 
gewinnen  sind. 

Auch  lassen  sich  leicht  die  Producte  je  zweier  Gegenkanten 
einföhren:  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (71)  mit 
M,  so  wird 


4 Pr2=  di  »sin  a + d.^ps’w  h + r/ji/sinr. 


..  , Im.  n 

Da  nun  sina  = 2^-,  811)6  = ^’  8lnc=  ^ * 80  *•»* 
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8Pra=u/-1--f  pm  — + qn  — , 
Qi  Qi  Qi 


(72) 


wonach  die  drei  anderen  leicht  zu  bilden  sind.  Offenbar  ist  (da 
wir  ja  in  diesem  §.28.  unter  K den  Mittelpunkt  der  umschriebe- 


nen Kugel  verstehen)  ^ die  Cotangente  des  sphärischen  Radius 


des  dem  umschriebenen  kleinen  Kugelkreises.  Bezeichnen 
wir  diese  mit  ctgpx  (eine  Verwechselung  des  sphärischen  Radius 
?!  mit  dem  linearen  p,  ist  nicht  zu  besorgen),  so  erhalten  wir: 


8 Pt1  = ul  ctg  q,  + pm  ctg  + qn  ctg  ß3  , 

8Pir*  = u(ctgp  +pmctgft,-f9«ctge„,  I 

> (73) 

8Psra  = «/ctgßj  -f-/?mctgp  + qn  ctg  p, , l 

8Psra  = ul  ctg  pj  + pm  ctgp,  + qn  ctg  q. 

.Eliminirt  man  aus  der  ersten  und  vierten,  so  wie  aus  der  zweiten 
und  dritten  qn,  so  erhält  mau : 


ul  P ctg  q + Px  ctg  p,  — Pa  ctg  q,  — P,  ctg  ft, 

4r*  ctg  p ctg  p,—  ctg  ctg  9s 

pm  _ Pctg  p Pi  ctg  gt  + Pa  ctg  fa  — P»  ctg  p„ 

4ra  ctgpctgpa  — ctgp,ctgps 

qn  __  Pctg  q — P,  ctg  p,  — Pa  ctg  pa  + P,  ctg  g3 
4r*  ctg  p ctg  ßs  - ctg  Q,  ctg  pa 

~r,h  §.  29. 

iJßt 

Der  Verfasser  hat  in  den  obigen  28  Paragraphen  aus  einer 
grossen  Menge  von  Einzelnheiten,  die  sich  bei  ihm  angehäuft 
haben,  diejenigen  zusammengestellt,  die  ihm  theils  als  Grundlagen 
für  die  Darstellung  anderer  Gruppen  dienlich  scheinen,  theils 
geeignet,  diesem  verhältnissmässig  noch  w'enig  entwickelten  Zweige 
der  Wissenschaft  Aufmerksamkeit  und  Arbeit  zuzuwenden.  — 
Zur  Aufstellung  eines  organischen  Systems  fehlt  ihm  noch  so  viel 
Material,  dass  es  nicht  rathsam  scheint,  bis  zur  vollendeten  Her- 
beischaffung und  Verarbeitung  desselben  mit  der  Veröffentlichung 
mancher  immerhin  für  sich  interessanter  Einzelnheiten  zu  warten. 
Besonders  würde  es  ihn  freuen,  wenn  ihm  der  obige  Aufsatz  ei- 
nige Mitarbeiter  gewönne. 


n 
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XXVII. 

Summation  zweier  unendlicher  Reihen  auf  elementa- 
rem Wege. 


Von 

Herrn  Julius  Bode, 

wiaaeniichaftlicheiii  flülfalehrer  am  (iymnnainin  zu  Dortmund. 


Lejeune  Dirichlet  fand*),  dass  der  Ausdruck 


Jti  »l+* 

sich  unendlich  der  Einheit  als  Grenze  nähere,  „lorsque  la  vari- 
able positive  p devient  moindre  qne  toute  grandeur  donnee. “ Herr 
Schlömilch  indess  glaubt**),  dass  dies  auch  noch  für  den  Grenz' 
fall  p = 0 gelte,  und  führt  hierzu  zwei  Beweise  an,  einen  elemen- 
taren und  einen  zweiten  ausführlicheren  als  Dirichlet  mit  Hülfe 
der  Gammafunktion.  Was  zunächst  den  elementaren  Beweis  an- 
geht, so  dürfte  es  nicht  schwer  sein,  nachzuweisen,  dass  der- 
selbe einen  Irrthum  enthält,  durch  dessen  Beseitigung  sieb  dar- 
thun  lässt,  dass  der  fragliche  Ausdruck  für  p=0  ebenfalls  genau 
gleich  Null  ist. 

Herr  Schlömilch  folgert  aus 


und  der  hieraus  abgeleiteten  Gleichung 

2 ■ _2e_  , j|e_  , 

2»+?'w  — 2»+e + 4*+f + 6>+?  + -■ 
offenbar  in  Uebereilung  die  Relation 

2f—  * # a Q _Q_,  9 , 

‘2e 


*)  Grelle* 8 Journal.  Bd.  IW.  p.  326. 

**)  Schlömilch  ’s  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  1858. 
Ml*g.  p.  99.  und  1860.  p.  132.  ff. 
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Demi  es  ist  wohl  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  die  Glei- 
chung (1°)  auch  in  der  Form 


r 1 1 1 

/(p)— e[_]i+(,  +-.2i+f+ jyi+f  + „i+f+  •— 


— + ('In  - 2)>+C  + (2n  — l)»+e  + (2w)»+?  I 

yfn 

geschrieben  werden  darf,  in  welcher  das  allgemeine  Glied 

der  Reihe  bezeichnet  und  diese  stets  mit  dem  Gliede 
endigend  gedacht  wird.  Doch  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  fiir  die 
Schiussbetrachtung  gleichgültig,  ob  das  letzte  Glied  °der 

(2 l+iy+i  sein  80"- 

Demnach  wird: 

2 r / 2 2 2 2 \ 

äi+c  M — Q Lb'+c  + 4HC  + — + (->«— 2)‘+f  + (2  n)«+?y 

+ 2c((n+  l)»+e  + ""  + (äwii+pXl.^« 

und 

21-1.,  1/ J L . _ . \ 1 \ 

2?  /w~eLUl+<'  2l+0  1 - + (2«-l)l+f  (2n)HV 

_ 2c  (wlT+c  f -•  + (”2n)*+(')  l„^  (2*} 


2o_i  f 1 1 , 1 1\  1 v2“  1 ~1 

2C-lLyl1+C  2*+C+"' ' (2w-l)'+C  (2«)1+C>  2cm=7flm>+fJB=SI- 

e 

Geht  man  in  dieser  Gleichung  links  und  rechts  nach  p zur 
Grenze  über,  so  folgt: 

(3) 

^[(l  ~ 2 ^ 3 2n— I 2n) ~ (»7+1  +»T+T>+  +27,)  JL*‘ 


Da  nunmehr  der  Werth  der  eckigen  Klammer,  welcher  mit  E 
bezeichnet  werden  möge,  für  jeden  positiven  ganzen  Werth  von 
n,  auch  für  n = cc,  genau  Null  ist,  wie  bewiesen  werden  wird, 
so  ergibt  sich  ganz  streng  nach  der  von  Herrn  Scbliimilch  selbst 
angegebenen  elementaren  Methode  des  Beweises  /][0)  = 0. 
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Bezeichnet  nämlich  n irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  er- 
hält E drei  Glieder  mehr,  wenn  in  (3)  das  n von  n auf  n -f  1 
wächst,  und  zwar  erhält  die  erste  runde  Klammer  mehr  die 

Glieder  4-  j-  \ , und  — ;r- , die  zweite  runde  Klammer  da- 
2 n +1  2n  + 2 

gegen  verliert  das  Glied  — r— . , wofür  sie  erhält  die  beiden  neuen 
n + I 

Glieder  und  + ö^jj2»  s0  das«  rlie Gesainmtänderung  des 

E beträgt: 

+ L I o 

2n  + l 2»  +2+h+1  2n  + l 2n  + 2“ u’ 

d.  h.  E ändert  sich  nicht  mit  n.  Nun  aber  ist  E für  n=3  iden- 
tisch mit  Null,  also  auch  für  i/=4,  « = 5 , n— 6,  n=7 d.  i. 
aucli  für  n = oo. 


Hätte  man  die  Reihe  in  (1*)  nicht  mit 
9 


rrr  schliessen  las- 


(2n)H  (' 

sen,  sondern  mit  80  wiirfle  E allerdings  nicht  für 

endliche  n gleich  Null  sein  können,  gewiss  aber  für  n — ob  un- 
endlich klein  sein  müssen,  wie  leicht  zu  sehen.  Immer  ist  dem- 
nach für  n — oc : 


und 


/•«))  = ! = 0 

(II) 


(I) 


r 1 . 1 In  rll.I 

Ln  + 1 f n + 2 1 ■•••+2^Jn^-Li_2f3~t"~27i_La-/2- 


Es  scheint  nicht,  dass  das  vorhergehende  Raisonnement  an- 
gegriffen  werden  könne,  es  sei  denn,  dass  die  Gleichung  (3)  in- 
sofern bestritten  werde,  als  sie  aus  der  ihr  vorausgehenden  dadurch 
abgeleitet  ward,  dass  für  die  Grenze  der  Summe  der  unendlichen 
Reihe  gesetzt  ward  die  Summe  der  Grenzen  ihrer  einzelnen  Glie- 
der — beides  in  Bezug  auf  g.  Allein  dies  thut  auch  Herr  fSchlö- 
milch  und  ist  auch  gewiss  statthaft,  wie  ich  im  Zusammenhänge 
mit  anderen  dahin  gehörigen  Untersuchungen  demnächst  nachwei- 
sen  werde.  Aus  dem  vorhergehenden  Ergehniss  folgt  indess  nicht, 
n==x  9 

dass  2^  *l‘r  a'*e  u,ientllieh  kleine  g ebenfalls  unendlich  klein 

sei,  vielmehr  nähert  sich  der  Werth  dieses  Ausdrucks  mit  unend- 
lich klein  werdendem  g allerdings  einer  diskreten  Grösse  grösser 
als  Null,  er  nimmt  aber  wieder  continuirlich  ab  und  zwar  bis  Null, 
nenn  g von  einem  gewissen  unendlich  kleinen  Werth  an  noch 


( ' ''S 

j 
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weiter  und  zwar  bis  Null  ahnimmt.  Diese  merkwürdige  Eigen- 
schaft, welche  sich  als  eine  bis  jetzt  wenig  beachtete  Continui- 
tätsweise  ergibt,  kommt  der  Summe  sehr  vieler  und  wichtiger 
unendlicher  Reihen  zu  und  wird  ebenfalls  demnächst  ausführlich 
erörtert  werden. 


XXVIII. 

Ueber  den  Cartesischen  Satz  bezüglich  der  Anzahl 
der  positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Zehfuss, 

Privatdocenten  in  Heidelberg. 

tir  

Der  Cartesische  Satz:  Eine  algebraische  Gleichung 
mit  reellen  Coefficienten  kann,  falls  sie  vollständig 
ist,  höchstens  ebenso  viele  positive  Wurzeln,  als 
Zeichenwechsel,  und  höchstens  ebensoviele  negative 
Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  darbieten,  erscheint  zwar, 
obgleich  selbst  Gauss  (Crelle’s  Journal  III.)  es  nicht  ver- 
schmäht hat,  einen  Beweis  desselben  zu  liefern,  für  die  Zwecke 
der  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  seit  dem  Bekannt- 
werden des  Sturm’schen  Satzes  von  untergeordneterer  Wichtig- 
keit; allein  trotzdem  wird  man  sich  mannichfacher  Anwendungen 
desselben  erinnern,  weshalb  es  nicht  ungerechtfertigt  erscheinen 
i dürfte,  einen  auf  neue  Principien  gegründeten  Beweis  desselben 
zu  veröffentlichen,  besonders,  da  sich  dabei  auch  bezüglich  der 
unvollständigen  Gleichungen  einige  neue  Bemerkungen  ergeben. 

Der  Mechanismus  des  Beweises  beruht  auf  der  bekannten 
Bernoulli’schen  Schlussart,  nach  welcher  man  zeigt,  dass  der 
Satz  für  eine  Gleichung  nten  Grades  gelte,  sobald  er  für  die  je 
unmittelbar  niedere  Derivirte  sattfindet,  wodurch  die  Entscheidung 
nach  n — 1 Derivationen  zuletzt  von  der  Giltigkeit  des  Satzes 
bei  der  Gleichung  des  ersten  Grades  abhängig  gemacht  ist,  bei 
welcher  er  bekanntlich  zutrifft. 
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1.  Untersuchung  (|es  Kennzeichens  der  positiven 
Wurzeln. 

Die  Anzahl  der  positiven,  also  von  Null  verschiedenen  Wur- 
zeln der  Gleichung  nten  Grades 

f(x)  — nxn  + alxH~1  + ....  -f  tt„-ix  -f  a„  = 0 

sei  gleich  r,  die  Anzahl  der  Wechsel  sei  gleich  v.  Ebenso  sei 
r'  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  Derivirten 

f'(u:)—nax*-~l  + (n — 1)  o1.r"— 9 + ....  -f  on-i , 

und  e'  die  Anzahl  ihrer  Wechsel.  Alsdann  hat  man  immer  ent- 
weder v'  — b,  oder  o'  = e — 1,  jenachdem  an  und  an-i  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Untersuchen  wir,  in  welchem 
Zusammenhänge  diess  mit  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  bei- 
der Gleichungen  steht.  Es  sind  verschiedene  Fälle  dahei  zu  unter- 
scheiden 


a)  Wenn  i und  a„  beide  positiv  sind,  ist  e'=e. 
Die  durch  y—f(x)  dargestellte  Curve  schneidet  wegen  an=m 
die  Ordinatenachse  oberhalb  der  Abscissenachse,  und  steigt  we- 
gen /■'(0)=tfn-i!>0  anfangs  aufwärts,  bietet  also,  ehe  sie  noch 
die  Abscissenachse  trifft,  einen  IMaximalpunkt  oder  eine  Wurzel 
von  — 0 dar.  Nach  dem  Kolle’schen,  leicht  aus  der  Be- 

trachtung der  Curve  folgenden  Satze,  kann  nun  zwischen  je  zwei 
Wurzeln  von  f'(x)  = 0 höchstens  eine  einzige  von  f(x)=. 0 lie. 
gen;  nur  die  grösste  positive  Wurzel  von  f (x)  — 0 braucht  nicht 
zwischen  zwei  Wurzeln  von  f'(x)  — 0 zu  liegen.  — Eine  möglichst 
grosse  Anzahl  r von  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  ergibt  sieb  , 
demnach,  wenn  man  die  r'  — 1 zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln 
von  f'(x)  — 0 etwa  möglichen  Werthe  noch  um  die  grösste  Wur- 
zel von  f(x)  vermehrt,  wodurch  im  Ganzen  r' — If  1 =rr'  ent- , 

steht.  Also  ist  r^r'.  Diess.  zusammen  mit  b'  = c,  ergibt: 


ß)  Wenn  nB>0  und  a„_i<0,  ist  v — v'+l,  und  die  Curve 
schneidet  die  Ordinatenachse  oberhalb  der  Abscissenachse  und 
beginnt  fallend,  wegen  /”'(())  = an- 1 0.  Eine  möglichst  grosse 

Anzahl  von  Wurzeln  ergibt  sich  demnach  für  f(x)  = 0,  wenn  die 
Curve  sofort  die  Abscissenachse  durchscbneidet , ehe  sie  einen 
einer  Wurzel  von  f‘(x)  entsprechenden  iWinimalpunkt  erreicht, 
und  dann  wie  unter  c)  zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln  von 
f‘(x)  — 0 eine  positive,  und  zuletzt  noch  eine  ausserhalb  der  r‘ 
Tlicil  XXXIV.  27 
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Wurzeln  von  f\x)  gelegene  grösste  Wurzel  ergibt.  Die  grösste  An- 
zahl der  Wurzeln  von  f(x)z=  0 ist  sonach  r~l+(r'— 1)  f l~r' + 1. 

Zusammen  mit  r=t)'-f  l ergibt  sich  r — — 

y)  Die  Fälle  <in— i<0,  nn<, 0 und  o„_i>0.  o(1  < 0 lassen 
eine  den  Fällen  «)  und  ß ) analoge  Behandlung  zu  und  ergeben 

gleichfalls  r — p^r' — v'. 


ö ) Wenn  <j„=0,  un-i—0,  so  berührt  die  Curve  im  Ursprünge 
die  Abscissenachse  und  entfernt  sich  dann  von  ihr,  indem  sic 
eher  eine  Wurzel  von  /’’(x)~Q,  als  eine  solche  von  f(x)  — U dar 
bietet.  Abgesehen  von  der  grössten,  müssen  demnach  die  Wur- 
zeln der  letzteren  sämmtlich  zwischen  solchen  von  f'(x)~0 

liegen,  ihre  grösste  Anzahl  ist  mithin  r^_(r'  — l)-fl,  d.  h.  rS, 
und  da  unter  der  Voraussetzung  d)  auch  r — r'  ist,  so  entsteht 


wieder  r — e r' 


e)  Wenn  an  = 0,  o«_i^0,  so  ist  p = o'  *).  Die  Curve  geht 

durch  den  Ursprung  und  entfernt  sich  dann  von  der  Abscissen- 
achse;  die  weitere  Betrachtung  ist  nie  unter  S).  Es  entsteht 

wieder  r — p^r' — e'. 

J)  Wenn  a„>0  und  tin-i—0  ist,  so  schneidet  die  Curve  ober- 
halb der  Abscissenachse  in  die  Ordinatcnnchse  ein  und  geht  da- 
selbst horizontal,  wendet  sich  jedoch  alsdann  aufwärts  oder  ab- 
wärts, jenachdein  der  erste  der  Coeflicienten  au-3,....,  der 

nicht  verschwindet,  positiv  oder  negativ  ist,  weil  dann  eine  der  Ordi- 
nate f (0)  = n,i  näch^tanliegende  Ordinate  f(x)  = f(0)  -f-  a„-nx"  -f .... 
augenscheinlich  nur  durch  das  die  nachfolgenden  kleinen  Glieder 
in  xu+1....  beherrschende  n„-f,x"  von  f\0)  — nK  unterschieden  ist. 
— Wendet  sich  die  Curve  aufwärts,  so  ist  die  Betrachtung  wie 
unter  «),  wendet  sie  sich  abwärts,  so  ist  sie  analog  ß) , in  bei- 
den Fällen  resnltirt  daher  r — p ^ r'  — p'. 


*)  II  i er  wie  un  tor  d)  in  1 1 , *i  e überhaupt,  bei  Ucu  r th  ci  ln  ng 
der  Anzahl  der  Zeiclrenwcchsel  auf  verschwindende  Glieder 
keine  Rück  sicht  gen»  rniuen  werden,  sondern  es  gelten  nur  die 
Ton  Null  verschiedenen  Glieder  als  inassgebend.  Einige 
Schriftsteller  ersetzm  die  Nullen  nach  Willkühr  dnreh  ein 
fingirtes  -f-  oder  — . 
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- tj)  Analog  J)  entsteht  auch,  wenn  an  < 0,  «„-i  ==  0 ist, 
r — b ^ r1  — v'. 

Nach  Betrachtung  aller  dieser  Fälle  ergibt  sich,  dass  selbst 
wenn  in  den  CoefScienten  Lücken  vorhanden  sind,  d.  h.  die  Glei- 
chung unvollständig  ist,  immer  r — r^r'  — »'  sei,  wenn  nur  hei 

Zählung  der  Zeichenwechsel  die  Lücken  gänzlich  ver- 
nachlässigt werden.  Da  der  Grad  der  Gleichung  ohne  Ein- 
fluss auf  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  war,  so  lässt  sich 
die  letzte  Ungleichheit  auch  auf  alle  Derivirten  ausdehnen,  d.  h. 
man  hat: 

r — c<‘r'  — v'<‘r',-v"....<‘  rh»-*>  — »<«•— >>- 


Da  aber  die  (n  — l)te  Derivirte  vom  ersten  Grade  und  Itir  sie 
also  der  Cartesische  Satz  richtig  ist,  so  hat  man  r("-1>  — 

also  ist  r — p^O  oder  r^v,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


II.  Untersuchung  des  Kennzeichens  der  negativen 
Wurzeln. 

Im  Vorhergehenden  ist  die  Giltigkeit  des  Kennzeichens  der 
positiven  Wurzeln  selbst  für  den  Fall  der  unvollständigen  Glei- 
chung «ten  Grades  bewiesen  worden,  wenn  man  nur  bei  Beur- 
theilung  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  die  Lücken  nicht  mit  in 
Betracht  zieht.  Hieraus  würde  sich  durch  Transformation  von  x 
in  — x eine  leichte  Regel  für  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
für  alle  Fälle  herleiten  lassen,  wie  .bekannt.  Allein  wir  wenden 
uns  zu  der  an  die  Zeichenfolgen  gebundenen  Regel  für  die 
höchste  Anzahl  der  negativen  Wurzeln,  und  werden  beweisen,  dass 
sie  bei  der  vollständigen  Gleichung  nten  Grades  immer  statt  habe, 
dass  aber  im  Falle  der  unvollständigen  Gleichung  die 
Grenze  der  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  um  eben  so 
viele  Einheiten  zu  erweitern  ist,  als  Lücken  mit  unge- 
rader Anzahl  von  Nullen  zwischen  zwei  Gliedern,  von 
entgegengesetzten  Zeichen  vorhanden  sind,  vorausge- 
setzt, dass  die  Lücken  beim  Zählen  der  Zeichenwechsel  nicht 
berücksichtigt  werden.  — Die  nüthige  Discnssion  der  einzelnen 
Fälle  ist  durchaus  ähnlich  derjenigen  der  Fälle  Unter  I.,  weshalb 
wir  uns  darauf  beschränken  wollen,  bei  der  vollständigen  Glei- 
chung nur  zu  discutiren  den  Fall, 

ar* 
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wo  «„>0  und  aB-i>0. 

Bezeichnet  man  durch  p die  Anzahl  der  Folgen  von  f{x),  durch 
p'  diejenige  der  Folgen  von  f'(x),  und  bezeichnen  r und  r'  die 
Anzahlen  der  negativen  (von  Null  verschiedenen)  Wurzeln  von 
f(x)  und  f'(x),  so  ist  zunächst  klar,  dass  für  on^0  und  n„-i>0 
f'(x)  eine  Folge  weniger  darbietet  als  f(x),  d.h.  es  ist  p=p' + 1. 
— Ferner  schneidet  die  Curve  oberhalb  der  Ordinatcnachse  in  die 
Abscissenachse  ein  und  senkt  sich  von  da  wegen  on-i>0  gegen 
die  Seite  der  negativen  Abscisscn  hin,  woselbst  eine  möglichst 
grosse  Anzahl  negativer  Wurzeln  von  f(x ) = 0 entstehen  kann, 
wenn  zunächst  die  Curve  die  Abscissenachse  schneidet,  ehe  sie 
in  einem  Minimalpunkte  eine  Wurzel  von  f'(x)  = Q darbietet.  Es 
ist  dann  ferner  zwischen  je  zweien  der  r'  Wurzeln  von  f'{x)  nur 
höchstens  eine  solche  von  f(x)  — 0 möglich,  und  endlich  kann 
noch  eine  absolut  grösste  negative  Wurzel  von  f(x)  = 0 vorhan- 
den sein,  die  nicht  zwischen  zwei  solchen  von  /,'(x)  = 0 einge- 
schlossen ist.  Die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  ist  also  höch- 
stens 1 +(r' — ])+],  d.  h.  Diess  zusammen  mit  p—p' +1 

ergibt  r — p^Lr'  — p'. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  im  Falle  der  vollständigen  Blei- 
chungen bei  allen  übrigen  zu  unterscheidenden  Fullen,  also  er 
hält  man  wie  unter  I. : 

r—p 

und  da  — p<"— ■ l)  = 0 ist,  so  kommt  r_p,  d.  h.  bei  der  voll 

ständigen  Gleichung  ist  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  derje- 
nigen der  Folgen  höchstens  gleich. 

Falls  Lücken  auftreten,  ergibt  sich  gleichfalls  immer  das 
Resultat  r — p^r' — p' , ausgenommen  den  Fall,  wo 

a„  ^ 0 und  On-i  = 0 

ist.  Sei  z.  B.  an>0,  «n-i=0;  die  Curve  schneidet,  indem  sie 
horizontal  geht,  oberhalb  der  Abscissenachse  iu  die  Ordioaten- 
achse,  und  steigt  nach  der  Seite  der  negativen  x,  oder  fällt,  jenach- 
dem  der  erste  der  Coefficienten  an-4,  am—s welcher  nicht 
verschwindet,  positiv  und  von  gerader  Orduung,  negativ  und  von 
ungerader  Ordnung,  oder  umgekehrt  ist.  Man  findet  wie  oben  in 
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diesen  Fällen  r — p^r'~p',  ausgenommen,  wenn  an-/ u von  ge- 
rader Ordnung  und  negativ,  also  eine  Lücke  von  ungerader  Glie- 
(1  erzähl  zwischen  einem  Zeichen»  echsel  uu (tritt.  Alan  sicht  leicht, 

dass  r^l+r',  weil  sich  die  ('urve  der  Achse  nähert,  gerade 
wie  im  Falle  a.  > 0,  a»_i  > U.  Aber  es  ist  r = v’,  also  nicht 

• !<  • 

r-tnr'-t', 

sondern 

r-r^l+r'-r'. 

Dieses  Hinzutreten  einer  Einheit  wiederholt  sich  so  oft  mal,  als 
derartige  Lücken  nach  genügender  Anzahl  von  Derivationen  an 
das  Ende  der  Gleichung  treten,  d.  h.  so  oftmal,  als  solche  Lücken 
vorhanden  sind.  Bezeichnet  man  ihre  Anzahl  durch  /i,  so  ergibt 
sich  durch  Addition  der  Ungleichungen: 

r — v ^ 1 -fr'  — r'. 


r(r)  _ „(v)  < I r(v+l)  — e(r+l) , 


_ „(«-*>  >•<«-»)—  »(«->>  ^ 0 , 


dass  r — was  dem  Anfangs  unter  II.  ausgesagten  Theo- 
reme entspricht.  Ein  einfaches  Beispiel  bietet  x2a — frazO. 
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XXIX. 

Die  Ellipse  und  Hyperbel  als  cinhüllende  Kurven 
eines  Systems  von  Kreissehnen. 

Von 

Herrn  Franz  Vnferdinger 

an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte  zu  Triezt. 


§•  1. 

Das  Problem,  mit  dessen  Erledigung  durch  die  Hilfsmittel  der 
analytischen  Geometrie  sich  der  vorliegende  Aufsatz  beschäftigt, 
ist,  was  seine  geometrische  Anschaulichkeit  betrifft,  sehr  einfach 
und  lautet  folgendermaassen : 

Es  sind  in  einer  Ebene  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  zw  ei  feste 
Punkte  A und  B und  ein  Kreis  gegeben.  Verbindet 
man  diese  zwei  Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte 
M des  Kreises,  so  werden  diese  Verbindungslinien, 
n öt bigen  fal Is  verlängert,  den  Kreis  noch  in  zwei  ande- 
ren Punkten  At  und  Bx  schneiden,  und  die  Lage  der 
durch  diese  Punkte  Ax , Bx  gelegten  Geraden  ist  für 
jeden  Punkt  JU  eine  bestimmte.  Man  soll  die  krumme 
Linie  bestimmen,  welche  die  Gerade  AxBt  beschreibt, 
während  der  Punkt  M die  Peripherie  des  gegebenen 
Kreises  durchläuft. 

S 2. 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  O des  gegebenen  Kreises  zum 
Anfangspunkt  eines  recbtwinkeligen  Coordinatensystems  und  be- 
zeichnen wir  die  laufenden  Coordinaten  mit  x,  y,  so  ist  die  Glei- 
chung des  gegebenen  Kreises  vom  Radius  r: 
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(1) 


•e*  f yl  = r4. 


Die  Coordiuateu  der  zwei  festen  Punkte  A und  B in  der  Ebene 
des  gegebenen  Kreises  seien  beziehungsweise  a,  b und  a' , b'. 
Legen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  (xy)  des  gegebenen  Krei- 
ses und  durch  den  Punkt  (ab)  eine  Gerade,  so  wird  diese  den 
Kreis  noch  irr  einem  zweiten  Punkte  treffen,  die  Coordinaten  die- 
ses Punktes  seien  u und  r.  Ebenso  bezeichnen  u'  und  t>'  die 
Coordinaten  desjenigen  Punktes  des  gegebenen  Kreises,  in  wel- 
chen die  durch  die  Punkte  (xg)  und  (a'b')  geführte  Gerade  den 
Kreis  zum  zweiten  Male  schneidet.  Zur  Bestimmung  von  u,  t>,  «',r' 
dienen  die  Gleichungen : 


(2) 
u obei 


l ««  + t>»  = r»,  ( «*  + e'*=r*, 

S (3)  < 

I u — Lt  + jyj,  l «'  = L'v'  + M' ; 


(4) 

' x — a 


M 


x — a x — a‘  x — «' 


ist.  Betrachtet  man  x als  unabhängige  Variable,  so  ist  ersicht- 
lich, dass  sowohl  g,  als  auch  u,  v,  u‘ , v‘  als  Functioneh  von  x 
zu  betrachten  sind.  Legt  man  endlich  durch  die  Punkte  (ur)  und 
(kV)  eine  dritte  Gerade,  so  ist,  wenn  man  Kürze  halber 


(5) 


uv1 — u'e 
«—  u1 


setzt,  die  Gleichung  derselben: 

(6)  g = Vx  -f  V. 

Gehen  wir,  .t  um  Ax  ändernd,  von  dem  Punkte  ( xg ) des  gege- 
benen Kreises  zu  einem  benachbarten  Punkte  desselben  über,  so 
werden  sich  auch  die  Grössen  V und  F entsprechend  ändern, 
und  die  Gerade  (6)  wird  eine  andere  Lage  erhalten.  Bezeichnen 
wir  die  Aenderungen  von  V und  V mit  Al)  und  AV,  so  ist  die 
Gleichung  der  neuen  Geraden : 

(7)  y = (ü+AU)x+V+AV, 

und  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Geraden  (6) 
und  (7)  sind : 

AV  *AV  rl  . „ 

X~  AV’  y~~~  A ÜLi1i 

oder  auch:  • 
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JV  ' dV 

dx  dx 

x=~~jü’  y=~~2V  v+  v- 

~Zx  dx 

Dieser  Durchschnittspunkt  wird  offenbar  zu  einem  Punkte  der 
gesuchten  einhüllenden  Kurve,  wenn  wir  /ix  sich  der  Null  nähern 
lassen,  und  da  in  diesem  Falle 

r.  Jü  dü  ..  dV  dV 

Lim 1 ; ■ “ — » ■ ♦ Lim  — 

dx  dx  dx  dx 

wird,  so  hat  man,  wenn  x und  y die  Coordinaten  eines  Punktes 
der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  bezeichnen : 

dV  dV_ 

dx  ' <lx , 

x~~dU ’ y — düü+  r- 
dx  dx 

Werden  die  in  diesen  Gleichungen  angedeuteten  Differenziationen 
ausgeführt  und  aus  ihnen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
#2  + #2  = r2  die  Coordinaten  x,  y eliminirt,  so  ist  die  Elimina- 
tionsgleicbung,  welche  nur  mehr  die  Coordinaten  x,  y und  die 
Constanten  r,  a,  b,  a‘ , b‘  enthalten  wird,  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten einhüllenden  Kurve. 

Wir  haben  hiermit  in  Kürze  die  Methode  angedeutet,  welche 
wir  zur  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  verwenden  werden,  und 
es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  hier  nur  angedeuteten  Opera- 
tionen wirklich  auszuführen,  was  uns  zu  einigen  längeren  Rech- 
nungs-Entwickelungen nüthigen  wird,  worauf  ich  den  Leser  gleich 
am  Eingänge  aufmerksam  mache.  Die  vielseitige  Traneformations- 
fähigkeit  der  hierbei  auftretenden  Ausdrücke,  die  schliessliche 
Einfachheit  der  Resultate  werden  eioigermaassen  für  die  Länge 
der  Rechnung  entschädigen. 


(8) 


§.  3. 


Wenn  man  in  den  Gleichungen  (5)  U und  V nach  x diffe- 
rcnzirt  und  die  Werthe  von  ~j~’  m die  Gleichungen  (8)  suh- 
stituirt,  so  findet  man : 
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, ...  .de  de'  du  du' 

(«  - «0  («'-£  - (e  - »0  («'  7/7  - “,77) 


e/.r  dx} 


. ..  ( dv  dv‘\  , (Au  du‘\  9 

(«  n)\(ix  dx)  v v\dx  dx)  .i  / , »Hl 

, , de  de'  du  du' 

_ r-r'  (U~U  )(U  dx  r ) (7t  ,7*  ~ « uv'  - u' r. 

^ u— u'  . / /fr  rfc'\  . ./du  du'\  u — u' ’ 

(K  - «Ha  - ~ (p  ~ e)  (di  ~ ^ J 


»voraus  ersichtlich  wird , dass  es  zunächst  auf  die  Berechnung  von 

du  de  du'  de'  , 

u,  r,  « e ^ ankommt.  Die  Werthe  von  u,  e 

und  u',  e'  sind  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  herzuleiten,  und 
da  aus  den  Gleichungen  (4)  hervorgeht,  dass  sich  die  Ausdrücke 
von  L‘ , M'  von  jenen  L,  M nur  dadurch  unterscheiden,  dass 
a',  b'  an  der  Stelle  von  a,  b steht,  so  werden  sich  auch  die  Aus- 

. . „ / < du'  de'  . du  de  . „ 

drücke  für  u‘,  e aus  jenen  für  u,  c,  ^ einfach 

dadurch  allleiten  lassen,  dass  man  «',  6'  an  die  Stelle  von  n,  b 
treten  lässt,  so  dass  man  also  nur  die  ersteren  vier  Grössen 

u , c,  zu  berechnen  hat,  wozu  wir  nun  übergehen.  EIN 

minirt  man  aus  den  Gleichungen  (2)  einmal  r und  einmal  u,  so 
erhält  man  folgende  zwei  Gleichungen : . ,y 


(1  f L2)u2  f 2 LMu  + i»/*  — r2  = 0, 
(1  +X,*)c4  + 2Mb  + Ma— r*J,*  = 0. 


Die  erste  Gleichung  gibt  die  zwei  Abscissen  der  beiden  Durch- 
schnittspunkte der  Geraden  ( xy ),  (ab)  mit  dem  gegebenen  Kreis. 
Da  aber  der  eine  Durchschnittspunkt  (xy)  ist,  so  muss  die  erste 
der  vorstehenden  Gleichungen  identisch  erfüllt  werden,  wenn  man 
x an  die  Stelle  von  u setzt.  Aus  gleichen  Gründen  muss  auch 
die  zweite  Gleichung  identisch  erfüllt  werden,  wenn  man  y an  die 
Stelle  von  v setzt.  Man  erhält  hierdurch: 

(1  + L*)x*  + 2 LMx  + M*  - r2  = 0, 

(1  + L?)y*-MIy  + M2 — r2ia  = 0. 

Zieht  man  diese  zwei  Gleichungen  der  Ordnung  nach  von  den 
zwei  vorhergehenden  ab  und  zerlegt  in  Factoren,  so  ergibt  sich: 
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(u — x)\  (J  + *)  + 2LA/I  — 0, 

{v-y)\(l  + L*)(v+y)-‘2M\  =0; 

Ja  aber  der  Voraussetzung  gemäss  u und  v von  x und  y verschie- 
den sind,  so  können  die  vorstehenden  Gleichungen  nur  erfüllt 
werden , wenn 

(1  + Z.*)(n  + a;)+‘2Ld/=0,  (l+jL*)(r  + y)— 2M  = 0, 
und  hieraus  folgt: 

') ILM  i(y  — b){bx—ay) 

u + x-~  i+£*~  (*_«)* +(y-6)2’ 

2 M 2 (x — a)  (bx  — ay)  , 

0 + y - t+ x* - (x- «j* + 0/  - *)*  ’ 

mithin : 

x I (.?.—  o)2  + (tf-6)2l  + 2(y-6)  {bx  - ay) 

“ = (*-fl)2  + (y-6)2 

y I (a:  — fl)2  + (y  — 6)2 1 — 2 (ar — «)(bx-ay) . 

B— — (a:— a)2  + (y  — 6)2 

oder  auch,  weil 

— ®|  (a:— a)2  + (y  - 6)2|  — 2(y  — 6)  (bx—ay) 
=al(a:-a)2-Ky-6)2|-(x+«)t(fl:-fl)2+(y-6)2|-2(y-<»)i6(fl:-fl)-fl(y-4)l 
= a I (fl: — a)2  + (y-6)2 1 - (fl— fl)  I fl:2  - a2  +26(y-6)  I - (y-A)*(ar-fl) 
= fl  t (x— a)9 + (y— 6)2 1 — (*—  «)  fr2  — fl*  ~ 62) 
und 

— y | (a:  — n)2  + (y — 6)2 1+ 2 (a: — <i)  (6a:  — ay) 

=6l(*-a)2+(y-6)2|-(y+6)|(ar-a)9+(y-6)2|+2(d:-«){6(j:-a)-«(y-6)| 

— 6 1 (x — o)2  + (y— 6)*l  — (y— 6)  ly9-  62  + 2a(a:— a)l  — (.r-a)2(y-6) 

= 6 1 (*  - a)2  -f  • (y — 6)2 1 - (y — 6)  (r2  - a2  — 62) 

ist: 

a{(a: — a)2-Ky— 6)2i — (fl:— a)(r9— a9— 69) 

(x  — a)2  + (y— 6)2 

6|(a:  - a)2-f  (y-6)9 1 — (y-6)  (r9-a9-62) 

(*  — a)2  + (y— 6)9 

Nimmt  man  jetzt  Rücksicht  auf  die  am  Eingänge  dieses  Para- 
graphen in  Betreff  der  Ableitung  von  »'  aus  u,  r gemachte 
Bemerkung,  so  hat  man  unmittelbar: 
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(11) 


, fl'K*-  o')4  + (y  - A')*  I — (x - n‘)  (r2—  a*  - 6'*) 

, _ b'\(x—  o')4  -f  (y-^)4)-  (y—6')  (r4  -a" — 6«) 
(a: — «0*  + (y— Ä')4 


§•  4. 

Weil  nach  der  Gleichung  (1) 

(12) 

ist , so  wird  : 


dy 

dx 


£ (Zahler  von  u)  = , 

£ (Zähler  von  .)  = , 

und  hiermit  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Differenziation 

der  Zähler  von  -r^ 
dx 

. U - n)4  \ (y - 6)--» ) ^ “'-=**}  - 

— [<i ! (x  - a)4  + (y  - 6)*  1 - (x  - a)  (r4  - a4  — 6*)] 

__  (r2_üa_42)  ffl(^-«)4d-(y— 6)4I  — 2(ar— o)(Ax-ojf) 

= (r4-  a»  - U«r  «>a + Ql- *g? » . 


der  Zähler  von 


dv 

dx 


= 1 fr  - „)4  -Hy  - A)4)26^  - “0  + *V-*_-zP) 

y 

- [6 1 (x  - a)*  + (y  - b)*  I - (y-b)  (r4-u4-Ä4)] 

= (r»  a2  6,.^l(g-n)4  + (y-&)4H-2Cv-ff)(to-ay) 

y 

= - (r2  _ a*  _ A2)  i_(^  — »)4+(y— &)*  I « _ 
y 
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v. 


Da  endlich  ^ und  ^ die  zweite  Potenz  von  (.r-a)2-f(y-6)2  zum 
gemeinschaftlichen  Nenner  haben , so  wird  : 

t du r2  — ft2  — 62 

j dx~  |(i  — «)2  W'ü 

dv r'2  — a2  — -A2 

<7a:  — ((« — «)2  + (y  — *)*!» M 

Wird  auch  hier  wieder  die  Bemerkung  am  Eingänge  des 
§.  3.  berücksichtiget,  so  erhält  man : 


(13) 


(14) 


rs_a'*_6'2 


l du1  

dar  — \(x  — a')2  + (y  — 


*>» 


de' 


r2— a'2  — A'2 


dx  l(x  — a')2  + (y  — A')2I# 


§.  5. 

Wenn  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 

, r2  — n2  — A2  ,,, rz— a'2— A'2 

A— {(ar  — «)*  + (y  — A -|(x-fl')2  + (y-A')2|y 

setzen,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkung  des  §.3.  in  Bezug 

...  ...  .,  du'  dv'  du  dv  . 

auf  dm  Ableitung  von  & ^ au»  ^ s ■ 


dn 


dt 


(J6)  ^ = /it,  ä-=- 


- Au, 


-j — — /l  t) 

dx 


dv  . , , 

-3—  = — hu 
dx 


und  diese  Werthe  wollen  wir  nun  in  die  Gleichungen  (9)  substi- 
tuiren.  W'eil 


, dv  dv' 

“ dx~Udx  ~ 


— (A — h')uu' , 


du' 

dx 


rs  hu'v  — h'uv' , 


ferner 


dv 

dx 


dv' 

dx 


— — A(u  — u'), 


du  du' 

dx-d^  = h{°-v)' 


so  wird  der  Zähler  von  x gleich 

— (A — A')uu' («—«')  — (v — c')  ( hu'v  — h'uv'), 
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oder  wenn  man  die  Glieder  mit  hu'  und  die  Glieder  mit  h'u,  je 
für  sich,  zusammenfasstund  dabei  bedenkt,  dass  | r2  = w'*-J-r'*=r* 
ist,  auch  gleich 

— ( hu ' -f  h'u)  (r*—  uu‘  — vv‘). 

Der  Nenner  von  x hingegen  wird  gleich 

— (An  — A'm')(m — «')  — (Ar  — A'r')  (c — r'), 

oder,  wenn  man  die  Glieder  mit  dem  Factor  A und  jeue  mit  dein 
Factor  h‘ , je  lür  sich,  zusammenfasst  und  wieder  mittelst  der 
Relation  «2  -Fc2  = u/2+  r'2=rs  reducirt,  auch  gleich 

(A  1-  h1)  (r2  — im' — er') : 

A«'  I A'h 
* = ~k+h~ ' 

Wird  dieser  Werth  bei  der  zweiten  der  Gleichungen  (9)  berück- 
sichtiget, so  gibt  dieselbe: 

(An'  + A'n)  (e  — r')  + (A  + A')(«r'  — ii'r)  _ 

* (A  + A')(m — «') 

der  Zähler  dieses  Bruches  kann  jedoch  leicht,  wenn  man  die 
Glieder  mit  « und  «'  je  für  sich  zusammenfasst,  auf  die  Form 

(Ar' + A'r)  (»—»') 

gebracht  werden . so  dass 


mithin  wird 

(17) 


(18) 


wird. 


Ae'  -f  A'r 
y “ h \ h‘ 


§.  (i. 

Um  aus  den  Gleichungen  (1?)  und  (18),  welche  nunmehr  an 
die  Stelle  der  Gleichungen  (9)  treten,  die  Werthe  von  x und  y 
als  Functionen  von  x und  y zu  erhalten,  ist  nur  nüthig,  für  n und 
r die  Werthe  aus  (10),  für  n‘  und  r'  die  Werthe  aus  (II),  für  A 
and  h‘  die  Werthe  aus  (15)  zu  setzen.  Nehmen  wir  zu  besserer 
Uebersicht 

(19)  fi=(x~a)*+(y-t>)*,  /'*  = (x  — «')*  f (y  — A')*, 
so  wird : 
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f i , _ r2— g2— ff»  (j-aO(r»-a'»-&«) 

" + « « — rjti  t/* 

, r2  — a'2—  bn  aP — (x  — a)  (r2  — a2 — b2) 

+ ~ ~^'2  f* 

n'/t2(r‘2-a2-^b2)-f-aP(r2-a/t— 6/2)— (r2— a2— fr*)(r2— o'2—  6'^)(2x— a— a') 
_ ~~yW*  — ‘r  ’ 


ht‘  + h'c  — 


-gi— Qt  bHn—(y—b) (r* - a/2 - ff2) 


yp 


t 12 


r2-an-b‘*bP  — {y - b)  (r* - «2  — 62) 

+ (t 

ff  <'*(r2-  «2-62)+&<2(r2-n'2-A/2)~-  (r2-  n2-62)  (r2-a/2-6'2)C2y-6-6') 

31«*«'* 

und 

('*  (r2  — n2  — ff»)  + f2  (r2  — «*  — ff  *) 
h + h— ; 

folglich  ist : 

(‘->0)  x = 

o<2(r2— o'2— ff2)-|  «'<,2(r2-n2— ff»)— (r2-fl2-62)(r*— a'2— ff^f’iar-u-ff) 
«*(r*— a'*-6'2)  + ««(r2— «2-62) 


y = 

i«2(r2_,1'J_6/2)  + A/^2(r2_rt2_/,2)_(rl_„.2_j!|2)(r2-a;s_Ä/J)(.2v_A-A,) 

/*(r* — «<2 — 6'2)  + <'2(r*-  «*—  62j 

in  «eichen  Ausdrücken  man  sich  für  P,  t 12  die  Werthe  aus  (19) 
zu  denken  hat. 


$•  7. 

Wenn  mau  in  den  zweiten  Thellen  der  Gleichungen  (10)  ent- 
wickelt und  alsdann  berücksichtiget,  dass  a:2-f-^2  = r2  ist,  so  wird: 

(21) 

t*  = r*  + o2+6*-2aar— 26y,  f'*=  r2+a'2+6«-2o/ar— 2ffy, 

und  wenn  man  sich  diese  Werthe  für  P und  in  in  die  Gleichun- 
gen (20)  eingeführt  denkt,  so  wird  einleuchtend,  dass  diese  Glei- 
chungen in  Bezug  auf  x und  y vom  ersten  Grade  sind.  Indem 
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wir  beabsichtigen,  Zahler  und  Nenner  in  den  zweiten  Theilen  die- 
ser Gleichungen  in  Bezug  auf  die  f'oordinaten  .r  und  y zu  ord- 
nen, machen  wir  folgende,  zur  Vereinfachung  der  Transformation 
dienliche  Vorbereitung.  Es  ist  identisch : 

<n2-f  A2)  (r2—  an-bn)  = - (r2 — a2— A2)  fr2-  o'2~  A'2)  + r2(r2— a«— A«), 
(a,2+A<*)(r2-a2-A*)=— (,*_o»-A2)(r*-«'2-A'2)  +r*(r2-  a2- b*) : 

wird  die  erste  Gleicliung  mit  a,  diezweite  mit  o'  multiplicirt,  und 
werden  alsdann  beide  Gleichungen  addirt,  wird  ferner  dasselbe 
Manöver  mittelst  der  MuJtipliratoren  A und  b‘  atisgeffihrt,  so  er- 
hält man : 

(22) 

a (n2  + A2) (r* — a'2  — A'2)  + n'(«'2  f A^fr2— «2— A2) 
=-(«ffl')(r*-fl2-A2)(r2-«'2-A'2)+:«(r2-n'2-A'2)+«'(r2-fl2— A2)!, 
A (n2  + A2)  (r*  — fl'2— A'2)  + A'(a'2+  A'2)  (r2  - o2  - A2) 

— _(A-f-A')(r2— a2— A2)(r2— fl'1— A'2)ilA(r2— fl'2— A'2)+A'(r2— «I2— A2)!; 

hiermit  wird  der  Zähler  von  * 

= r*tfl(r2—  n'*—  A'2)  f n'(r2  — fl2— A2)|  + fl(«2  + A2)(r2-o'2— A'2) 

f n'  (o'2  + A'2)  (r2 — a* — A2) 

— 'In  (ax  \ by)  (r2  — u'2  — A'2)  — 2fl'(n'.r  T b‘ y)  (r2 — a-  — A2)’ 

— (r2  — «2 — A2)  (r2  — fl'2  — A'2)(2a- — « — n') 

= ür2ia  (r2  - a'2  — A'2)  + n'  (r2  — n2  — A2) ! 

— 'Ix ! fl«(r*— fl'2— A'2)  + o'2(r2—  fl2— A2)  + (r2-«2  -A2)  (r2—  ,;'2  - A'2; 
— 2_y  t aA  (r2  — «'2 — A'2)  -f-  «'A'(r2 — n2 — A2)  I 

= 2r2|  a(r2— fl'2  — A'2)  + n'(r2-  fl2—  A2) ! 

-2*1  (r2  - A2)  (r2—  fl'2  - A'2)  + «'2(t*-  n2  — A2)  1 

— 2y  | flA  (r2 — a'2 — A'2)  f a'A'  (r2 — fl2  — A2) ! , 

und  der  Zähler  von  y 

= r*  | A (r2  — «'2  - A'2)  + A'  (r2  - n2  - A2)  I + A (a2  f A2)  (r2  - a'2 — A'2) 

+ A'(a'2  | A'2)  (r2-n2-A2) 

— 2A  (a.r  T A^J  (r2 — fl'2  — bn)  — 2A'  (o'.r  +-  b'y)  (r2 — o2  — A2) 

_ (r*  _ a2  — A2)  (r2  — o '2 — A'2)  (% — A - A') 

= 2r* t A (r*  — a'2  — A'2)  f A'(r2—  a2— A2)! 

— 2V  | A2(r2— fl'2— A'2)  -f  A'2(r2— n2— A2)  + (r2 -«*— A2)  (r2  -a'2— A'2)! 
— 2*|  ab  (r2— ««  — A'2)  + a'A'  (r2  - a2  - A2) ! 

= 2r2 ! A (r2  - n'2 — A'2)  + A'  (r2 — a2—  A2)  I 

— 2y  | (r2  — o2)  (r2  — n«  — A'2)  + A'2  (r2  - n2— A2)  I 
— 2*|flA(r2-n'2-A'2)  + n'A'fr2  — o2— A2). 
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Der  * und  y gemeinschaftliche  Nenner  wird 

= (r2  — un — A'2)  (r2  -1  a2  + A2—  2ax — 26,,) 

+ (r2— a2- A2)  (r2+  a'2+  A'2 -2a'x— 2b'y) 

— • (r*—  ft'2  — A'2)  (r*  + «2  + 62)  + (r2  — a2  - A2)  (r2+  o'2  + A«)  I 

— 2:r  | a (r2  — a'2  — 6'2)  + a' (r2 — a2  — 6*)  I 

— 2y|A(r2-n'2-A'2)-f  A'(r2-a2- A2)! 

= 2 Ir4 — (o2-f  A2)  (n'2-f  6'2)i 

-2:rtft(r2— ft'2  — A'2)  + n'(r2-  n2— A2)| 

— 2y  | A (r2  - n'2 — A'2)  + A'  (r2 — n2  - A2)  | , 

und  man  hat  daher  endlich : 

(23) 

r2 1 a (r2  — o'2  — A'2)  -f  a'  (r2 — e2  — A2)  j 

— | (r2  — A2)  (r2  — n'2  — A'2)  f <i'2(r2  — a2 — A2) | x 

— JoA(r2  — a'2  — A'2)  -f  o'A'(r2 — «2 — A2) * ?/ 

* — . |r* — (a2 + A2)(a'2+A'2)|-  |a(r2-  u'2-  A'2) + a'(r2-a2— A2)!*  ) 

I -|A(r2  — ft'2— A'2)  + A'(r2 — n2 — A2) 

r2 1 A (r2 - ri'2  — A'2)  | A'(r2— «2  — A2)! 

\ — t(r2 — a2)(r2  — a'2  — A'2)  -f-  A'2(r2 — «2  — A2) fy 

( — | a A (r2 — a'2  - A'2)  + a'A'  (r2  - o2  - A2)  1 3: 

y~  . | r*-(a2+ A2)(a'2+A'2) I — | o(r2— a'2— A^)+ft'(r*— a2— A2) \x  7‘ 

I — lA(r2-a'2- A'2)  + A'(r2— «2— A2)|<y  * 

§.  8. 

Diese  Gleichungen  (23)  treten  an  die  Stelle  der  Gleichun- 
gen (20)  oder  schliesslich  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (0),  und 
es  ist  daher,  um  zur  Gleichung  der  gesuchten  einhiilleuden  Kurve 
zu  gelangen,  jetzt  nothwendig,  aus  diesen  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung 

(1)  x2  + 2,2  = r2 

die  laufenden  Coordinaten  x,  y zu  eliminiren.  Diese  Elimination 
soll  im  Folgenden  einfach  dadurch  bewerkstelliget  werden,  dass 
wir  x und  y aus  den  Gleichungen  (23)  bestimmen  und  die  gefun- 
denen Werthc  in  die  Gleichung  (1)  substituiren.  Die  resultireude 
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Gleichung  wird  ausser  den  Coordinaten  * und  y nur  noch  die 
Constanten  r,  a,  h,  a‘ , b ‘ enthalten  und  als  die  verlangte  Glei- 
chung der  einhiillenden  Kurve  alle  Aufschlüsse  über  die  Natur, 
die  Lage  und  die  Dimensionen  dieser  Kurve  geben.  — Werden 
die  Gleichungen  (23)  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x,  y geordnet, 
so  erhalten  dieselben,  wie  ohne  Weiteres  einleuchtet,  die  Form: 

(24)  ! ^ + (A  + Bxx)x  + (Ax  -f  Bxx)y=0, 

) (A0'+ B0‘ y)  +(AX'+ Bx‘y) x + (At‘+ Bx‘y) y =0 ; 
und  zwar  ist : 


1A0  = - r*|  a (r2—  o'2  - A'2)  + a'(r2  — a2— A2)  I , 

B0  = r* — (a2  + A2)  (0'2  + A'2) , 

A = (r2— A2)(r2—  a'2-A'2)  + a'*(r*— a2— 6*), 

Ä|.  =-r<i(r2— a'2— A'2)  + a'(r2 — a2  — A2)), 

= aA(r2-«'2— A'2)  + a'A'(r2~«2— 62), 

= — 1 6 (r2-  a'2  - A'2)  + A'(r2—  a2  - A2) ) , 

A'  = ~r<l\ A(r2 — o'2-  A'2)  + A'(r2— a2-A2)), 
/?«'—  r*— (a2  + A2)(a'2  + A'2), 

-4'  = aA(r2  — o'2— A'2)  + o'A'(ra— «*—  A2), 
Ä,'=-|  a(r2-a'2  — A'2)  f o'(r2  — o2— A2)), 
i ,4*'  = (r2— a2)(r2-a'2-A'2)  + A'2(r2  — a2— A2), 
B%' = — \ b (r2  — a« — A'2)  + A'  (r2  — a2  — A2) ) ; 

woraus  man  die  Relationen  entnimmt : 


(26) 


A0  =r*Ä1=r2BI<,  B0  = B0‘, 
A2  “ 4| * t Bx  =B1‘, 

A0>=r*Bt=r*B2‘,  B%=B2>. 


Multiplicirt  man,  in  der  Absicht  y zu  eliminiren,  die  erste  der 
Gleichungen  (24)  mit  At‘  + J32'y,  die  zweite  mit  At  + Bxx  und 
subtrahirt  die  Producte,  multiplicirt  man  ferner,  in  der  Absicht 
x zu  eliminiren,  die  erste  Gleichung  in  (24)  mit  Ax‘  + Bx‘ y,  die 
zweite  mit  Ax  -f  Bxx  und  subtrahirt  die  Producte  ebenfalls,  so 
ergeben  sich  sofort  zur  Bestimmung  von  x und  y folgende  zwei 
Gleichungen : 

I ( A0  + B0x)  (At<  + B2‘  y)  -(A0'  + B0>  y)  (A2  + Bxx)  J 

+ I Mi  + Bxx)  (At‘  + B2‘  y)  — (Ax‘+Bx  'y)  (Aa  + ßxx)  lx=0, 
l(A0  + B0x)  (A,‘  + Bx  Jy) —(A0‘+ B0‘ y)  (Ax-\-Bxx)\ 

+ IMs  + Bxx)  (A'  + Bx  ‘y) — (Ax‘  + Bx‘  y)  (Ax  + Bx  x)|  y = 0 ; 
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welche , wenn  man  die  in  den  klammern  enthaltene»  Ausdrücke 
entwickelt,  in  Bezug  auf  x und  y «n-dtret  und  daher  berücksich- 
tiget, dass  vermiige  der  Relationen  (26) 

B0B2‘-B„‘ß^ 0,  B0BX' — Bg'B,  =0,  BxBt‘- Bx'B%  = 0, 

ß2»,'-ß2'ß,=e 

ist,  in  die  beiden  folgenden  übergeben: 

\(AaAt‘—  Aa‘At)  + (B0A*  — B^A0‘)x  + (A„B2'—  AiBv')y\ 

+ \(AlAi‘-AtAA+{BxAt>-B*Al')x+{AlBJ-AtBl>yy\*^ 

\(A0AX 1 - AXA0‘)  + (B0AX‘ - Bv AJ) x + (A0BX *-  Ax B0 ') y I 

- 1 (AlA2/-A2Al  0 + (ßi  A'-b2a,  0* + (A,  B.2‘-A2B1  Oyly = 0 i 

und  setzt  man  endlich  zur  Abkürzung: 

(27) 

a = A0A,'—  A9A0‘,  a1  = A0Äl,-AlA0‘,  a,=AlA2‘-  AtAt', 
TS—BoAJ-BiAo',  -&,=  B0Ax,~BiAQ‘,  »,  =BtAt'— B2AX‘, 
<£=AaB1‘-A2B0‘,  V = A0Bx‘-AlB0',  <£X=AX B.^  - AtBx‘ ; 


so  geben  die  vorhergehenden  Gleichungen: 

* #x  + tfy  g'  -f  »'*  + t'r . 

x — ~ ü,  -f  »,x+(£,y  ’ ä Ui+®i*  + ^iy’ 

und  mau  hat  durch  Substitution  dieser  VVerthe  in  die  Gleichung 
(I)  **  + 3,*  = r* 


als  Gleichung  der  gesuchten  einbüllendeu  Kurve : 

i Ü + Bx+tfy  (■  . j fl'-t-B'x-f  g'y  1 

i ij,  + »,*  + tfiy  > + (üi  + ^x  + tfiy’ 


=ra 


oder 


(28)  (Ü  t^x+(£y)H(d'  f»'x+£'y)a=r2(JJt+»i*+<£iy)a- 

Da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  die  Coordioaten  x und  y vom 
zweiten  Grade  ist,  so  schliesst  man  daraus  zunächst,  dass  die 
gesuchte  einhülUnde  Kurve  ein  Kegelschnitt  ist.  üm 
weher  über  die  besondere  Natur  dieses  Kegelschnitts,  über  die 
Richtung  und  Grösse  seiner  Hauptaxen  entscheiden  zu  können,  ist 
die  Berechnung  der  mit  J,  »,  €,  A‘,  u.  s.  w.  bezeichnelen  Grös- 
sen mittelst  der  Gleichungen  (27)  und  (25)  nothwendig. 
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Durch  Anwendung  der  Relationen  (26)  auf  die  Gleichungeu  (27) 
überzeugt  man  sich  mit  Leichtigkeit,  dass 

(29)  A = r2»!,  fl'  = — r2<£ , , »'  = — (£ 

ist ; man  hat  daher  von  den  neun  Grössen  fl,  jß,  i£,  fl', flj , 1), , (£, 
nur  die  sechs  35,  <£,  <£',  flt,  B[ , (£t  zu  rechnen,  um  sodann  die 
übrigen  drei  unmittelbar  hinschreiben  zu  können. 

Die  Werthe  aus  (25)  in  dem  Ausdruck  für  » in  (27)  substi- 
tuirt  geben  unmittelbar: 

B = — r*(  A (r* — a'2  — A'2)  + A'  (r*  — o2 — 6*)  |2 

+ [ (r2 — n2)  (r2 — u'2  - A'2) + A'2(r2-«2-  A2))(r*  -(«*+  A2)  (n/2+ A'2)) 
= — 2AA'r2  (r2  - a2—  A2)  (r2— a«  - A'2) 

- (r2-«2— A2)  [r*A'2  (r2—  a2— A2)  - A'*  {r4 — (a2+  A2)  («t*+A«)  | ] 
— (r2-a'2~A,2)|>2A2(r2— a'*— A'2)-(r*-u2)|r4-(a8+A2)(u'2+A'2)l], 
oder  weil 

r5A'2(r2-a2-A2)-A'2  ( r4-  (a2 + A2)(u'2+ A'2)  | =— A'2(a2+  A2)(r2-«'2-  A'2), 

r2A2  (r2 — «'*—  A'2) — (r2 — a2)  | r4 — (a2  + A2)  (a'2  -f  A'2)  | 

= (r2  - n2  - A2)  | a2  («'»  + A'2)  — r4 ) 
ist. 


B=(r2— a2— A2)(r2— a'2— A'2)  |— 2AAV*  + A'2(u2 + A2)-  a2(o/2+A'2) + r4|, 

oder,  wie  man  nun  leicht  findet: 

» = (r2— a2—  A2)  (r2 — «'*  - A'2)  (r2  - oa'  - AA')  (r2+ ao'— AA'). 


Ebenso  wird : 

€ = r2!  a(r*-o'2-A'2)+a'(r*-a2-A2) ) | A(r2-o'2-A'2)+A'(r2-o2-  A2)  | 

— |uA(r2-  u'2— A'2)  + o'A'(r2 — o2—A2)||r4— (a2+A2)(n/2+A/2)| 
=?  r*  (r2  — o2  — A2)  (r2  — a'2 — A'2)  (a  A'  + a'A) 

+ (r2  — n2— A2)  a'A'jr2  (r2  — a* — A2)  — f r* — (o2  + A2)(a'2  + A'2)  I] 
+ (r*  — a'2  — A'2)  nt,  [r2  (r2—  a'2— A'2)  — I r4  - (a2  + A2)  (a'2-f  A'2)  I ] . 

oder  weil 

28' 
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r2(r2_a!t_62)_ |r4_(a®+6*)  (a^+ft72)!  =— («*  + **) (r2— a72— ft7*), 

r2  (r*_ara_6«) —Ir*— (a*+6*)  (a^+ft72)  I = — («'2+ft'2)  (r2— u2— ft2) 

ist, 

(£=(j2— o2— ft*)(r2-a'2—  6'2)|r2(oft;+o'ft)-n/6'(a2+62)-aft(a'2+6',t)|, 
oder  auch : 

£ — (r2_  „2—  ft2)  (r2  _ „/2  — */2)  (r2  _ „„/  _ 66')  («ft'  + a'b). 
Ferner  findet  man  : 

<£'=  r2[«(r2 — an  — bn)  + a7(r2  — «2  — ft2)  I 

_ | (r2_62)(r2_„/2_6/2) +a/2(r2_02_62)};r4_(a2+ 62)(U'2+6«)| 

= 2aa7r2(r2-a2-62)(r2-a72-ft72) 

j (r2_ 02_62)  [a/2r2 (r2— «2 — ft2)  — o'2|r*— (a2+62)  (o^+ft72)!] 
-J.  (P2_0/2_6/2)[a2r2(r2_a/2_6/2)  _(r2_62)|r*-(fl2+62)(a,2+6'2))], 

oder  weil 

a/4r2(r2„a2_6*)-a'2|r*-(a*+62)(«,2dft/2)!=— (r2-«72-^72)«72^*2), 
a2r2  (r2  _ a/2  _ 6'2)  — (r2  — ft2)  I r4  — (o2  + ft2)  (a/2+  ft'2)  > 

— (r*  — a2 — 62)  1 62  (a72  + ft72)  — r4 1 

ist,  so  wird 

gi  — (r2— a2_62)  (r2—  an—  ft72)  1 2aa7r2—  a72(a2+ft2)+  ft2(a/2+672)— r4 1 
oder  auch , wie  man  sich  alsbald  überzeugt : 

gi  _ _ (r2  _ a2 — 62)  (r2—  n72— ft72)  (r2—  aa7  - ftft7)  (r2—  aa7 + ftft7). 

Wir  gehen  nun  über  zur  Berechnung  der  Constanten  d, , )?t,  tfi- 
Zunächst  erhält  man:  j ^ <ir 

d,  — | (r2-  62)(r2— a72— 672)+a'2(ra— n2— ft2)!!(r2— a2)(r2— o72— ft'2) 

+ ft72(r2  — a2 — ft2)  I 

— ( ab  (r2  - a72 — ft72)  + a'b1  (r2  - a*  — ft2)  j* 

— (r2_  a/2  _ 6'2)2 1 (r2  — a2)  (r2  _ 62)  — a262| 

f.  (r2—  „2— 62)(r2— o72—  ft72)!^2— fi2)672  + (r2 — a2)a72 — laa'bb'l, 

also  auch 

d,  = r2(r2  — n2 — ft2)  (r2-  a72  - 672)2 

+ (r2_a2_62)  (r2_a/2_  6/2)1  (r2_62)672  + (r2— u2)fl72— •2aa766'| 
_ (r2_„2_62)(r2_a/2_6'2)|r2(r2_a/2_6/2)+r2(a/2+6/2)_(aa/+667)2|, 

oder 

d,  = (r2  — a2  — 62)(r2  — a72 — ft72){r4  — (azi'  + ftft7)  *|. 
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Ebenso  ist 

»i  = - 1 a(r2 — a'2 — A'2)  + «'(r2— n2-62)  1 1 (r2— a2)  (r* — an—bn) 

-f  A'2  (r®  ■ — a2  — A2)  | 

+ 1 6 (r2-a'2-  A'2)  +A'(r2-a2-A2)  1 1 aA(rW2-A'2)+a'A'(r2-«2~A2)J 
= (r2-a'2— A'2)2{  — a(r2-a2)  + nA2| 

— (r*-a2-6*)(r2— o^-A^lai'i+oV1— «*)— o'**'— a6*'l 

= - (r2 — d2 — A2)  (r2—  a«  — 6«)  | a(r2— a'2— A'2)  + aA'2 

+ a'  (r2  — «2)  — rt'AA'  — a/tli'  j, 
und,  wie  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

Mi  = — (r2—  a*  - A2)  (r2  - a'2  - A'2)  (r2  — aa‘  - AA')  (a  + u‘). 
Endlich  ist 

4 , = — i b (r2  — a'2  - bn)  + A'  (r2  — a2  — A2)  1 ( (r*  — A2)  (r*  -am-  A'2) 

+ a'2  (r2  — a2  — - A*) ! 

+ |fl(r2— ö'2-A'2)+a'(r2-a2— A2)|  |aA(r2-a'2-A'2)+«'A'(r2-a2-A2)! 
= (r2  — a'2 — A'2)  i — A (r2 — A2)  -f  o2A  | 

— (r2 — a1 — A2)  (r* — a'2— A'2)  | a'A2-f  A'(r2  — A2) — aa‘b—ua‘b\ 
=— (r2— a2— A2)  (r2— a'2 — A'2)  | A (r2— a'2-A'2)  + ««A  + A'(r2— A2) 

— aa'A'  — aa'A ) , 

oder,  wie  man  sich  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  fiberzeugt: 

4X  = — (r2— a2— A2)  (r2— a'2— A'2)  (r2— aa'  - AA')  (A+ A'). 

Hiermit  sind  die  sechs  Constanten  B,  4,  4',  , Bt,  4,  be- 

rechnet und  wir  haben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (29),  indem 
«vir  zu  besserer  Uebersicht 

H—  (r2 — a2 — A2)  (r2  — a'2 — A/2)  (r2 — na'  — AA') 

setzen,  folgende  Zusammenstellung: 

!U  = — //r2(a  + fl'), 

B = //  (r2  -f~  na'  — AA') , 

4 = //(aA'  + a'A), 

Ü'=  //r2(A  + A'), 

B'  = -tf  (aA'  + a'A), 

4'  = — Ä(r2  — aa'+AA'), 

Ü,  — //(r2  + na'  + AA') , 

Bi  = — Ä(a  + a'), 

4,=-fl(A  + A'). 
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$.  10. 


* 4 

Die  Werthe  der  Constanten  4,  25,  l£,  IX',  u.  s.  w.  wären  nun 
Ih  die  Gleichung  (28)  des  gesuchten  einballenden  Kegelschnittes 
zu  substituiren;  da  aber  diese  Constanten  sämmtlich  den  Factor 
ft  gemeinschaftlich  haben,  so  sieht  man,  dass  nach  geschehener 
Substitution  die  genannte  Gleichung  den  Factor  //2  in  beiden 
Theilen  enthalten  wird,  durch  welchen  man  also  abkurzen  kann. 
Wir  haben  ferner,  um  der  Rechnung  die  Vortheile  einer  symme- 
trischen Darstellung  zu  erhalten,  bisher  die  Richtung  der  Coordi- 
natenaxen  ganz  unabhängig  von  der  Lage  der  beiden  Punkto  (ab) 
und  (a'b')  gelassen;  es  ist  jedoch,  ohne  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  irgendwie  zu  schaden,  immerhin  erlaubt,  eine  der 
beiden  Axen,  z.  B.  die  Axe  der  x,  parallel  mit  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  festen  Punkte  (ab)  und  (a'b')  anzunehmen ; hier- 
durch wird  6 = 6'.  Wir  wollen  also  von  nun  an  unter  4,  23,  (f, 
4',  25' , <£',  4i,  23j,  dasjenige  verstehen,  was  aus  den  Wer- 
then  in  (30)  wird,  wenn  man  erstens  allenthalben  den  gemein- 
schaftlichen Factor  H weglässt,  und  zweitens  6=6'  setzt:  Hier 
durch  wird : 


4 =—  r*(«  + a'), 

» = ra  -f  aa'  — 6*, 
(£  = 6(a  + n'), 

a'—  2br *, 


25'= — b(a  -f  a'), 

£'  = — + 

4i  = r2  + aa'  -f  62, 
25,  = -(a  + a'), 


■ 


> --i\j.t  u'  c r :■ 

, ■•»-■*>  t-  ■ - v,  y \y 

r -ui.  mini- 


r - 


Hl. 


und  die  Gleichung  des  einhüllenden Kegelschnittes  ist  nach  wie  vor: 
(28)  (4+25x+<£y)2+(4'+23'x +(f'y)2=r2(4,  +*,*+tf,y)2 , 


oder  wenn  man  entwickelt,  in  Bezug  auf  x und  y ordnet  und 
dabei  berücksichtiget,  dass,  wie  man  sich  mittelst  der  Werthe 
aus  (31)  sogleich  überzeugt: 


25tf  + 25/tf'-r2B1«l=0 
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ist,  dass  also  die  Glieder  iu  xy  verschwinden: 

(32) 

+ (Jd<£  + ü'<£‘- i-2!!,  <f,)2y +(<£*  + ««-r*tf1*)y»=0, 

• i • • 

wobei  die  constanteii  Doefhcienten  durch  Substitution  aus  den 
Gleichungen  (31)  noch  zu  berechnen  sind.  Dm  dieses  auf  dem 
bequemsten  Wege  zu  bewerkstelligen,  d.  h.  um  am  Schnellste« 
zu  den  einfachsten  Formen  zu  gelangen,  welche  diese  Ausdrücke 
annehmen  können,  verlassen  wir  die  Ordnung  der  Aufeinander- 
folge und  beginnen  mit  dem  Coeflicienten  von  x2.  Es  ist 

• (33) 

»2  + »'2-r2»,2=(r2  + au'-  A2)2  + A*(o  + «')* - r2(u  + «')*, 

oder  wenn  nian  bezüglich  r2 — A2  die  Entwickelung  des  ersten 
Gliedes  mit  den  beiden  folgenden  ordnet: 

, i it  • ■ r 

■ , s • ■ ■ ••  (W) 

»2  »'»— r2Bt2=(r2  - 6*)®  — (a2  -f-  a'2)  (r2  — A2)  + a*a'*  • 

= (r2  — u2  — A2)  (r2— a'2— A2). 

Man  überzeugt  sich  ohne  Schwierigkeit  von  der  Richtigkeit  der 
beiden  folgenden  Gleichungen : 

(35)  , , * 

r^a  + a'^-di^+^  + na'+A*)1— (a-a02A2-(V2-a2-A2)(r2-a'2-A2), 
6^o+«0*— 46*ra+(r»— öa'+6*)*=(«-o0*ra+(r»-o*-6*)(r*-a<*-ha); 
denn  aus  unserer  Transformation  von  (33)  auf  (34)  folgt,  dass 

(36) 

(r*f(Ki'  — A2)2 1 A2(n  + a1)* — r2(n-f  ny)2  = (r*— o2— A*)(r2 — n;2 — A2)2 
oder 

(r2  A aa'  -ff/2)2 — 4As(r2-f  aa')  + A2(a  + o')2  — r*(u  + a')2 
= (r2-  a2  - 6*)  (r2 — a'2—- A2) , 

( r»— na'  + A2)2  -f  4r2(«a'- A2)  + 62(a-|  o')*--r2(«+o')2 
= (r2  — «2  — A2)  (r2 — o'2  - A2) , 

oder 

(r2  + aa'  + A2)»-4A  VHA2(«  - u')2— r2(a+n')2=  (r2-  a2-A2)(r2-a'2- A2), 
(r2— an'  -f  A2)2  - 4A*r2—  r2(o~  a‘)2f  A2(n-|n')2— (r2  - «*- A*)(r2-  n^-A2) , 
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welche  zwei  Gleichungen  durch  schlichtes  Transportiren  der  Glie- 
der unmittelbar  in  die  zu  beweisenden  übergehen.  — Kraft  dieser 
Gleichungen  (35)  wird:  ? , 

+ r*ij,  2 = r2  | (« — a')2  62  — (r2  -n2  - 62)  (r2 -n'2-62)|, 

(f2-Hf'2_r2lfI2=  (o  — a')2  r2  + (r2 — «2  ->  62)  (r2-*«*2  -r.62).  , 

Ferner  ist:  (r.j_ 

ÜB+JJ'B'  — r2B, »,  =r2i — (a + a')(r2 + ««'-66') + (« + a')(r2+aa'+66') 

— (6  + 6')  («6* 0*5)1 

=r2 1 (a  + a')  266'  + (6  + 60  («6'  + a'b)  1 = 0, 

M+W-r‘lSll<£l  =— 6r2(a+a')2-26r2(r2-aa'+62)+26r2(r2+aa'+62) 
= — 6r2((n  + a')2— 4o«'l  = — 6r2(a  — «02  ' 

r ^ rt*.  u.*  «Teil*  tiiii: 


§.  ii. 


>r. i iiitUim 

Die  Gleichung  (32)  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  hat 
also  die  Form: 


(37)  ' — nT  + MJt2  + 2Py  + Cly2  = 0, 


5*  c\-  •••>  :■ 

wobei  die  Constanten  BI,  B,  P,  CSt  folgende  Werthe  haben; 


(38) 


oder 


Bt  = r2 1 (r2 — rt2 — 62)  (r2 — a*2 — 62)  — (a  — a*)2  62 1 , 

M=  (r2— a2— 62)(r2— a*2—  6*), 

P — — 6r2(a  — a')2,  Jäh'» 

<&  = (r2  — a2  — 6*)  (r2  — a*2 — 62)  + (a-a')2r2 


J.;  Uilli»  ; 


(39) 


*-£.'•  + J»»' 


nt=  r*  | M — (a  — a')2  62 1 , 

K = (r* — a2— 62)  (r* — a*2— 6*), 

P=— 6r2(a-«')2, 

<St=  B + (a  — a')2r2. 


Die  Gleichung  (37)  der  gesuchten  pinhüllenden  Kurve  kann 
endlich  noch  durch  die  Annahmen 


(40) 


Sr  =0, 

.=-!■ 
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,_p*—  ma 

I!  II'T?  M©  ’ .liljjJV.lUt*  *ai> 


p2-moa 


• i , . . no^nu'lbisl»' 
i-  - - — -'»i  4 sIt 


auf  die  einfachste  Form : 


?!  . (y-»)2  . 

A2  ' B2  ~ 1 


gebracht  werden , und  unser  letztes  Rechnungsgeschäft  wird  nun 
darin  bestehen,  die  Grössen  t),  A2,  B2  unmittelbar  durch  die  Con- 
stanteu  des  Problems,  nämlich  r,  a,  a‘ , 6 auszudrücken,  um  als- 
dann unverzüglich  zu  den  aus  unseren  Gleichungen  ableitbaren 
geometrischen  Folgerungen  überzugehen. 

Aus  den  Gleichungen  (39)  erhält  man : 

OTC&  = r2|  W2  + (r2 — b%)  (a— «)'2H  - (a  - a')«6*r2 j , 
mithin  ist 

'.i.Ä  -muA  n«  i -i  a..- ..  : ! -s.  . ■)  cn.  . 

P2-nKa  = r2tt|M  + (a  — a')2(r2—  6*)),  f 

oder,  da  aus  der  Gleichung  (36)  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 
der  Grösse  W 

(r*  _ an'  — 62)2  + 4aa'(r2— 62)  + b2(a  + a')2— r2(a  + a')2  = M, 

(r® — a a' — 66')2  + b*  (a  — a1)2 — r®  (a  — a')2  = H , i 

K + (o- n')2 (r2-  b2)  = (r2— aa'—  b2)2  ~ H f ^ 
folgt,  -di 


Ferner  ist 


P2-m&  = r2»  (r2  — aa'— Ä2)2. 


<ft=»  + (a— a')2r2=(r2— an'— A2)2  + (*-a')2A2, 
und  in  Folge  dessen : 

/ J = 0, 

(43>  1 br\a—ar)2 

\ t}~  (r2—aa‘—b2)2  + (a— a0*62’ 


. (r2-aa'-62)2 

A -r  (r2 — aa! — 62)2  + (o  — a')262 ’ 


i i ~ O.vi 


B*~  r*|(r2 — aa' — 62)2  + (a^-a')2A2|2{r>-al-6*)  (<-a-«'2-62). 
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'§•  12- 

Da  die  Gleichung  der  gesuchten  einhültenden  Kurve  vom  zwei- 
ten Grade  ist,  so  ist  dieselbe  ein  Kegelschnitt,  wie  wir  bereits 
in  §.  8.  bemerkt  haben.  Die  Form  der  Gleichung  (42)  deutet  auf 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  das  Product 

(45)  (r2 — a2 — b2)  (r2 — a‘2—b2), 

welches  in  (44)  in  dem  Ausdruck  für  B®  erscheint,  das  Vorzei- 
chen + oder  — hat,  oder  je  nachdem  die  beiden  Factoren 
r2  — a* — 6®,  r2 — a12 — b2  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Der  Punkt  (rt))  ist  der  Mittelpunkt  und  A,  B sind  die  Halbaxen 
des  einhüllenden  Kegelschnittes.  — Ist  gleichzeitig  r2>a®  + 6®, 
r2  > a'2  + Ä2,  oder  ist  gleichzeitig  r*  < a®  -f  b2,  r2<o's  + 6®,  so 
haben  die  beiden  Factoren  in  (45)  gleiche  Vorzeichen,  ln  diesem 
Falle  liegen  aber  die  beiden  festen  Punkte  A und  ß beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des  gegebenen 
Kreises.  Ist  hingegen  r2  < o2  + b2  und  r2  > a'®  + b 2 oder  umge- 
kehrt, so  haben  die  Factoren  in  (45)  ungleiche  Vorzeichen,  und 
einer  der  beiden  Punkte  A und  B liegt  innerhalb,  der  andere 
ausserhalb  des  gegebenen  Kreises.  Wir  können  daher  sagen: 
Liegen  .die  beiden  festen  Punkte  A und  B beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des 
gegebenen  Kreises,  go  ist  die  gesuchte  einhüllende 
Kurve  eine  Ellipse;  liegt  einer  dieser  Punkte  inner- 
halb, der  andere  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises, 
so  ist  die  gesuchte  einhüllende  Kurve  eine  Hyperbel. 
Aus  der  Form  der  Gleichung  (42)  erhellet  ferner,  dass  die  Rich- 
tung der  ersten  *)  Hauptaxe  A der  gesuchten  einhüllenden  Ellipse 
oder  Hyperbel  stets  mit  der  Richtung  der  Axe  der  x oder,  was 
dasselbe  ist,  mit  der  Verbindungslinie  AB  der  beiden  festen 
Punkte  parallel  ist.  Der  Mittelpunkt  der  einhüllenden  Ellipse  oder 
Hyperbel  liegt  stets  in  der  Senkrechten,  welche  man  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  auf  die  Richtung  der  Verbin- 
dungslinie AB  der  zwei  festen  Punkte  fällen  kann,  weil,  wie  man 
aus  (43)  ersieht,  n stets  mit  b dasselbe  Vorzeichen  hat. 


*)  Denn  A ist  immer  reell,  und  für  den  full,  das«  auch  B reell  ist. 
ist  wegen 

ü-14-  («-«rr» 

B*  + (r* -o»— ««)(»•»— 

stets  A ^ B. 


Digitized  by  Google 


als  elnhüllende  Kurven  eines  Systems  von  Krelssehnen.  427 


Bezeichnen  wir  für  den  Fall  der  Hyperbel  den  spitzen  Win- 
kel , welchen  eine  der  beiden  Asymptoten  derselben  mit  der  Axe 
der  x einschliesst , mit  a;  so  ist:  , 


/JCv  * V-B»  V - (*•»- a»-6«)  (r*- a*-b*) 
A (ra — an'  — 6*)*  i(« — a')*  6* 


Sit 


Wir  wollen  non  über  Hie  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A 
und  B verschiedene  specieile  Annahmen  machen  und  untersuchen, 
von  welcher  besonderen  Art  die  entsprechende  einhülleude  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist. 


§•  13. 


Sind  die  beiden  festen  Punkte  A und  B gleichw  eit  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  entfernt,  so  hat  man  a'=— • a 
zu  setzen,  die  einbiillende  Kurve  ist  wegen  der  positiven  Beschaf- 
fenheit des  Productes  (45),  welches  sich  alsdann  in  ein  vollstän- 
diges Quadrat  verwandelt,  stets  eine  Ellipse,  die  beiden  .Punkte 
A und  B mögen  innerhalb  oder  ausserhalb  des  gegebenen  Krei- 
ses liegen  uud  die  Gleichungen  (43)  und  (44)  geben  alsdann : 


(47) 


(48) 


r =0, 


4a26r2 


9 - (r«  + ui— 6*)*  + 4<t262  ’ 

(r* + «*—«*)* 


A * = r2 


B*=r* 


(r*  + aa_6®)2  + 4rt26*' 

|(r2— 6*)*  — a4!2 
I (r2  + a2  — A2)2  + 4n26*  1* ' 


Ist  in  diesem  Falle  überdies«  6=0,  d.  h.  liegen  die  beiden  festen 
Punkte  A und  B gleichweit  vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Krei- 
ses, und  geht  die  Verbindungslinie  AB  durch  diesen  Punkt,  so 
wird  g=0,  p = 0,  es  fällt  also  der  Mittelpunkt  der  einhüllenden 
Ellipse  mit  dem  letzteren  zusammen,  und  man  hat  ferner: 


(49) 


, |» r»-a» 

A_r,  B_rr2  + o>, 


woraus  man  sieht,  dass  die  grosse  Halbaxe  dem  liadius  des  ge- 
gebenen Kreises  gleich  ist. 

Setzt  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (43)  und  (44) 
6 = 0,  wodurch  mau  voraussetzt,  dass  die  Verbindungslinie  AB 


Digitized  by  Google 


428 


Vnf er dinger : Die  Ellipte  und  Hyperbel 


der  beiden  festen  Punkte  A und  B durch  den  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises  geht,  während  sonst  ihre  Lage  willkürlich  ist. 


r*  o 

so  ergibt  sich : 

•••  • ‘ -v'  A-  : -<  *. 

'•  f ■ ff}-! 

■»%*••  •,  ^ x , , C * t 

ir  = 0, 

. • •'  •:*!>'  ,/i*;:‘.l 

(50) 

U = 0; 

( A = r, 

s - 'UC'T  t 

(51) 

) T>  V(ra-oa)(ra-a'a) 

[ ra — aa' 

• ,1 

so  dass  also  auch  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  der  einhüllen- 
den  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen 
Kreises  zusammenfällt  und  die  erste  Hauptaxe  dem  Radius  die- 
ses Kreises  gleich  ist  Die  Kurve  ist  eine  Ellipse,  wenn  gleich- 
zeitig ra>aa,  ra>  a'2  oder  gleichzeitig  ra<aa,  ra<a'a  ist,  d.  h. 
wenn  A und  B beide  gleichzeitig  innerhalb  oder  gleichzeitig  aus- 
serhalb des  gegebenen  Kreises  liegen.  Ist  hingegen  ra>aa  und 
ra<a/a  oder  umgekehrt,  so  ist  die  einhüllende  Kurve  eine  Hyper- 
bel. Diese  letztere  kann  sogar  in  ein  System  zweier  paralleler 
Geraden  übergehen,  wenn  a und  a'  gleiche  Vorzeichen  haben 
(d.  h.  wenn  A und  B beide  auf  derselben  Seite  des  Kreismittel- 
punktes liegen)  und  r2—aa‘  ist.  In  der  That  gibt  hierfür  die 
Gleichung  (42)  zur  Bezeichnung  der  einhiillenden  Kurve: 

(51*)  xa  = ra  oder  x = ± r. 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  (50)  und  (51)  a‘=  ob,  womit  man 
voraussetzt,  dass  von  den  zwei  festen  Punkten  A und  B,  welche 
beide  auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  des  gegebenen  Krei- 
ses liegen,  der  eine  in  der  Unendlichkeit  liegt,  so  wird: 


r = 0 


0; 


(53) 


( Aa=ra, 


die  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  ra<aa 
oder  ra>  a2,  d.  h.  je  nachdem  der  Punkt  A ausserhalb  oder  inner- 
halb des  gegebenen  Kreises  liegt. 

Liegen  beide  Punkte  A und  B in  unendlicher  Entfernung, 
aber  in  gegebenen  Richtungen,  so  hat  man  a = oc,  a'= <*,  6 = oo, 
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- = <,  Qt  — t'  zu  setzen,  wo  t nnd  t'  die  trigonometrischen  Tan- 
genten der  Winkel  bezeichnen,  welche  die  gegebenen  festeu 
Richtungen  mit  der  Axe  der  x einschliessen.  Da  unter  dieser 
Voraussetzung  •>. 


(a  — a')26*  (<— O* 

(r* — an' — 6*)2  ~~  (1  -MO2’ 


folglich 


(a— a')®6 
(r® — aa'  — 62)2 


wird , wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  in  den  ersten  Theilen  dieser  Gleichungen  durch  b*  divi- 
dirt,  so  wird  ty  = 0 und 


(54) 


A2  = r2 


1 + 


1 

«-  o2  ’ 
(l  + <o* 


■ fl 

■i  =•-'(! 


welche  Resultate  man  erhält,  wenn  man  in  den  Ausdrücken  für 
i)  und  A®  Zähler  und  Nenner  vorher  durch  (r2— aa'  — ft2)2  dividirt. 
Ferner  geben  die  allgemeinen  Gleichungen  (44) : 

A2  (r*— an'— 6*)®  + (o— a')26*. 

B®  ~ (r* — a®  — 6*)  (r® — a'* — 6®)  ’ 


geht  man  hiermit  auf  den  vorliegenden  Fall  über,  indem  man  vor- 
her Zähler  und  Nenner  durch  6*  dividirt,  berücksichtigend,  dass 

a 1 a1  1 . - . . , 

r = t.  t = 7,  ist,  so  findet  man  : 

b t b l 

„u*r  a®  _ (i + «o* + (* — o» — . . 

<«,-A  W-  a + <*)(l  + 4'*)  ’ »•  ..... 

die  einhüllende  Kurve  ist  also  ein  mit  dem  gegebenen  concentri- 
scher  Kreis,  dessen  Radius  durch  die  Gleichung  (54)  bestimmt 
wird.  Bezeichnen  a und  a!  die  Winkel,  welche  die  gegebenen 
Richtungen  der  Lage  der  beiden  festen  Punkte  A und  B mit 
der  x-  Axe  einschliessen,  so  ist  nach  dem  oben  Bemerkten  tga=t, 
tgo'  = t',  und  wenn  at  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  gege- 
benen Richtungen  unter  sich  einschliessen,  so  ist  ai  — a — o'  und 

l i' 

tgo>  = tg(a—  a')  = folglich: 

A®  = r®rri-.-  = r*Cos2üD 

l + tg2“  f 

oder 

i 

(55)  * A = rCos  o>. 


4 
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der  Radius  A des  enthüllenden  Kreises  ist  also  gleich  der  Pro- 
jection  des  Radius  r des  gegebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  oj, 
welchen  die  gegebenen  Richtungen  der  Lage  der  zwei  festen 
Punkte  A und  B mit  einander  einscbliessen. 

Anmerkung.  Hiermit  ist  das  in  §.  1.  aufgestellte  Problem 
nach  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  gelöst,  und  die 
hierbei  gewonnenen  Resultate  geben  auch  die  Mittel  an  die  Hand, 
den  einer  gegebenen  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A und  B 
entsprechenden  Kegelschnitt  zu  coiistruiren ; wir  werden  in  einem 
späteren  Aufsatze  diese  Constructionen,  so  wie  eine  Anwendung 
derselben  zur  Lösung  der  Aufgabe  mittheilen : In  einen  Kreis 
ein  Dreieck  einzuschreiben,  dessen  drei  Seiten  durch  drei  gege- 
bene Punkte  gehen,  eine  Aufgabe,  welche  durch  die  bedeutenden 
Männer  (Pappus,  Castilion,  Lagrange,  Euler,  Fuss, 
Lexell,  die  sich  mit  ihrer  Lösung  beschäftigten,  so  wie 

nicht  minder  durch  die  einfache  Erledigung,  welche  sie  von  dem 
jungen  Neapolitaner  Ottaiano  gefunden  hat,  eine  gewisse  Be- 
rühmtheit erlangte.  Nach  unserer  Methode  ergeben  sich  im  All- 
gemeinen zwei  Dreiecke,  welche  den  gegebenen  Bedingungen 
genügen.  — Auch  das  Problem  des  Alhazen,  die  Glanzpunkte 
des  Kreises  betreffend , kann  mittelst  dieser,  ein  Sehnensystem 
des  Kreises  einhüllenden  Kegelschnitte  gelöst  werden. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  wir  die  Lösung  des  analogen 
Problems  von  der  Kugel,  welches  folgendermaassen  lautet: 

Es  sind  in)  Raume  drei  feste  Punkte  A,  B,  C und 
eine  Kugel  gegeben.  Verbindet  man  diese  drei 
Punk  te  mi  t ei  nein  beliebigen  Punkte  M der  Kugel, 
so  werden  diese  Verbindungslinien,  nöthigen- 
falls  verlängert,  di  eKugelobcr  fläche  noch  in  drei 
anderen  Punkten  At,  ßlt  C,  schneiden  und  die 
Lage  der  durch  diese  Punkte  A,,  B, , C,  geleg- 
ten Ebene  ist  für  jeden  Punkt  Hl  der  Kugel  ein« 
bestimmte.  Man  soll  die  krumme  Oberfläche 
ermitteln,  welche  diese  Ebene  beschreibt,  wäh- 
rend der  Punkt  M die  Kugel o b e r fläch e be- 
schreibt, 

zur  Veröffentlichung  in  dieser  Zeitschrift  vorbereiten.  Beide  Pro- 
bleme sind  noch  einer  bedeutenden  Verallgemeinerung  insofern 
fähig,  als  man  an  die  Stelle  von  Kreis  und  Kugel  eine  beliebige 
Linie  oder  Fläche  der  zweiten  Ordnung  treten  lässt. 
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XXX. 

Die  logarithmischc  Linie  als  Curve  der  rückwirkenden 
Festigkeit,  nacbgewiesen  im  Anlauf  des  Pfeilers,  der 
Säule  und  des  Pyramidalkörpers  mit  quadratischem 
Querschnitt.  *) 

Von  dem 

♦ 

Königlichen  Sections- Ingenieur  Herrn  v.  Stokar 
in  Li  cli  len  fe  I » in  Oher-Friinken . Bayern. 


Der  Pfeileranlauf. 

Von  einem  Prisma,  dessen  Querschnitt  und  Ansicht  von  oben 
in  Fig.  1.  ersichtlich,  seien  folgende  Eigenschaften  bekannt: 

1)  die  Ober-  und  Unterfläche  desselben  seien  horizontal; 

2)  nach  der  rechtseitigen  Längenrichtung  sei  dasselbe  von 
einer  senkrechten  Wand  begrenzt; 

3)  die  Länge  desselben  betrage  1.00'  Einen  Fuss,  eben  so 
viel  seine  obere  Breite,  und  sei  zugleich  Ein  Fuss  für  die 
Längeneinheit  angenommen ; 

4)  das  Eigengewicht  der  Prismenmasse  für  Einen  Cubikfuss 
sei  mit  p,  die  reciproke  Festigkeit  derselben  fiir  Einen 
Quadratfuss  mit  w bezeichnet. 

Welches  wird  die  nach  links  den  Querschnitt  des  Prismas  be- 
grenzende Curve  sein,  wenn  in  jedem  seiner  Horizontalschnitte 
genau  den  Ansprüchen  der  reciproken  Festigkeit  bezüglich  des 
überlagernden  Prismentheilgs  genügt  werden  soll,  das  heisst:  der 
jeweilige  Gesammtzuwachs  an  Breite,  durch  die  Krümmung  der 
Curve  erzeugt,  und  mit  der  Länge  1.00'  eine  Fläche  bildend, 
mittelst  der  letzteren  hinreichend  sein  soll,  eben  diesen  Prismen- 
tbeil  zu  tragen. 

« 

*)  Die  zn  diesem  Aufsatz  gehörende  Figurentafel  s.  auf  Taf.  IV. 
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Diese  Bedingung  bezeichnet  sich  analytisch,  wenn  der  Coor- 
dinatennullpunkt  bei  A liegt,  längs  AB  die  Abscissen  und  auf 
ihnen  senkrecht  die  Ordinaten  gemessen  werden,  in  der  Glei- 
chung : ( 

wdy  — pySx, 


8-£  = £s*, 

y *» 


woraus  durch  Integration : 


und 


.r=  — Log.  nat.  y 


v* 

y-  e " 


entsteht,  wobei  e die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems 
bezeichnet. 

p-o 

Für  x — 0.00'  ist  y—e  “ =1.00', 

für  y =0.00'  ist  x — ^ Log.  nat.  0 = — oc. 
x p 

Mit  Berücksichtigung  der  oben  verlangten  Eigenschaft  der 
Curve  und  des  gefundenen  Resultates,  dass  ihre  Ordinate  am 
Coordinatcnnullpunkt  =1.00'  sein  muss,  kennzeichnet  sich  die- 
selbe rinn  in  der  Gleichung : 


f°  ydx 


i — 1 


min  aber  ist 


w m 
- » 
V 

px 


/VI 

ew  = ■ 


£ ’ 

Log.  nat.  ew 
weil  Log.  nat.  «=1.00  ist,  so  ist  auch: 

px 


y\v0.r=  J; 


IO 


J' "ydx  ist  aber  J'  e“ Sx—  C=  y-  -C,  woselbst  C dem  VVerthe 


des  Flächenintegrals  für  x = 0 gleich  ist. 
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Wird  ferner  betrachtet,  dass  schon  die'  Fläche,  entstanden 
durch  die  Multiplication  der  Ordinate  am  Coordinatennullpunkt 
mit  der  Länge  des  Prismas  1.00',  ein  über  diesem  ruhendes  Recht- 
eck von  der  Breite  =1.00',  der  Höhe  = — , der  Länge  =1.00' 

p 

und  dem  Gewicht  von  p für  Einen  Cuhikfuss  tragen  kann,  so  ist 

C=—  i daher  nun: 

P 


was  zu  beweisen  war. 

Die  Fig.  1.  giebt  den  graphischen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  vorhergehenden  Sätze,  und  ist  für  dieses  Beispiel  ic  = 100 
Zentner,  p = 1 Zentner  angenommen  worden. 

Die  nachstehende  Tabelle  bedarf  keiner  Erläuterung,  und  er- 
leichtert die  allenfalls  wünschenswerthe  Bekräftigung  der  gelösten 
Aufgabe  mittelst  eines  Zahlenbeispiels. 


Abseitigen. 

\ 

Ordinalen. 

Jeweiliger 

Ordinatenzu- 

wachs. 

Gesamm  (Zu- 
wachs der 
Ordinalen. 

Futat. 

Futae. 

Funet. 

Fuaae. 

0.000 

1.000 

10.000 

1.105 

0.105 

0.105 

20.000 

1.221 

0.116 

0.221 

30.000 

1.350 

0.129 

0.350 

40.000 

1.492 

0.142 

0.492 

50.000 

1.649 

0.157 

0.649 

00.000 

1.825 

0.176 

0.825 

70.000 

2.014 

0.189 

1.014 

80.000 

2.226 

0.212 

1.226 

90.000 

2.459 

0.233 

1.459 

100.000 

2.718 

0.259 

1.718 

110.000 

3.004 

0.286 

2.004 

120.000 

3.320 

0.316 

2.320 

130.000 

3.669 

0.349 

2.669 

140.000 

4.056 

0.387 

3.056 

150.000 

4.482 

0.426 

3.482 

lßO.OOO 

4.953 

0.471 

3.953 

170.000 

5.473 

0.520 

4.473 

180.000 

6.050 

0.577 

5.050 

190.000 

6.686 

0.636 

5.686 

200.000 

7.390 

0.704 

6.390 
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Es  sei  y — 4.036',  und  soll  beispielsweise  diese  Dimension 
zugleich  die  obere  halbe  Breite  eines  Pfeilers  bezeichnen,  so 

, ■ -Uj 

wird  sich  aus  der  Gleichung  't=p  Log.  nat.y  und  aus  der  vor- 
stehenden Tabelle  x =140.00'  ergehen.  Ferner  wird: 

j " ,,8x  = (y  - 1)  - - 3.056' . 100  = 305.60«' 

X 1 

sein;  der  Vorsprung  bei  ,r=  140,00'  ist  aber  auch  y — I =4.056', 
— 1.000',  =3.056',  und  kann  daher  die  Fläche,  welche  3.056' 
zur  Breite  und  1.000'  zur  Länge  hat,  den  Prismentheil,  dessen 
Länge  ebenfalls  1.00'  und  dessen  Schnittfläche  305.60«'  ist,  tra- 
gen, wenn,  wie  schon  angenommen,  p—l  Zentner,  u>—  100  Zent- 
ner gesetzt  wird. 

Soll  bei  gegebener  oberer  halber  Pfcilerbreite  und  ebenfalls 
bestimmter  Pfeilerhöhe  die  untere  halbe  Breite  gesucht  werden, 
so  geschieht  diess  nach  obigem  Verfahren : 

Es  sei  beispielsweise  zur  oberen  halben  Breite  =4.056'  die 
Pfeilerhöhe  = 10.000'  gegeben.  .j  _ufJ 

Aus  x = 140.00'  wird  nun  x = 140.00'  + 10.00'  = 150.00' , und 

px  l '•■l-  ' 

bestimmt  sich  y aus  der  Gleichung  y = ew  mit  4.482'. 

Die  Fläche  mit  der  Differenz  4.482'  — 4.056' =0.426'  zur  Breite 
und  1.00'  zur  Länge  reicht  gerade  hin,  um  den  10.00'  hoben 
Halbpfeiler  zu  tragen,  so  dass  die  in  der  Fläche  4.056?'  ruhende  rück- 
wirkende Festigkeit  hierzu  gar  nicht  in  Anspruch  genommen  wird. 


Der  SKulenanlae  f. 

Es  werde  die  Curve  gesucht,  welche  so  beschaffen  ist,  dass, 
wenn  in  Fig.  2.  der  Halbmesser  einer  Säule  am  Coordinaten- 
nullpunkt  ,4  = 1.00'  ist,  nnd  bezüglich  der  Messung  der  Ordi- 
naten  sowohl,  als  der  Abscissen,  so  wie  hinsichtlich  der 
Grössen  e,  p und  te  die  beim  Pfeileranlauf  gemachten  Voraus- 
setzungen Geltung  behalten,  bei  der  Drehung  der  von  der  Curve 
begrenzten  Fläche  um  die  Achse  AB , das  heisst:  dem  hierdurch 
erzeugten  Rotationskörper,  stets  der  jeweilige  ringförmige  Zuwachs 
die  ihn  überlagernde  Scheibe , deren  Höhe  = 8x  ist,  tragen  kann, 
so  wie  dann  auch  selbstverständlich  der  den  vom  Coordinaten- 
nullpunkt  aus  beginnenden  Gesammtzuwachs  bezeichnende  Ring 
auch  dem  ganzen  zwischen  ihm  und  diesem  Punkte  befindlichen 
Drebungskörper  Widerstand  zu  leisten  fähig  ist. 
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Dress  bezeichnet  sieb  analytisch  wi©  folgt» 

2u>rt(y  + “-)Sy  ss  py?ndx  • 

2 vomfiy  = py'nbx, 
2wndy  = pyndx , 
2tcndy 

-§i-=pny’ 


licdy 

si-=py'' 


durch  Integration  resuttirt  hieraus : 


oder 


2«f 

x = — Log.  nat.  y 


p* 

y — e*<°. 

Für  a:  — ü ist  y = 1.00',  für  y=0  ist  x—  — <». 

Wird  nun  das  Resultat,  dass  beim  Coordinatennullpunkt  y=I.Ü0' 
ist,  mit  der  iu  Vorhergehendem  von  der  Curve  geforderten  Eigen- 
schaft verbunden,  so  drückt  sich  das  in  der  Gleichung: 


n f°  y*dx 


w 

V 


1; 

aus,  welcher  Bedingung  aber  auch  durch  die  gefundene  Curve 
Genüge  geleistet  wird,  wenn  in  Betrachtung  kömmt,  dass  die 
Scheibe  am  Coordinatennulipunkt  schon  einen  Cylinder  von  1.00' 


Halbmesser,^  Höhe  und  p‘  Eigengewicht  Ihr  Einen  Cubikfuss 
tragen  kann. 


Es  ist  nämlich  jetzt: 

y’ßx  = n e*“  dx=z  ^ — — tsif*  ** . 

Ferner  ergiebt  sich  alsdann : 


ic 


* f 


w(y*— 1) 

wasf  zu  b«#eiseb  war. 


ny*~  -*.1,00*.-  (y*-l)^ 

_ JLJL. £ _t  _ 


*(y2— 1) 


y*_l 


P 


29* 
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r Slokar  : Die  logarithmische  Linie 


Es  kan»  auch  (ilr  diese  Curve  schon  aus  der  graphischen 
Darstellung  die  Richtigkeit  der  betätigten  Analyse  entnommen 
werden,  so  wie  öberdiess,  damit  ein  Beispiel  in  Zahlenden  Be- 
weis liefern  kann,  die  nachfolgende  Tabelle  aus  den  Ergebnissen 
der  entwickelten  Formel  construirt  ist. 

. . ,!■'  I Ot-UOllhnf':  ■ 


J ...  '1  - 

AbseUsen. 

Ordinnten. 

Jeweiliger 

Jrdinatcnzu- 

wachs. 

Futte. 

Futte. 

Futte. 

0,000 

1.000 

20,000 

1.105 

0.105 

40,000 

1.221 

0.116 

■>  1 *Ö0.(  60,000 

1.350 

0.129 

80,000 

1.492 

0.142 

100,000 

1.649 

0.157 

120,000 

1.825 

0.176 

G'>  „ 

140,000 

2.014  5 

0.189 

160,000 

2.226 

0.212 

180,000 

2.459 

0.233 

200,000 

2.718 

0.259 

220,000 

3.004 

0.286 

240,000 

3.320 

0.316 

260,000 

3.669 

0.349 

280,000 

4.056 

0.387 

300,000 

4.482 

0.426 

320,000 

4.953 

0.471 

340,000 

5.470 

0.517 

360,000 

6.050 

0.580 

380,000 

6.686 

0.636 

400,000 

7.390 

0.704 

420,000 

8.160 

0.770 

440,000 

9.025 

0.865 

460,000 

9.970 

0.945 

480,000 

11.050 

1.080 

500,000 

12.180 

| 1.130 

Es  sei  *.  B.  y 

= 1.649',  so 

wird  sich  x 

_ 113819'  r. 

Gesummt- 


wach«. 


boidilö.» 


»iW 

. .rjd  odödnp)  -.‘L  . 

0 l05.i«oiq  »,.  ' 

B-221  , 

0.350.iii9  iss!  i; 
Odtfid  9>b  di"? 
0.649 
0.825 

1.226 

I. 459 

, d ,i. 

.-•I  2>32Qll  jia  ; 

•.:2j6<(hli»w9( 
3.066l'*‘td:>‘  * 
3.482  ü SKI 
3.953  Jl1 
4.470 

juä  «wir*  . ' 

3(«><,o«.  . 
5.686  , Ui}.....  t • 

6.390  n, 

7160  aS 
8.025 

8.970  >h  g.. 
10.050 

II. 180 


Digitized  by  Google 


als  Curte  der  rückwirkenden  Festigkeit.  437 

L* 

y = eiw  04er  x~  — Log.  nat.  y 

' ' P 

finden,  und  zwar  mit  dem  Werthe  von  100.00*. 

. . . i . ‘ 

Der  Rotationskörper  ohne  den  über  dem  Coordinatenullpunkt 
befindlichen  Cylinder  wird  den  Cubus  von  — (y* — 1)ji  = 540,172'’ 

ausweiseil,  welcher  culiische  Inhalt  durch  Zerlegung  des  Körpers 
in  Scheiben  von  20,00*  Höhe  und  mit  Zohilfnahine  obiger  Tabelle 
annähernd  gefunden  wird. 

Wie  zum  gegebenen  oberen  Säulendurcbmesser,  wenn  die 
Säulenböhe  bestimmt  ist,  sich  der  untere  Durchmesser  berechnet, 
kann  wohl  übergangen  werden,  da  ganz  dasselbe  Verfahren,  wie 
beim  Pfeileranlaufe,  befolgt  werden  darf,  und  der  Beweis  für  die 
Richtigkeit  desselben  schon  im  Vorhergehenden  enthalten  ist,  da 
ja  bei  einer  Säule  von  1.00'  oberem  Halbmesser  und  100,00'  Höhe 
sich  die  Stärke  des  unteren  Halbmessers  mit  1.649'  auswies. 

9K‘.0  | ■ >■  i- 

?r*.o  | , , . • 

Der  Anlauf  des  Pyramidalkörpers  mit  quadratischem 

Querschnitt. 

'•••!■  5 f 

Wie  ip  der  vorhergehenden  Untersuchung  der  Anlauf  der 
Säule  gefunden  worden  ist,  so  werde  jetzt  der  Anlauf  des  Kör- 
pers behandelt',  welcher  zum  Horizontalschnitt  in  jeder  beliebigen 
Höhe  nicht  den  Kreis,  sondern  ein  halbes  Quadrat  bat,  und  sei 
die  jeweilige  Länge  dieses  Quadrates  mit  2; y,  dessen  Breite  mit  y 
bezeichnet.  • g . ’ • 

Die  übrigen  Bezeichnungen  und  Werthe  seien  dieselben  wie 
in  den  beiden  vorhergehenden  Problemen,  und  ist  es  selbstver- 
ständlich, dass  von  dem  Körper,  dessen  Querschnitt  ein  halbes 
Quadrat,  auf  denjenigen  geschlossen  werden  darf,  dessen  Schnitt 
das  Doppelte,  das  ganze  Quadrat  ist,  so  dass  der  liir  das  halbe 
Quadrat,  das  heisst:  füT  drei  Seiten  desselben  entzifferte  Anlauf, 
alsdann  das  ganze  nach  allen  vier  Seiten  umgiebt. 

In  der  Figur  3.  ist  dieses  halbe  Quadrat  sowohl,  als  das 
ganze  ersichtlich.  Die  Bedingnissgleichung  wird  mit  Berücksich- 
tigung der  für  den  Säulenanlauf  gefundenen  Resultate  sein: 


f° 


i ’.-J  Ti  . . 


ü(y’-t) 
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r.  Stokar : Die  logartlhmHche  Minie 


oder  mit  Worten : 

\ 

Es  wird  stets  der  Zuwachs  des  am  Coordinatennullpunkt  vor- 
handenen halben  2.00'  langen  und  1.00'  breiten  Quadrats  den  gan- 
zen Pyramidalkörper  von  dem  Coordinatennullpunkt  abwärts  tra- 
gen müssen. 

Obige  Gleichung  differenzirt  giebt: 


Awydy  — 2pdy J'  ydx , 


iwy  — 2p y ydx ; 


nochmals  differenzirt : 


iwdy  = 2 pydx, 

%=£dx; 
y 2 tr 


nun  integrirt : 


. ■**  F 

Log.  nat.  y = x—  oder  y=ze*w- 


i'.ii  lioeS 
•llt»  tiisS/K|'i.  • 


Also  ist  die  Anlaußscurve  dieselbe  nie  für  die  S^ule. 


Es  treten  auch  ganz  analoge  Verhältnisse  bezüglich  der  Inte- 
gration zwischen  den  Qreczen  0 und  x ein,  indem  hier  statt  dgs 

Cylinders  ein  Reckteckkörper  mit  ^ Höhe  und  2.00»'  Basis  am 

Coordinatennullpunkt  als  von  dem  halben  Quadrat  getragener  Kör- 
per erscheint. 

Dass  aber  die  Einführung  dieses  Verhältnisses  und  der  Cur- 
vengleicbung  in  die  Redingnissgleichung  diese  letztere  erfiflft, 
geht  aus  Folgendem  hervor: 


lSdyS ydx=z2 jdy f e*“e-r=2 f dV‘  f 


ps 

VA  ei* 


P_ 

2 tr 


ps 


2u»  re  re 

Wird  aber  zwischen  den  Grenzen  0 und  .r  integrirt,  so  ist: 
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alt  Cttrve  der  rückwirkenden  Festigkeit, 
f ° Syf ° ydx  =^-^= 


Dieses  Hesultat,  eingeführt  in  die  Bedingt)  issgteiehiing 


C°  ydx 

■ J-»  ■ 


ergiebt : 


2(^-1) 


was  zu  beweisen  war. 

. ' * 

Es  werde  bei  einer  Höbe  des  Pyramidalkörpers  von  100.00' 
die  Probe  gemacht; 

Nach  der  Formel  ist  der  Cubas  desselben  vom  Coordinaten- 
nullpunkt  abwärts 

/o  i'O  iw  * 

dy  J ydx  = — (y*  — 1)  = 343,80«' , 

Jü  r.  '* 

rj 

wenn  y =d  1.649',  was  aus  der  Gleichung  y = e**  resultirt,  und 
wird  mittelst  der  berechneten , auch  hier  giltigen  Stichmaaswe  für 
den  Säulenaulauf  der  in  je  nur  20.00'  Höhe  gezogenen  Ordinaten 
derselbe  Cubus  entziffert. 

Für  deu  Fall,  dass  für  die  Längeneinheit  nicht  Ein  Fuss, 
sondern  eine  beliebige  kleinere  Länge  angenommen  wird,  ändert 
sich  die  Curve  sowohl  für  den  Pfeiler,  als  die  beiden  anderen 
Körper  abwärts  von  der  Ordinate  14)0'  nicht  ab,  wohl  aber  auf- 
wärts von  derselben,  indem  dieselbe  Fläche,  welche  vorher  durch 

ein  Rechteck  von  1.00'  breite  und  ^ = 100'  Höhe  ausgedrückt 

wurde,  nunmehr,  wenn  etwa  beim  Pfeileranlauf  für  die  Längen- 
einheit Ein  halber  Fuss  genommen  werden  will,  durch  ein  ande- 
res Rechteck  von  100.00'  Höhe  und  0.5'  breite,  also  mit  50.00«' 
Fläche  und  einen  504M)«'  grossen  Flächenabschnitt  zwischen  den 
Ordinaten  0.5'  und  1.00'  und  den  Abscissen  0.0'  und  69.31'  aus- 

ged rückt  wird,  welcher  letztere  Werth  aus  der  Formel  Log.  nat.  y 

durch  Einsetzung  von  y — zwei  halben  Fussen  = zweis Längen- 
einheiten resultirt. 


Digitized  by  Google 


440  Watmund : Coef/lcienlen  und  Independente  Fermein 

Durch  dieses  Ergebniss  ist  auch  erwiesen,  dass  y Die  Null 
werden  kann,  weil  doch  immer  eine  positive  Grösse  als  Längen- 
einheit genommen  werden  muss,  daher  auch  der  Werth  von 
x=  — oc  für  y — 0 durchaus  begründet  erscheint. 


i V.i- 


,'A  - **A 


XXXI. 


i [ mtr-w'-j 


r «)S 


Coefficienten  und  independente  Formeln  zur  .Berech- 
nung der  combinatorischen  Producte. 


...  . * VoD 

Herrn  Carl  fVasmund. 

, c ’jt  aaola  ozi  - 

in  Blaek-Enrth.  Wisconsin.  Dane-Countj,  (North  America.) 



Bezeichnet  man  die  Summe  der  combinatorischen  Producte 
der  rten  Klasse  aus  den  Elementen  1,  2,  3....m  für  die  Combi- 
nationen  mit  Wiederholungen  durch  K™  und  für  die  Combinationen 

ohne  Wiederholungen  durch  <>,  so  lassen  sich,  wie  ich  in  einem 
früheren  kleinen  Aufsatze*)  gezeigt  habe,  aus  den  bekannten 
Relationen : ' ; 4 ' 


*)  Archiv,  Thl.  XXI.  Nr.  XVIII.  S.  228.  Oer  Herr  Verfasser 
verweist  in  diesem  Aufsatze  auf  S.  232.  auch  auf  die  Abhandlungen  des 
Herrn  Schläfli  in  Thl.  X.  S.  386.,  Thl.  XII.  S.  53.  In  einem  an  mich 
gerichteten  Briefe  aus  Blnek-Earth  vom  20.  November  1859  bedauert 
er  sehr,  dass  er  die  Schläfli'schen  Abhandlungen  jetzt  nicht  noch 
eiamal  habe  einsehen  können,  weiches  hier  zn  bemerken  ich  mich  als 
Herausgeber  für  verpflichtet  halte.  Eben  so  sehr  halte  ich  mich  an 
bemerken  verpflichtet,  dass  Herr  Wasraund  mir  schreibt:  „Alles 

was  ioh  von  mathematischen  Büchern  zur  Hand  Ahahe, ist 
die  von  Ihnen  herausgegebene  (ebene,  sphärische  und  aphs- 
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H‘>  sK^s=mK^_x  -f  K”~l  und  (>  = + {>-* 

• 1 Hl!',  3K<t<h(J  *■*»- 

durch  Summirung  arithmetischer  Reihen  leicht  folgende  Ausdrücke 
ableiten : 

A'™=(m  + l)l, 

A-=(,n+2)I+3(m+2)4> 

Ar™=(m+3)4+10(m+3)s  + 15(m  + 3)4, 


K”  = B'(m  + r)r+i  + (m  + r)r+»  + ....  + ßj  (m  J-  r)ir 

und 

C*=(a  + ])h. 

” ’.r  v '*/ 

C,-=2(m  + l)»  + 3(m  + 1)4, 

' V'^"=6'{n.^  1)4  + 2Ö(m  + I),  ± 15  (m  + 1)., 

.öiatibnt'i  c-n  ..v  " ;.w 


CT~A\  («*  + l)r+i  + A'2(m  + l)r+*  + ....  + ^(m  + l)v. 

Diese  bloss  von  r abhängenden,  mit  B und  A bezeichueten 
Coefficienten  lassen  sich  berechnen  nach  den  Formeln:  ' 

B'  = fO, 

Ir 


i.)  SH  * 

B ' = «»-(/+  3),  AT»  + (r  + 3),  K\, 

itai  yii.  ' 

Br  = _ (r  + 0,  «■->  + (r + i). 


• i*  \ ' .i 

' ••  • ■'  : )1  i loa 


• ■ US#  -.nte 

•+(—l)<-*(r + »)/_,  AT‘, 


roidisehe)  Trigonometrie  nnd  der  2.  Theit  von  F.  Woiff» 
theoretisch  - prak  tischer  Zahlenlehre.  Diese  beiden  Bacher 
sind  mir  deshalb  so  viel  werth,  weil  sie  in  einem  Deinen  Raume  so  viel 
enthalten.  Mein  Hauptschatz  ist  aber  eine  Sammlung  von  Bemerkun- 
gen und  Formeln,  die  ich  mir  gelegentlich  bei'ni  Lesen  mathematischer 
Schriften  aufgezeichnet  habe.“  Unter  allen  Bedingungen  habe  ich  den 
aus  so  weiter  Ferne  mir  zugesnndten  Aufsatz  einet  von  mir  in  allen 
Beziehungen  sehr  hochgeschätzten  Mannet  und  Freundes,  dem  ich  die 
herzlichsten  Glückwünsche  über  den  Ocean  hinüber  zusende,  mit  beson- 
derer Freude  hier  Abdrucken  lassen.  G.  > , 
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und 

Arz—  C^+i  — (r  + 2),  C’r , 

Ar3=  C;+2—  (r  + 3),  c;+'  + (r  + 3)»  C' , 


Ar.  = f>+->  - (r+i)!  C;+-®+  (r+f)iC;+'-»-....+(-  l)‘-,(r+i),_iC/; 

oder  noch  bequemer  nach  den  Relationen : 

JJr+i  = i&  + (r  + *)  Bj_,  und  zR+ 1 = (r  + i)  J + ■ 

nach  welchen  die  beigefügten  beiden  Tafeln  I.  und  II.  für  die 
ersten  10  Combinationsklassen  berechnet  sind. 

Nachdem  ich  diese  beiden  Tafeln  berechnet  hatte,  habe  ich 
noch  gefunden,  dass  sich  beide  Combinationsarten  nach  irgend 
einer  derselben  berechnen  lassen.  Setzt  man  nämlieh  in  der 
Relation  für  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  r m, 

so  komrut: 

r r 

r-1  i : , ; 

aus  der  Relation  für  die  Combinationen  ohne  Wiederholungen  folgt:  . 

? } ; --*■  /\  . • 

Cm — Cm— 1 

r r . . , 

«*  = — /vä — * 

S-i 


die  Vergleichung  dieser  beiden  Werthe  fifr  m leitete  mich  auf 
folgenden  Satz: 

Eis  ist 

tf-on+i ) = Cm  oder  ff”>=r-(m+1>. 

r r r r 

Ich  will  bloss  »eigen,  dass  * 

*-(«+»  = C”, 


d.  h. 

<-m  + 2)4  + 10(-m  f 2)6  + !S(-m  + 2), 

oder 

(m+I)4—  lü(m+2)s  + I5(»n  + 3)„  = 6(m+l)4  + 20(m+l)i  + I5(rrr  + 1)« 
sei.  Nun  ist 


Digitized  by  Google 


%ur  Berechnung  der  cmubimtloriachen  Product*.  443 

(in  tf-wV*«  =F«o;fl,  4-4»iWr-}a  tM-i^+e  f efc.  (Archiv-  I.jc.432), 
also,  wenn  man  w-f I für  nt,  4 für  r,  1 und  2 für  r setzt: 

(f?  f 1 )*  = ("»  + 1)*, 

“ 10(m  + % = - 10  (m  + 1)4  - 10(m+1.)5, 

4-  tl5.(/n  + 3)„  •=  + 1 5 (m  + 1 )t  + 30  (m  + 1 )s  + 15(m  + >]  )„ ; 

woraus  sich,  wenn  man  addirt,  die  Richtigkeit  der  obigen  Be- 
hauptung ergiebt. 

Mao  ersieht  hieraus  schon , dass  sich  der  allgemeine  Beweis 
auf  dieselbe  Weise  führen  lässt.  Thut  man  dies,  so  ergeben  sich 
dabei  unter  arideren  dip  folgenden  Relationen  zwischen  den  mi 
B und  A bezeichneten  Coefiicienten  : 

Ari=i  («■-  ÖM  Br  T (Oi-1  ßr+1 + (*+ J )«- — i ....  + (r-I)MÄp 

wo  die  oberen  Zeichen  zu  nehmen  sind,  wenn  r-J-i  gerpdp,  die 
unteren,  wenn  r + f ungerade  ist. 

l^±A'T^±4^...+Ar, 

l.‘2.Z....k=±Bri?Br2±Bl?....  + ßr, 

B'1  + B'i+B'i+....+B'^±A'lT  2 4j±  =F*Mj  ± . . . . + Sr-Mp 

Ar  + A\  + Ar  +....+  Ar  = ±B^  ? 2B^±  2*ß£+2»ßj±....+2'->ß;; 

WO  4«e  oberem  Zeichen  gelten,  wenn  r+  I gerade,  die  untenan, 
wenn  r 4- 1 ungerade  ist. 

Nach  Obigem  hat  man  also: 

A?  = Br  (m  4-  r)r+i  4-  ßr(m  + r)r+t  + ß'(ro  4-  r),+,  + ....  + S;(r»4-*-)sr 
= d[(-m)r+l4-  Bl)r|»4dJ(-  m)r+t4-....  4-  Ar( — m)ir 

und 

C"  = B\ (-m- 1 4-r)r+x  + ßrt(~m-  l+r),+z 4-  ÄJ (-m— l4-r)r+s  4- .. . . 

4-  ßr(-rrOtrrl  -f  r}ir 

= Aj  (m 4* f 4j(»»4-l)r+2  4-  /<J(m4-l)r+$4'  ....4-  4rr(m+t)zr. 
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Die  independenten  Formeln  habe  icb  auf  folgende  Art 
erhalten«  , »roi* 

Bezeichnet  man  die  ersten  Glieder  der  Isten,  2ten,  3ten,  etc. 
Differenzreihe  für  die  Reihe  0»,  1»,  2s,  3s,..;.  mit  zfOs,  4*0», 
JHkl,  etc.,  so  ist  bekanntlich  i,... 

J*0» = jcaxv  — jr,  (a;  — l)s  + (x — 2)»  — xa  (*  — 8)»- + • • • • 


Es  ist 

j*Qy  = x(J*Qy~l  + zfI_1  0s~l). 

Setzt  man  fiir  die  beiden  Differenzen  innerhalb  der  Klammern  Hie 
entsprechenden  Reihen,  so  kommt: 


ll 


x0xs-'  — x,  (x- 1)»-*  + xt(x— 2)s-‘ -xt(x-  3)»-»  + .... 


+ (z-l)a(z-l)H-(i-l)i(z-2)H+(*-l),(z-3)»- 
=3rja:0a:s-1-(x-l)1(a:-l)s-l+(a;-l),(x-2)s-»-(a:-l)8(x-3)s->+-.| 


— x0x»~ (*-!)»  + **(*-2)*  - *,(*— 3)s  f ....  etc.. 


wie  behauptet  wurde. 
Es  ist 


• ' t- 


JmO  "fr 

“r  _ 1.2.3...  . m •rW-A  V»? 


Aus  der  so  eben  bewiesenen  Gleichung  folgt,  wenn  man  m für 
x,  m+r  fiir  y setzt  und  dann  durch  1 .2.3,....  m dividirt: 

^fmQm+r  ^ JmQm+r-1  ^ _ Jm-l  Qm-\+r 

1.2.3  ....  m = m\  1-2. 3 ....  m)  1.2.3....(m — 1)  ’ 


Der  obige  Ausdruck  genügt  also  der  Relation  für  die  Combina- 
tionen  mit  Wiederholungen  und  stimmt  überdies  für  m = 1 und  2 
damit  überein,  womit  also  der  Satz  erwiesen  ist.  Icb  .habe  eine 
Tafel  III.  der  Differenzen  für  y=\,  2,  3 bis  10  berechnet  und 

beigefügt. 

Man  hat  also  jetzt  die  independente  Formel: 


K"‘  = 

r 


JmQmir 

1.2.3. ..7 m 


mn — m, (m— l)"*fr  + m»(m— 2)"»+r_m>(?>i+3)'”I-r+„..  etc. 

= — 1.2.3....m 

Der  Analogie  nach  müsste  nun  C”  = sein  dem  vorigen  Aus- 
drucke, wenn  man  darin  — (m+1)  für  m setzt.  Zu  ermitteln,  ob 
dies  richtig  ist,  würde  noch  eine  weitere  Untersuchung  erfordern. 
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Man  bedarf  aber  dessen  nicht,  da  die  Coefficienten  B durch  die 
K gegeben  sind,  und  die  Coefficienten  A sich  durch  die  B aus- 
drücken  lassen.  Ich  bnbe  anf  diesem  Wege  auch  eine  indepen- 
dente Formel  für  C”  abgeleitet.  Die  Sache  hat  weiter  keine 
Schwierigkeit  und  will  ich  desshalh  blos  noch  die  Resultate  an- 
fieben.  Es  war ; 


B'=K-(r+i\  K<~'  +(r+ t)tK<r*-(r+i)tK<-* 

Hieraus  findet  man : 

A'.=(-iy-'i  [0o (2r  f l)r-i  (r  + 0<-i ] 

+ [lo(2r+l)r-r(r+0(-i— l,(2r+2),_r(r+i+l)<_i]  Äjl 
f [20(2r+l)r-r(r+i),--i  -2l(2r+2),-i(r+»+]),_i  | 

; X)V  + 2,  (2r  + 3)r_ < (r  + « + 2),_,]  ff 3 s ■ 

. /Ja  ...  ’:,G  ;*;,f  

+ [(r-.  I )u(2r+l)r~r(rt  f)(_i-(r-l),  (2r+2)r-<(r+i+l)'-1| 

\ +•— +(—l)r— l(e— l)r— i(2r-fr)r-r(2r4-«~ l)(_i]fifr 

Den  independenten  Ausdruck  für  <7™  erhält  man  jedoch  am  leich- 
testen, wenn  man  ff"  durch  die  Coefficienten  B ausdrückt,  dann 
nach  K ordnet  und  endlich  die  in  ff',  K'~l  etc.  muitiplicirten  Glieder 
summirt  *)>  So  erhält  man: 


*)  Diesr.  SuminiriiRgen  lassen  sieb  leicht  bewerkstelligen  nach  den 
folgenden  Formeln:  , 

rr{o+r)a+(r  f l)r(o+r|l),+(r  +2)r(«+r+2)« +....+  (r\p)r{a\r\p). 
= (a  + r)r  (a  + r + p + I)«+r+i 

und 

rr(a  + + (r  + l)r(«  + l)oj»-i  -|- 0*+*2)r(a-f-r-|-2)a+a— 1 

„..  + (r+p)r(a+r+/j)o4.a_i  = (2— l)0(a+r+i— l)r(fl+r-fp+i)a+r+, 

— (*—  1 j,  (a + r + * — 2)r  (a  + r + p + z— ] )a+r+«-i 

-F(s — l)*(a-f  r+i-3)r(a+r+p+i— 2)«+.r+«-* 

Fi*  * . ..  - 

— (*—!)»  (o+r  + *— 4)e(o+r+p+x— 3)«+r+._*  + ....  etc-, 

die  ich  mir  xu  diesem  Zweclte  abgeleitet  habe. 
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wo  die  oberen  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  wenn  r ungerade,  die 
unteren,  wenn  r gerade  ist. 

, Schliesslich  will  ich  nur  noch  etwas  aiiführen,  was  ich  bei 
Gelegenheit  bemerkt  habe.  Bezeichnet  man  die  Unionen,  Binio- 
nen,  Temionen  etc.  für  die  Combinationen  ohne  Wiederholungen  mit 
A,  B,  C,  D,  E,  etc.,  für  die  Combinationen  mitWiederholußgen  mit 
«,  b,  c,  d,  e,  etc.,  nnd  die  Summe  derlsten,  2ten,  3terr,  4ten....  Poten- 
zen der  Elemente  mit  S, , Sj,  Sit  S4,  etc.,  wobei  die  Elemente 
ganz  beliebige  sein  können,  so  hat  man  tlir  die  Combinationen 
ohne  Wiederholungen  die  bekannten  Relationen  : 


A = S, 


oder  A—S,, 


'iB=AS,-St 

V-s, 
B- — . 

3C=BS,  - AS*  + Ss 

^ S,»-3S,S1  + 2S» 

ß 

XD-  CS,  -BS^ + ASt-  S« 

S,  «-6S,  *S,+8S,  Srf 3S,*-6S* 
D~  24 

etc. 

etc. 

Für  die  Combinationerr  mit  Wiederholungen  bestehen  ganz  ähn- 
liche Relationen,  nämlich: 

a = *S|  oder 

26  ~ ö/Sj  -f-  tSj 

a — S,, 

b V + S*. 
2 

3c  — bSi  -f  fliSj  -f-  S3 

S\ 8 +•  3*S|  Sq  *4*  • 

c—  6 ’ 

Ad = CiSj + 6 Ä^+rr  S$ -f- $4 

, Sl*+6S1*.St+8S<Ss+3S*H6S4 

d—  24 

die  sich  von  den  vorigen  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  sämmt- 
llche  Vorzeichen  positiv  sind;  aus  beiden  ergeben  sich  noch  Rela- 
tionen zwischen  den  Combinationen  mit  und  ohne  Wiederholungen, 
nämlich  : 

A — a = 0, 
li  — An  + 6 = 0, 

C—  Bn  -f  Ab  — c=0, 
ü — Ca  + Bb  — Ac  -f-  d = 0, 
etc. 


/ 
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wo  die  oberen  Vorzeichen  gelten,  wenn  r ungerade,  die  unteren, 
wenn  r gerade  ist,  und  wo 


j-'O»  = 
ist. 


*,(*— 1)>  + x2(x—'2)v  — x,(x—  3)»  -f  .t4  (>  — 4)v 
— xi(x  — 5)S  + ....  etc. 


Theil  xxxrv. ' 


30 
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Mage  Her:  Kubatur  des  Fusspunktenkürpers 


- t 


XXXIV. 


Kubatur  des  Fusspunktenkürpers  eines  Ellipsoides  *). 


/,./ 


./ 

r 


Von  ' 

* ' . i 

Herrn  Dr.  Albert  Mayener, 

Lehrer  der  .Mathematik  und  Physik  an  der  ReaUchiile  zu  Posen. 


Wenn  man  von  einem  beliebigen  festen  Punkte,  dem  Pole, 
auf  sämmtlicbe  Tangentialebenen  einer  gegebenen  Fläche,  der 
Basis,  Senkrechte  fällt,  so  bilden  die  Fusspunkte  derselben 
wiederum  eine  Fläche,  die  Fussp un k tenfläche  zu  der  gege- 
benen Basis.  Wir  wollen  den  von  einer  solchen  Flächp  begränz- 
ten  Körper  den  Fuss pun kten körper  der  Basis  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Pol  nennen,  und  im  Folgenden  erstens  das 
Volumen  desjenigen  Fusspunktenkürpers  bestimmen,  dessen 
Basis  die  Oberfläche  eines  dreiaxigen  Ellipsoides  ist,  und 
zweitens  den  geometrischen  Ort  gleicher  Fusspunkten- 
k Sr  per  eines  Ellipsoides  aufsuchen. 


1. 


Es  liege  der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  im  Mittelpunkte  eines  Ellipsoides  mit  den  Halbaxen 
o,ö,  c,  wo  «>{yc  sei,  so  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides: 


also  die  Gleichung  seiner  Tangentialebene: 

*i  (*— g|)  , yi(y-yi)  , n 

«*  + 6*  + c*  _U 


*)  Dieser  Aufsatz  enthält  eine  zum  Theil  neue  Kntwickelung  und 
Fortsetzung  des  im  Programm  der  Realschule  zu  Posen  Ostern  1868 
behandelten  Themas. 
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mithin  in  Folge  der  Gleichung  (1): 


(2) 


xxx 


+ 6*  + c* 


Ferner  sind  die  Gleichungen  eines  von  einem  beliebigen  Punkte 
P(a,ß,y)  auf  die  Tangentialebene  gefällten  Perpendikels: 


(3) 


a2(x  — a)  _ b2(y — ß)  _ c*(x  — y) 
xi  ~ yt  -i 


Um  nun  eine  Beziehung  der  Fusspunkte  aller  dieser  Perpendi- 
kel und  somit  die  Gleichung  der  Fusspunktenfläche  zu  erhalten, 
eliminire  man  aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoides,  der  Tangen- 
tialebene und  des  Perpendikels  die  Grössen  xt , ylt  x, , indem 
man  die  Gleichung  (2)  erst  mit  a(x  — «),  dann  mit  b(y — ß),  end- 
lich mit  c(z  — y)  multiplizirt.  Man  erhält  dann  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (3)  folgende  Gleichungen  : 


| ^ | x (x—a)  + y(y—ß)  + x (x-y) ) = a(x—a) , 

(4)  ' ^ lx(x—a)+y(y—ß)  + z(z~y)l  = b(y—ß), 

( \x(x— a)+y(y— ß)  + x(x— y)|=c(x  — y);  * 

erhebt  man  diese  ins  Quadrat  und  addirt,  so  erhält  man : 

(5)  ' + !(*(*— «)+y(#-Ä+*(*-y)i* 

= a1  (x  — ß)2  + b2  ( y — ß)2  + c*(x  — y)a; 

folglich  als  Gleichung  der  gesuchten  Fusspunkteoflächfe  die 
Gleichung  vierten  Grades:  . r 

(6)  *5  nf  ’S  ‘ .*  . . . 

I x (x — a)  + y (y  - ß)  + x (i—y)  I*  = o*  (x—a)2  -f  b*  (y—ß)2  + c2  (x—y)*. 

Führt  man  vermittelst  der  Gleichungen 

n(x — a)=rcosft,  b(y  — ß)=zr8in&cosi/j,  c(x — y)  = rsint>siuip 

Polarcoordinaten  *)  ein,  so  erhält  man  folgende  Polargleichung  der 
Fusspunktenfläche : 

*\  Im  eigentlichen  Sinne  sind  natürlich  hier  yj,  r keine 
Folurcoorriinaten , was  man  auch  noch  bei  einigen  im  Nachfolgenden 
gebrauchten  Ausdrücken  zu  beachten  haben  dürfte.  G. 

* 30* 
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cos2#  sin^cos2^  sin2#sin*r|> 


, . „r  cos-5# 

*={r2L  -aX-  + 


62 


1 


oder  : 


[u  cos#  /3sin#eosi/>  ysin#  8inif>~l  , 

___  + - + - J] 


(7) 


a262c2 — aab3 c2  cos  # — /Jn26c2  sin  # cos  tf>  — ya262c  si n # s in  ip 

r 6*c*cos2#  f a2c2 sin2# cos *i/r  + u2A2sin2#sin  2<Jj 


2. 


Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  des  Volumens  des  von  die- 
ser Fläche  eingeschlossenen  Fusspunktenkürpers  über  und  be- 
zeichnen das  zum  Pole  P(a,  ß,  y)  gehörige  Volumen  desselben 
mit  F(u,ß,y).  Bekanntlich  verwandelt  sich  das  dreifache  Inte- 
gral fffdxdydz  durch  Einführung  der  Pularcoordinaten 


2:  = /Ir  cos#,  y — Br  sin#cosip,  i=  fVsin#sintp 

in  das  Integral  AB  C/ffr3  sin  9d&dipdr;  mithin  erhalten  wir  das 
Volumen  des  Fusspunktenkiirpers : 


oder 

(8) 


l P 71  P‘l77  P ' 

F(a,  ß,  y)  = ff.  f r*  »in  Ödthlipdr 
o o 'o 

P(«.  ß>y)~Säbc  S f r3  sin  &d&dif> , 

o o 


wenn  man  die  Integration  nach  r ausführt. 

Enfwickelt  man  den  Werth  von  r3,  so  wird  F(a,  ß,  y)  gleich 
einer  Summe  von  zwanzig  Integralen,  die  nach  # zwischen  den 
Gränzen  0 und  n und  nach  ip  zwischen  0 und  2?r  zu  nehmen  sind 
und  alle  einen  gemeinsamen  Nenner  haben.  Alle  diese  Integrale 
verschwinden  aber  bis  auf  vier.  Es  ist  nämlich  das  Integral 


sin  2m+lr|>  cos  nipdi\>  = ü ; 


denn  die  Elemente  des  ersten  Qua- 


dranten werden  von  denen  des  vierten  und  die  des  zweiten  Qua- 
dranten von  denen  des  dritten  aufgehoben,  weil  in  ihnen  der 
Faktor  sin2m+,ik  stets  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  der  Fak- 
tor cos"i|i  aber  dem  Vorzeichen  und  der  Grösse  nach  stets  gleich 


ist. 


Ebenso  ist  auch 


cos2,n+lii>sinBiprftp  — 0,  weil  die  Eie- 


o 
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mente  des  ersten  und  vierten  Quadranten  von  den  entsprechen- 
«len  Elementen  des  zweiten  uud  dritten  aufgehoben  werden;  end- 
lich ist  auch  cos a,nl1ösin,,{Wi>:=:0,  weil  die  Elemente  des 

o 

ersten  und  zweiten  Quadranten  des  Faktors  cos2mt  |i>  wegen  gleiche, 
aber  entgegengesetzte  Werthe  haken. 

Nun  haben  alle  jene  Doppelintegrale,  mit  Ausnahme  von  vie- 
ren, in  ihrem  Zähler  einen  verschwindenden  Faktor  von  einer  der 
erwähnten  drei  Formen,  die  Werthe  des  Nenners  sind  aber  in 
den  einander  entsprechenden  Elementen  der  verschiedenen  Qua- 
dranten dem  Vorzeichen  und  der  Grösse  nach  gleich,  weil  sie  aus 
einer  Summe  von  Quadraten  bestehen ; mithin  verschwinden  alle 
jene  Integrale,  wenn  man  in  passender  Weise  entweder  erst  nach 
«p  und  dann  nach  9,  oder  erst  nach  9 und  dann  nach  ip  zwischen 
den  angegebenen  Gränzen  integrirt. 


Man  erhält  somit: 

V(a,ß,  y)  = 

1 P 71  P I ^ a8^#c<i  1 3aa«46ac<,cos2#  + 3j3afle64e68ina#cosatpi 

Säbcj  J ' + 3y*a®68e*sin*fr  sin*ip  i sin  9d9thp ' 

" ° |6*cacos*d-|-«acasin*{>cosaip  f Ha6asin*0sinatp|3  ’ 


oder,  wenn  wir  die  vier  Integrale,  aus  welchen  V(ct,  ß,  y)  be- 
steht, mit  V0,  Va,  Vß,  Vy  bezeichnen  und 

(•os29  sin*Ocos*ip  sina&sinaip 


I 


6* 


setzen : 


(9) 


= 1? 


sin  9 f/9fiip 


y i r ™ 

r°—ZabcJ  J ß * 

A O 

n 7i 

tj  8oa  p*  /*a  coh*9  sin  9<l9ihl> 
n*Äc  J J ß* 


F(«,0,y)  = 


Wß 


_ 80* 

’ a6*c 


o o 

Tt  71 

fr 


n39cos%il>d9itrp 
“ß* 


*n.ff-' 


sin  3t>sinaipdtWip 
ß* 


Digitized  by  Google 


454 


.Hagener:  Kubatur  des  Fusspunktenkörpert 


Die  vier  Integrale  F0,  Fa,  Vß,  Vy  lassen  sich  vermittelst 
einer  einzigen  Integration  darstellen.  Differentiirt man  näm- 
lich jp j partiell  nach  a,  b,  c,  so  erhält  man: 


COS2# 

~R 


b3 

sin2#cos*tp  = -j  • 


(i) 


sin2#sin2tp  = j*/ — 
Berücksichtigt  man  dies,  so  erhält  man: 


*®  p*b(b*) . 


(10) 


'-S/Y 

o o 

,,  f*  FB(&)  . 
Fß~  acj  J ~~W~ 8,1 
0 0 

f v -2y’  F Fd‘(m) 

[ Vy~lTbJ  J ~Tc— 


^ — sin  &d&dty, 

i \ 


sia&d&diß, 


y 


sin  #d#dtf>. 


■ Führt  man  die  auf  a,  b,  c bezüglichen  partiellen  Differentiationen 
erst  nach  vollzogener  Integration  aus,  so  kommt  es  nur  darauf 
an,  den  Werth  des  Integrals 


7t  71 


c=ff  ~ 


sin#d#tty> 


Ä* 


zu  ermitteln.  Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  der  Werth  für  F0,  da 
, cos1#  + sin^cos1^  -Fsina#sina^  = 1 

ist,  durch  blosse  Addition: 


(«1) 

und  somit  wird : 


„ 2 , ,ac  ac  ,ac. 

F°- 3«6c|a  da  +b  8 b+c  0c1’ 


(12) 


F('A^=sa^+^+^K,+»‘A!5+^+^ 
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Ans  diesem  Werthe  für  V(a,ß,y)  und  der  Formel  (9)  lassen 
sich  die  meisten  der  später  (in  No.  4. , 5.  und  fl.)  aufgestellten 
Sätze  hcrleiten. 


t v 


Bevor  wir  jedoch  zu  diesen  Sätzen  übergehen,  wollen  wir  den 
Werth  von  V(a,ß,y)  entwickeln.  Das  Integral 


=rr- 


sin  #rf#rftp 


ß* 


ist  dasselbe,  auf  welches  C.  G.  J.  Jacobi  *)  die  Oberfläche  eines 
Ellipsoides  mit  den  Halbaxen  ^ zurückgeführt  hat. 

Zur  Transformation  desselben  setze  man  nach  Jacobi: 

Vjcos*#  sin®#)  _cosd 
* a®  c®  i ~ c 

Vt  cos*#  sin®#)  Vll  — &*sin*d!  d(S) 

+ l ~-T* 


wo  A®= -= — ist,  dann  wird: 
o*  — c* 


cos#: 

mithin : 

sin  &dddil> 
ß*  _ 


«sind 


Vo® — c* 


sin#r/#  = — 


acos  idi 


ab*c*  coa  ödSdip 


V a*  — c®  | b*  cos*dsin®ip  J c®.J®(d)  cos*jpj® 


C TL 

Da  nun  für  #=0  cosd=-  und  für  # — 5 cosd=l  und  d = 0 
(i  z 

c 

wird,  so  ist  in  Bezug  auf  d zwischen  arccos  - und  0 zu  iutegri- 
ren,  und  man  erhält: 


ab*c*  r*  r* 


costdädip 

6®co8*dsin*tp  f c2z/*(d) cos 1* 


*)  Jacobi,  De  transforinalione  et  <1  eter in i 11  a t i <1  n e integra- 
lium  dupliciuiu.  Crcllc'n  Journal  Bd.  X.  »v  ,//^. 
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Führt  man  die  Integration  nach  1 p zwischen  0 und  -y  aus,  so  er 
hält  man,  da 


r 


dtp 


jm2cos*i/>  + 7i*  sin  2 t|i|2 


j_L.  JLi 

4 * »in3  T um®  l 


ist. 


nabe  . P * dd  . /*  * dS 

, C==4Va*=^‘ J *V)  + CJ  cos  *Md)» 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auf  elliptische  Integrale  reduciren  und 
erhält  dann  folgenden  Werth: 


C=  |sin25£(A,  d)  + cos  28F(k,  <5)14  j6*c2 

oder 

(13)  C = i)+W,ä)l+j  62c#, 

4 V fl2-c2  * * 

oder  auch : 


s-  ;) 

8 


wenn  S ^ die  Oberfläche  eines  Ellipsoides  mit  den  Halb' 

axeo  -•  i>  - bedeutet. 
a b c 


Differentiirt  man  nun  C partiell  nach  a,  b und  c und  berück- 
sichtigt, dass  die  elliptischen  Integrale  F(k,  S)  und  E(k,ö),  die 
wir  der  Kürze  wegen  mit  F und  E bezeichnen  wollen,  als  Funk- 
tionen von  k und  8,  die  Grössen  a,  b,  c implicite  enthalten,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  + 1 setzen: 


0£_i 

8k~  k[E  FU 

— \E— A'*F( 

a k—kk'^^  k 1 


k sin  <5  cos  d 


8k a(62— c2) 

8a  ~ (a2— 6*)l(a2-c2)4’ 

8k  b 

Wb  - ~ (a2 — 62)«  (a2— C2ji  ’ 

8k  _ (a?  — b2}^  c 
fc  ~ (n* — C*)t  ’ 
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mithin : 

' t 1 • ) . .. 

dE8k g(Aa— ca) 

Sä  0a~  (a4  — 64)(a4— c4)  ^ 

8F8k  _ aE  a(64— ca)F  _ c 

94-  da  n*  — 6*  (aa  — 64)  (aa — ca)  6 («*  — c*)l 


0£04_  ItE  bF 
8/e  8b oa-64+aa-64’ 


0F06 
04  36 : 


(oa  — ca)  A£ 


6F  (<ia— c*)ic 


0£06 

8 k 8c  a*  — c 


(a*_6S)  (6*_c*)  1 aa — 6a  r (6*  : c*)o’ 
c£  cF 


aa-c4 


* 


0F  04  cE 


cF 


(aa — 64)c4 


06  0c  6a — c4  n4 
Ferner  ist: 


0£  03_  03_ 

03  0o  da  a4(a4 — c4)«  ’ 
0F  03  03  c 


- c4  «A  (64  — c4)  (na—  c4)« 


bc 


di  da  <4da  6(aa — ca)l  ’ 


0£  03 


0F03 


03 


03  06~0,  03  06 ~°’  da  06 
0£03  6 

03  0C  = 

0F03_ 

03  0c" 


= 0 ist, 


a(aa — ca)l’ 
a 


6(a2  — c*)t 

Setzen  wir  diese  Werthe  ein,  so  erhalten  wir  die  partiellen  üif- 
ferentialquotienten  von  C nach  a’,  6,  c wie  folgt: 

(14) 

8C_nbc  \6c  r a o4  i ^ . fj.»  i f ( 

8a  ~ 4 ) a + f“  “c  +«*— [ oa-64J ’ 

0C  ;rac  )6cr,  . A4  t , r , „ (a4 — c4)  64 , £ 

06  ~ 4 I a L f A4-c4j+l"  c (o4-c4)(64-c4)J 

a464  , F 


+ TC  +o4-  6^  Va4"-c4l  ’ 

nab  )6crl  c*  , , r , » . 1 £ , 2c4F  j 

~ 4 |a[1_64— c*1  + [a  ~c  f 64— ^VlW+^äi^4’  ’ 
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, . . . . ..  _ dC  SC  SC  . , . 

Substituiren  wir  nun  die  für  g^  ’ gj  ’ g^.  gefundenen  Werthe  in 

Formel  (12),  so  ergiebt  sieb  das  Volumen  des  Fusspunktenkörpers  : 
(15)  V{a,  ß,  y) 

i i r, 

+ |l(o*  + 4'+c')o’  + o'-«’6>l^== 
I4  j 4.  rn* r.'i  1 q4  1 ^ »_rra — i 

J+  2 j u*  +L  fa2-6*V^=?+l  ^Va^' 

, | o6c  (a*-c*)b*  £ 

+ 2 I a*  ll  + 6*-c*J  + l“  c (a*— ft*)^»— 


. r „ . a«6«  , £ ) 

+ [C  +o*-6JV^^! 


4. 


Die  in  Formel  (9)  aufgestellten  Ausdrücke  für  Va,  Vß,  Vy 
bleiben  stets  positiv,  da  die  Elemente  der  in  ihnen  vorkommen- 
den Doppelintegrale  innerhalb  der  gegebenen  Gränzen  0 und 

für  alle  Werthe  von  9 und  cp  einen  positiven  Werth  behalten. 
Daraus  ergiebt  sich  erstens,  dass  der  Fusspunktenkürper  F(«,  ß,  y) 
ein  Minimum  wird,  wenn  Va,  P'ß,  Vy  verschwinden,  und  zwei- 
tens, dass  die  in  F0,  Vß,  Vy  enthaltenen  Faktoren  von  a2,  ß*,  y*, 
wie  sie  in  den  Formeln  (12)  und  (15)  Vorkommen,  ebenfalls  stets 
positiv  bleiben  müssen.  Bezeichnen  wir  diese  positiven  Fakto- 
ren mit  L*,  M*,  Pi*  und  mit  D*  eine  beliebige  positive  Constante, 
und  setzen : 


(16) 


a*L*  + ß*M*  + y*N*  = D* 
oder 

L*  JS*  , 

“ QU  + ß ßl  + y jyt  — 1, 


so  behält 


« 
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F(a,  ß,  y)  = V0  f a*L*  + ß*M*  + 

seinen  Werth,  so  lange  die  Gleichungen  (16)  erfiSilt  werden,  und 
wir  erhalten  folgende  Sätze : 


1.  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P{a,ß,y) 
auf  alle  Tangentialebenen  eines  dreiazigen  Ellipsoi- 
des  Senkrechte,  so  ist  das  Volumen  F(a,  ß,  y)  des  von 
der  erzeugten  Fläche  eingeschlossenen  Fusspunkten- 
körpers  gleich  der  Summe  von  vier  Körpern  V0  -f  Fct 
+ F^-fPy,  deren  Inhalt  nach  Formel  (15)  durch  ellip- 
tische Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  ausge- 
drückt werden  kann. 

2.  Liegt  der  Pol  P(a,ß,y)  im  Mittelpunkte  des  El- 
lipsoides,  so  ist  der  zugehörige  Fusspunktenkürper 
F„  ein  Minimum*). 


3.  Liegen  die  Pole  P(a,ß,y)  auf  der  Oberfläche 
eines  dreiazigen,  dem  gegebenen  Ellipsoide  concen- 
trischen  EUipsoides,  welches  durch  die  Gleichung 


L*  M%  N* 


ausgedrückt  wird,  so  sind  die  zugehörigen  Fusspunk- 
tenkörper  F(a,ß,y)  einander  gleich. 


Ist  ferner  die  Gleichung  eines  beliebigen  zweiten  Ortsei  - 
lipsoides 


iV* 


Ö,2T^  o ,*■ 


so  rerhält  sich 


*)  Den  in  Formel  (15)  für  Kc  entwickelten  Werth  hat  Tortolini 
in  Crelle'a  Journal  Bd.  31.  in  der  Abhandlung  : Nnove  applicationi 
riel  Calcolo  Integrale  relative  alla  Quadratara  deile  auper- 
ficie  eurve  e cubatura  de  solidi  gegeben.  Die  durch  die  Glei- 
chung (JC%  \y%  -f-  A’jt’-J-c’s*  ausgedrückte  Fläche  ist  be- 

kanntlich die  Fläche  der  optischen  Elusticität,  welche  Fresnel 
in  seinen  Untersuchungen  über  doppelte  Strahlenbrechung  der  Construo 
tinn  der  ebenen  Wellen  zu  Grunde  gelegt  hat.  Man  kann  dieselbe  auch, 
wie  Plücker  (Discussion  de  la  forme  gendrnle  des  ondes  (u- 
mineuses.  Crelle’a  Journal.  Kd.  19.)  nachgewiesen  hat,  aus  dem 
Ellipsoide,  dessen  Axen  die  recipruken  Werthe  der  gleichgerich- 
teten Axen  des  hier  zu  Grunde  gelegten  EUipsoides  sind  , entstehen  lassen. 
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Ü D'D  Di  Di  Di 

L M’  N~  L'  M:  N ’ 

folglich  sind  die  Hauptaxen  je  zweier  Ortsellipsoide  pro- 
portionirt  und  wir  erhalten  den  Satz: 

4.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleicher 
Fusspunktenkürper  sind  einander  ähnliche,  concen- 
triscbe  Ellipsoide. 

Dass  das  Ortsellipsoid  dem  gegebenen  Ellipsoide  im  Allge- 
meinen nicht  ähnlich  ist,  ergiebt  sich  leicht  aus  Formel  (15). 

.Setzt  man  cc=-±na,  ß = Jrnb,  y = + nc,  so  erhält  man  nach 
Formel  (12) : 

(17) 

F(no,  n6,  nc)=  F0 -f  3n2F0,  also  F(o,  6,  c)=4F0  u.  s.  w. 
Daraus  folgen  die  Sätze: 

5.  Liegen  die  Pole  der  Fusspunktenkürper  in  den 
vier  Geraden,  deren  Gleichungen  a=Jrna,  ß=  + nb, 
y—±nc  sind,  so  sind  die  Volumina  V(na,nb,  nc)  gleich 
dem  (3n2 4- 1) fachen  Volumen  des  Minimumkörpers  F0. 

Da  die  ganze  Schaar  der  Ortsellipsoide  alle  Punkte 
dieser  vier  Geraden  durchsch neidet,  so  ist  jeder  Fuss- 
pu nktenkörper  V(a,  ß,  y)  gleich  (3na+l)F0,  wo  n sich 
aus  der  Gleichung  (16)  des  O rtse llipsoid es  bestim- 
men lässt.  < 

Der  Werth  V(a,ß,y)  erscheint  unter  einfacherer  Form, 
wenn  man  a = ß = y setzt.  Da  nämlich  C eine  homogene  Funk- 
tion vierten  Grades  ist*),  so  ergiebt  sich  nach  dem  Satze:  „Wenn 


*)  l)a»  Integral  C 


fr 


a\n&d&dy> 


co ss#  t «in*#cns®y,  , sina#sinay* ) * 
ö®  + C»  I 


ist  io  Bezug  auf  a,b,  C symmetrisch,  denn  es  behält  seinen  Werth, 
wenn  man  darin  fl,  b.  c oder,  was  dasselbe  Resultat  giebt,  die  Grös- 
sen cos#,  sin#cosi/>,  sin#sin y mit  einander  vertauscht.  Setzt  man 
b c 

nämlich  nach  Jacobi  1.  c.  oder  für  te-vf  ein,  so  erhält  man, 

a n a 0 ° 

während  sowohl  die  Gränzcn  des  Integrals,  als  auch  sein  Werth  unver- 
ändert bleiben,  dieselben  Transformationen,  als  wenn  man  b oder  c mit 
a vertauscht. 
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man  die  partiellen  abgeleiteten  Funktionen  »teil  Grades  durch  die 
Veränderliche,  worauf  sie  sich  beziehen,  multiplizirt,  so  ist  die 
Summe  dieser  Producte  gleich  der  »fachen  Funktion“  die  Glei- 
chung : 

„8.  SC  sc  sc J,  |) 

(18)  aSa  + bSb  + cSc  ~ 4C  — 2 ’ 


»eiche  man  auch  direkt  aus  Formel  (14)  hätte  herleiten  können. 
Mithin  erhalten  wir  nach  Formel  (12): 


(19)  ' F(a,a,a)=  V0  + «*abcS(±  , J 

Die  vier  durch  die  Gleichungen  + a = + /S=  Jty  ausgedrückten 
Geraden  kann  man  als  die  vier  Diagonalen  des  Würfels  an- 
sehen,  welcher  mit  dem  gegebenen  Ellipsoide  denselben  Mit- 
telpunkt hat  und  dessen  Kanten  den  Hauptaxen  desselben  paral- 
lel sind.  Wir  wollen  sie  die  Diagonalen  des  dem  gegebenen 
Ellipsoide  concentrischen  Würfels  nennen.  Daun  ergiebt 
sich  aus  der  letzten  Formel  folgender  Satz : 

Liegt  der  Pol  P(a,a,a)  eines  Fuss  p unkten  kör  pers 
V{a,a,a)  in  einer  der  Diagonalen  des  concentrischen 
Würfels,  so  ist  derselbe  gleich  dem  Minimuinkörper 
V0  plus  dem  Körper,  welcher  entsteht,  wenn  man  die 
Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  reciproken  Axen 
mit  cfiabc  multiplizirt.  Die  Zuwachse  dieser  Fusspunk- 
tenkürper  stehen  im  Verhältuiss  von  a1,  oder  auch  i in 
Verhältniss  der  Quadrate  der  Entfernungen  des  Pols 
vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Ellipsoides. 

In  dem  besonderen  Falle  nun,  in  welchem  die  Halbaxen  des 
gegebenen  Ellipsoides  der  Gleichung  oc  = b2  genügen,  wird  nach 
Formel  (13) : 

(20) 

F(«,o, «)  = F„  -I-  - 4-{c‘H [(0*  - c*)  E(k,  S)  + c*F(Ä,  ä)  ] | 

oder  ' 

“)  = E0  + -g-  Ä (« , Sf  ac,  c)  *), 


*)  Hieraus  ergiebt  sieh  nach  Formel  (19)  zwischen  den  Oberflächen 

S{a,  V ac,  C)  und  sf-,  -p=z,  - J die  Relation: 
va  V ac  cy 

S(a,  \ de.  c)  = eV 

• t ac  t 
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da  die  Oberfläche  eines  dreiaxigen  EHipsoides  S(a,  b,  c ) nach 
Legendre  durch 


S(a,  b,  c)=23rjc®  + 


6* 


aa- 


;[(a2-c2)E(A1,d)  + c2F(*1,d)]| 


C ^2  - - - 

sich  ausdrücken  lässt,  wenn  d = arccos-  ist  und  kP—.,,  

n » 1 o2(a2 — c*) 

gesetzt  wird,  und  somit  für  «c=62  der  Modulus  Jt,*= A*  wird. 

Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Wenn  in  einem  dreiaxigen  Ellipsoide,  dessen  eine 
Axe  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden 
anderen  ist,  der  Pol  in  einer  der  Diagonalen  des  con- 
centrischen  Würfels  liegt,  so  ist  der  Fusspunkten- 
kürper  gleich  dem  Minimumkörper  P0  plus  dem  Körper, 
welcher  entsteht,  wenn  man  die  Oberfläche  des  gege- 

benen  EHipsoides  durch  -g  multiplizirt. 

o • 

Bestimmt  man  lur  einen  beliebigen  Pol"  P(a,  ß,  y)  vermittelst 
der  Gleichung  des  Ortsellipsoides 


Iß 


HP  N"1 

+ toz=1 


die  Länge  der  Halbaxen  des  Ortsellipsoides  at,  ßt,  yu 
also  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  dieses  EHipsoides  mit  den 
Coordinatenaxen,  und  i,  die  Länge  der  Diagonale  des  con- 
centrischen  Würfels  vom  Mittelpunkte  bis  zur  Ober- 
fläche des  Ortsellipsoides,  so  lässt  sich  das  Volumen  eines 
Fusspunktenfeörpers  auch  auf  folgende  Weise  ausdrücken: 

(21) 

F(«,  ß,  y)  = F0+  Vo+  Vßi  = *o+  VVi  = E0+-^s(i , J,  ?)■ 


Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  der  Bemerkung,  dass, 
während  der  geometrische  Ort  der  ebenen  Fusspunktenkurven 
gleichen  Inhalts  für  eine  geschlossene  und  überall  konvexe 
Curve  nach  Steiner  (Von  dem  Krümmungs-Schwerpunkte 
ebener  Curven.  Crelle’s  Journal.  Bd.  21.)  ein  um  ihren 
Krümmungsmittelpunkt  beschriebener  Kreis  ist,  das  Ortsellip- 
soid  für  ein  dreiaxigen  Ellipsoid  als  Basis  immer  ungleich- 
axig  sein  muss.  Da  nämlich  die  Funktion  C eine  homogene, 
symmetrische  Funktion  der  Halbaxen  a,  b,  c ist,  wo 
ist,  so  müsste,  wenn  zwei  Halbaxen  des  Ortsellipsoides,  etwa 
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die  beiden  grösseren,  gleich  sein  sollten,  in  Folge  der  Formel 

BC  de 

(12)  auch  a^  = b^  sein,  woraus  nach  Note  3.: 


dt, 


SC  ,o  C 8C 
a 8a  ” 8b  C 8c  ' 


also  die  Gleichheit  aller  drei  Halhaxen  des  Ortsellipsoides,  und 
somit  C=k.(abc) ■ folgen  würde.  Diese  Form  kann  aber  die 
Funktion  C nicht  annehmen,  da  sie  nur  durch  elliptische  Inte- 
grale, nicht  aber  als  algebraische  Funktion  von  a,  b,  c ausge- 
drückt werden  kann.  Das  Ortsellipsoid  wird  jedoch  ein  Rota- 
tionsellipsoid oder  eine  Kugel,  wenn  die  Basis  selbst  ein 
Rotationsellipsoid  oder  eine  Kugel  ist.  Es  lassen  sich  dann  die 
nur  für  eine  symmetrische  Funktion  von  verschiedenen  Varia- 
bein geltenden  Schlüsse  mit  Hülfe  von  C nicht  mehr  machen; 


es  wird  vielmehr  für  a = b auch  —b  gg  und  für 


a = b — c 


. 8C  ,8C  8C 

auch  aba  = bFö=cTc, 


und  es  erhält  für  die  Kugel  die  Funk- 


71 

tion  C wirklich  obige  algebraische  Form,  es  wird  nämlich  C=^(abc) i. 


5. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  speciellen  Fälle, 
in  welchen  die  Basis  eins  der  beiden  Rotationsellipsoide  oder  eine 
Kngel  ist. 

I U »••'..  • ’ 

Ist  erstens  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellip- 
soid mit  der  Umdrehungsaxe  2a,  so  geht  für  b=c  die  Gleichung 
der  Fusspunktenfläche  aus  Formel-  (6)  über  in: 

| x(x—a)  \y{y—ß)  + I(r— y)  I *=fla(:r— «)*  + 6*1  (y 
Dann  wird 


^*  = 1,  J=V\— A*sind*=cosa, 
ä * — c* 

J cos  <5  - 

0 

E(k,S)=J'  cos  ödö  = sind. 
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Bezeichnen  «vir  hier  das  zum  Pol  P(a,ß,y)  gehörige  Volumen 
mit  F°  , so  wird: 

<“> /*>>■) 

F°  = Fn  + F“  + F«. 

t.a,ß,y)  a ß y 

Die  Werthe  F“  und  F“  ergeben  sich  aus  Formel  (15)  für  A = c: 


r.=?i  „.(W(  * 

o 6*  2V«1— 6*  a— Va2— A* 


a 4(a2  — A2)  V a2— A*  u — Va*—  6® 


Daraus  folgt: 


(22) 


■■ . G)\ 


F°  = -f  + ^-S(«,«,A), 

n o a 


da  die  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  mit 
den  Halbaxen  a > A 


S(a,  a,  A)  = jr|2a2-P 


aA® 


J. 


a + V a*— 6* 


ist. 


V«2— 6®  «— V«*— 69 


Um  F“  zu  finden,  muss  man,  da  Formel  (14),  des  verschwin- 

ß 

denden  Nenners  A2  — c2  wegen,  nicht  angewandt  werden  kann, 
zum  Werthe  von  C in  Formel  (13)  zurückgehen.  Bezeichnen  wir 
nun  mit  Cb=c  den  Werth  von  den  es  für  b — c annimmt,  und 

mit  (El.  den  partiellen  Differentialquotienten  von  C nach  A, 

wenn  in  ihm  nach  vollzogener  Differentiation  6 = c gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich : 


aA4 


a -f  V o2  — A* 


Cb-c  =t! a2A2  + — 7==f.-  _ .. i, 

4 T 2 V a® — A®  «— Va2— A* 

folglich : 

3C»=c  n ab  , „ ,,  . 4a®A®  - 3A4  , a + V a2— A2 , 
-&T =4  ^C-Ai)l2“1-“Hr^l.;^l 

Da  nun  C in  Bezug  auf  A und  c symmetrisch  ist,  so  ist  nach 
Note  2. : 

3(i  = c ~ /SC\ 

SA  ~£\dbjb=c' 


folglich : 
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V=1 

ß 


P{tc\ 

ab  \itbjb=c 


oder 


p._f  ab 
? ~ 4 ‘ a*  - 6* 


...  .W-36*  « + V««-*V 

2"  - 3aÄ  + 8Va»-6» / ’ ’ 


mithin,  da  Fa=P°  ist: 

ß v 


(23) 


6 |2flS  + 3aA‘+  2^-T6*‘- a-^^6* 


a + Va*  — 64 , 

* ■ . / = TS  * 


F«  = ( 

<«,  /*,  •/) 


4(a2— 6») 

(0M-?*)3* 


|4a® — lab2  — 


b * 


a 4-  a-  — iß  - , 

Va2-I!  ‘ ’ a — Sf 


il. 


vr  , , , „ . „ „ 4a*b*-3b*,  a + V a2-(*2, 

+ 4(a«-6*)|2a  Zab  +2  Vä*^F»I,«-V<Ö2 


Formel  (22)  giebt  den  Satz: 

Der  Fusspntiktenkörper  F“,  dessen  Pol  im  Mittel- 

n 

punkte  eines  verlängerten  Rotations-GIlipsoides  mit 
den  Halbaxen  a > b liegt,  ist  gleich  dem  vierten  T heile 
einer  Kugel  mit  der  grossen  Hai baxe  des  Ellipsoidcs 
als  Radius  plus  dem  Körper,  welcher  durch  Multipli- 

cation  von  — - — mit  der  Oberfläche  eines  abgeplatte- 
ten R otat ionsellipsoid es  mit  denselben  Axen  entsteht. 
Nach  der  Formel  (17)  ergiebt  sich  aus  Formel  (22): 


(24)  F“  = 4 V = ~ + - S(a,  a,  b). 

(a,M)  0 d n 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  in  einem  verlängerten  Rotationsellipsoide  als 
Basis  die  Coordinaten  des  Pols  gleich  den  Halbaxen 
der  Basis,  so  ist  der  Fusspunktenkörper  gleich  einer 
Kugel,  deren  Radius  gleich  der  grossen  Halbaxe  der 
Basis  ist,  plus  dem  Körper,  der  durch  Multiplication 
b2 

von  — mit  der  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Rota* 
tionsellipsoides  mit  denselben  Axen  entsteht. 

Tlieil  XXXIV.  31 
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Die  den  Werthen  h,  M,  N,  D entsprechenden  Grössen 
L ®,  jV®,  A'3,  D2  sind  auch  für  das  Rotationsellipsoid  als  Basis 

a a a a 

stets  positiv,  und  da  hier  M 2 = N 2 ist  und  F°  seinen  Werth 

o “ (">  ßy  y) 

so  lange  behält,  als  die  Gleichung  a*Z,2-K0a-f  y2)  M2—D2  erfüllt 

a a a 

wird,  so  ergiebt  sieb  der  Satz:  , 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss- 
punktenkürper  ein  verlängertes,  concentrisches  Rota- 
tionsellipsoid, dessen  Axen  sich  durch  die  Formel 
(23)  bestimmen  lassen. 

Setzt  man  jS24-y*  = g2,  so  behält  Va  seinen  Werth,  so 

",  ß,  V. 

lange  g2  unverändert  bleibt.  Daraus  folgt  der  Satz: 

Liegen  für  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  als 
Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  Oylinders. 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Basis  zus  am  ilie  n/&l  11,  so 
stehen  die  Zuwachse  der  Fus spu nktenkörp e?  Im  Ver- 
hältniss  von  «2;  mithin  sind  die  Fu  ss  p unkten  kör  per, 
deren  Pole  auf  derselben  Cylinderoberfläche  liegen  und 
gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einander 
gleich.  Bleibt  a unverändert,  während  p sich  ändert, 
so  stehen  die  Zuwachse  der  Fnsspunktenkörper  im 
Verhültniss  von  g2. 

Verlegt  man  ferner  den  Pol  P(ct,ß,  y)  in  den  Brennpunkt 
der  grossen  Axe,  setzt  also  o2=n2  — 6*  und  so  wird 

das  zugehörige  Volumen: 


(25) 


P«  = 

/ 


. 36«  ,«+V«2-62, 

a 2n*-f  Sab2- f —-77,  l. - 

6 2V  n*— 6*  n-Va2~b2 


l+i 


1 4a3 — 'lab2  — 


b* 


q + Va2-62 

a-STTfi-b2 


4a  3 n 

=_ 3 


Hieraus  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fu  ssp  u n kten  kör  per,  dessen  Pol  im  Brenn- 
punkte der  grossen  Axe  desselben  liegt,  gleich  einer 
Kugel  mit  der  grossen  Haihaxe  als  Radius. 

Setzt  man  endlich  a = ß = y,  so  folgt: 
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F« 

(a,ot,a) 


also 

(26) 

oder: 


£|2a*  + 3a6*  + 


36«  ( a+  Va»-6» 

2VS5=6*  « - Vü’GZh* 


+ a*n(2a  + 


6» 


V a*— 6* 


+ V «*— 6» 


F«  = F-  + ^S(o,a,  6)*) 

(«,  o, «)  O fl 


F» 

(a,  a.aj 


S(a,a,b). 


Mithin  erhalten  «vir  den  Satz: 


Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fusspunktenkörper,  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  concentrischen  Würfels  liegt,  gleich 
dem  Minimnmkürper  plus  dem  Körper,  welcher  ent- 
steht, wenn  man  die  Oberfläche  des  abgeplatteten 
• • 

Rotationsellipsoide«;  mit  denselben  Axen  durch  — mul 


tiplicirt;  oder  gleich  dem  vierten  Theile  einer  Kogel 
mit  der  grossen  Halbaxe  der  Basis  als  Radius  plus 


«*+©• 


dem  Körper,  der  durch  Multiplication  von  — — mit 

der  Oberfläche  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoi- 
de« mit  denselben  Axen  entsteht. 


6. 

Wählt  man  zur  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
mit  den  Axen  2a<2c,  so  erhalten  wir  den  vorigen  analoge  Sätze. 
Die  Gleichung  der  Fusspunktenfläche  geht  für  einen  Pol  P{a,  ß,  y), 
wenn  o = 6 gesetzt  wird , über  in : 

I X (x—ct)  + y (y—ß)  + 1 (z-^y)  |*  = a®  | (x— a)4  + (y—ß)*  } + c*(z  - y)* , 


*)  Hieran«  folgt  nach  Formel  (19)  die  Relation  zwischen  den  Ober- 
flächen der  Rotationsellipsoide : 

S(aia,b)  = a^s( 1,  l 1)‘ 

t 
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ferner  wird 

**=Sfe$=». 

/<!  V II2  — C2 

dS  — S = arctg 

o 

Bezeichnen  wir  das  zum  Pol  #*(«,  p,  y)  zugehörige  Volumen  mit 
F«  und  überhaupt  alle  auf  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid 

bezüglichen  Grössen  mit  dem  Index  c,  so  erhalten  wir  nach  For- 
mel (15):,  

~ 3o4  Va*  - c2 , 

V°  = l \ 3 *c  + 2c»  + arc‘S ^ ! ' 


Vaa-< 


r = 5#- ^ ^ + v3=-7.  * ,o1  g 


Vo*-c*. 


oder 


(26*) 


f-Y 

F«=^-*+^-S(o.  c,  0. 

„ o c 


da  die  Oberfläche  eines  verlängerten  Rotationsellipsoides  mit 
den  Halbaxen  a>c 

a2c  - V «1  — c2 

S(a,c,c)=2«lc*  + ^=^arctg — 1 

ist. 

[)a  in  Formel  (14)  den  verschwindenden  Nenner  o*-*2 
da 

enthält,  so  müssen  wir,  um  V°  zu  entwickeln,  den  Werth  von  ( 

a 

aus  Formel  (13)  zu  Hülfe  nehmen,  und  erhalten: 

na4c  , V"a2  — e2  n 

= arctg + r «2c*  5 


folglich : 
0Ca=* 


Co=i“4V^2-? 


n 3n*c  — 4nscs  . Va2— c2 

! 3ase2  - 2ac4  + -tf==^“  i>rctS 1 


8a  ~4(a2-c2) 


V a2  — c2 


„ /8C\  ,8C.=*  . 

mithin,  da  nach  Note  2.  ^^0=4  — « 0O  ,st’ 


3a4-4a2c2  . W-c*. 


y.=  üfi®)  = _£■  |3„,,_2c,+^lä£\rele 

„ ac\Sa/a=s  4(o2— c2)  V a2  — c2 
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Also  ergiebt  sich,  da  F«  = Vc  ist: 

* p 

(27) 


F*  = 
(«./?»•/) 


7t  V" ö®  — -c2 

+ + *5^*arctg  *?=?, 


4(a®-c») 


yf  a2  — c® 


y2jI  ,o  , 1 , . 2a4  , V aa— -c®, 

+4(5s=üj  12uc-4c  + arc‘s  — c — '• 


Aus  Formel  (26)  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
ntit  den  Ualbaxen  a^-c,  so  ist  der  Fnsspu nk tenkörper 
Vc,  dessen  Pol  im  Mittelpunkte  der  Basis  liegt,  gleich 

dem  vierten  Theile  einer  Kugel  mit  der  kleineren  Halb- 
axe  als  Radius  plus  dem  Körper,  welcher  durch  Mul- 

(I)' 

tiplication  von  — - — mit  der  Oberfläche  eines  verlän- 
gerten Rotationsellipsoide«  mit  denselben  Axen  ent- 
steht. 


Ferner  ist  nach  Formel  (17)  und  (26*): 


(28) 


yc 

(0,0,  c) 


:4F'  = 
o 


4 TIC3 


- + —S(a,c,c). 


Mithin  erhalten  wir  den  Satz: 


Sind  iu  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Coordinaten  des  Pols  gleich  den  Halb- 
axen  der  Basis,  so  ist  der  Fusspunktenkörper  gleich 
einer  Kugel,  deren  Radius  gleich  der  kleineren  Halb- 
axe  der  Basis  ist,  plus  dem  Körper,  der  durch  Multi- 

plication  von  — mit  der  Oberfläche  eines  verlänger- 
ten Rotationseltipsoides  mit  denselben  Axen  entsteht. 

Auch  fiir  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  bleiben  die 
aus  Formel  (27)  sieb  ergebenden  Grössen  Jj®,  M2,  ZV®,  D2  stets 

c c o e 

positiv;  mithin  behält,  da  L2=JU2  ist,  Fc  seinen  Werth,  so 

e c a>ßtY 

lange  die  Gleichung  (o®  -f-  0®)  L2  + y®ZV®  = I)2  erfüllt  wird. 

a a a 
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Mithin  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss- 
punktenkörper  ein  abgeplattetes,  concentrisches  Ro- 
tationsellipsoid, dessen  Axen  durch  Formel  (27)  be- 
stimmt werden. 

Setzt  man  (^-j-j^rsp9,  so  behält  V°  seinen  Werth,  so  lange 

«.  P>  t 

p9  unverändert  bleibt,  und  wir  erhalten,  wie  bei  dem  verlänger- 
ten Rotationsellipsoide,  den  Satz: 

Liegen  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  Cylinders, 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Basis  zusammen  fällt,  so 
stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkörper  im  Ver- 
hältniss  von  y9;  mithin  sind  die  Fusspunktenkörper, 
deren  Pole  auf  derselben  Cy  lind  er  ob  er  fläche  liegen 
und  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  habgg,  einan- 
der gleich.  Bleibt  y unverändert,  während  p sich  än- 
dert, so  stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkörper 
im  Verhältniss  von  p*. 


Verlegt  man  den  Pol  P(a,  ß,  y)  ' in  den  Brennpunkt  der 
Rotationsaxe  2c,  setzt  also  y*=a*  — c*  und  az=ß=0,  so 
wird  das  zugehörige  Volumen : 


rr  is.  “*  i V a2— c*  2?rc3 
(29)  F»=  * j o*c+  -^===arctg  - i g— = 


Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Liegt  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
der  Pol  im  Brennpunkte  der  Rotationsaxe,  so  ist  der 
Fusspunktenkörper  gleich  dem  doppelten  Minimum- 
körper  minus  einer  Kugel  vom  Radius  der  halben  Axe. 

Setzt  man  endlich  auch  hier  a—ßzs.y,  so  erhält  man: 

(30)  V*  =F'+£.S(a,c,c)  *) 

(a,a,  ot)  c 

oder 


•)  Hieraus  folgt  nach  Formel  (19)  die  Relation  zwischen  den  Ober- 
flächen der  Rotation«- EUipioidc : 

s(0lc,c)=a*c»s(i1i,  I). 
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Vc 

(a,  a,  a) 


“*  + U 


<S(a,  c,  c)  + -j-. 


Wir  erhalten  somit  «len  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fusspunktenkörper,  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  concentrischen  W iirfels  liegt,  gleich 
dem  Minimumkörper  plus  dem  Körper,  welcher  ent- 
steht, wenn  man  die  Oberfläche  des  verlängerten  Ro- 

tationsellipsoides  mit  denselben  Axen  durch  — mul- 

tiplicirt;  oder  gleich  dem  vierten  Theile  einer  Kugel 
mit  der  halben  Axe  der  Basis  als  Radius  plus  dem  Kör- 


mit  der 


“2+  ö 


per,  der  durch  Multiplication  von  — 

Oberfläche  des  verlängerten  Rotationgellipsoides  mit 
denselben  Axen  entsteht. 

; ' • ' UOi  i\  ULTi.  *.  . ' . , . 

4 / ; 

7. 

■ . ’ , ■ . , . i 

Wenn  wir  zum  Schlüsse  die  Kugel  als  Basis  nehmen,  so 
erhalten  wir  für  a — b = c für  einen  beliebigen  Pol  (a,ß,y)  als 
Gleichung  der  Fusspunktenfläche: 

\x(x  — a) (y  — (J) +z(r—  y)I*=tz*I  (x— «*)8+(y  — /S)*+(*— • yJ*J. 

Wir  wollen  die  auf  die  Kugel  bezüglichen  Grössen  mit  dem  Index 
s bezeichnen,  dann  müssen  wir,  um  F*  zu  bestimmen,  zum 

(«>  ß>  v) 

ursprünglichen  Werthe  von  C, 

i ' / 

n 7t 

/**  /** sin  &d&drl> 

J , sin^cos*«)/  . sin^Osin^V* 

o o + 6*  +; c* ) 

zurückgehen  und  erhalten : 

n n 

Ca=,b=c  =/  J*  a4sint>«f#dip=^  a*. 

o o 

Da  nun  C in  Bezug  auf  a,  b,  c symmetrisch  ist,  so  ist: 


/8C\  _/8C\  /3C\ 

\ d(l  ) «=i  = c \^/fl=J=« 


Digitized  by  Google 


472  Hagener:  Kubatur  des  Fusspunktenkörpers 

ferner 

, dCa  = bzcc  2jra*  ■ . 

= l g— — = — j—  nach  Note  2.  > 

mithin  nach  Formel  (II)  und  (12): 


was  die  geometrische  Betrachtung  sofort  ergiebt,  und 

( [a%ßty ) o & \oa-/a~  b — c 

oder 


(31) 

Z.»~4 

.Setzt  man 

o*  + 1 3*  -f  y2  = r*,  so  wird : 

(32) 

r 4 na3  , \a  „ 

(«,/>.•/)  « « 

Nimmt  man 

hierin  r=:a,  so  erhält  man: 

(33) 

P-  = 2.^«*. 

o O 

Hieraus  ergeben  sioh  folgende  Sätze: 

1)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfläche  vom  Radius 
« und  ist  r die  Entfernung  des  Pols  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel,  so  ist  der  Fusspunktenkörper  gleich  der 
Kugel  plus  einem  Rotationsellipsoide  mit  den  Halb- 
axen  a und  r. 

2)  Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkte  der  Kugel,  so  ist 
der  Fusspunktenkörper,  die  Kugel  selber,  ein  Mini- 
mum; liegt  er  aber  auf  der  Kugeloberfläche,  so  ist 
derselbe  doppelt  so  gross  als  die  Kugel. 

3)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfläche,  so  ist  der 
geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fusspunktenkör- 
per eine  mit  der  Basis  concentrisch e Kugeloberfläche. 


Noten. 

1.  Oie  partiellen  Differentialquotienten  einer  symmetrischen 
Function  von  n verschiedenen  Variabein  geheR  in  einander 
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über,  wenn  man  nach  vollzogener  Differentiation  irgend  zwei  der 
Variabein  mit  einander  vertauscht. 

2.  Setzt  man  in  einer  symmetrischen  Function  von  « 
verschiedenen  Variabein  die  Variabein  einander  gleich,  so  ist 
der  totale  Differentialquotient  (d)  der  Function  nach  einer  der 
Variabein  gleich  dem  «fachen  partiellen  Differentialquotienten 
(8)  der  Function  nach  derselben  Variabelen,  wenn  darin  nach 
vollzogener  partieller  Differentiation  die  Variabein  einander  gleich 
gesetzt  werden.  Es  ist  also  für  eine  symmetrische  Function  von 
n Variabein  f(a,  b,  c. 


bf  Cj  M..)a=:i=:C 

da 


b,  c 

V 8a 


Der  Beweis  für  beide  Sätze  ist  leicht  zu  fuhren. 


3.  Sind  in  einer  homogenen,  symmetrischen  Function 
rnten  Grades  von  « verschiedenen  Variabein  die  Producte  aus 
irgend  zwei  partiellen  abgeleiteten  Functionen,  muJtiplicirt  mit  der 
Variabein,  worauf  sie  sich  beziehen,  einander  gleich,  so  sind 
alle  so  gebildeten  Producte  einander  gleich , und  es  ist  die 

Function  selbst  gleich  der  ™ten  Potenz  des  Products  der  Varia- 
bein, multiplicirt  mit  einer  willkürlichen  Constante. 

Beweis.  In  jeder  symmetrischen  Function  f(a,  b,  c....)  von 
n verschiedenen  Variabein  ist  der  partielle  Differentialquotient  nach 
einer  der  Variabein,  etwa  nach  a,  eine  symmetrische  Function 
der  übrigen  Variabein  b,  c,  d....;  denn  es  bleiben  in 

8f(a,  b,  c....)  _ f(a  + da , b , c....)—f(a,  b,  c....)  ' 

8a  da 

beide  Posten  des  Zählers  rechts  symmetrische  Functionen  von 
b , c . . ..  Sind  nun  zwei  beliebige  der  obigen  Producte  gleich , etwa : 

dfta,  b,  c....)  8f(a,  b,  c....) 

a da  ~c  de  ’ 


so  ist,  da  a"—-?a_*  C"  '>  in  Bezug  auf  6,  c,  d....  symmetrisch 


ist,  auch  c 
folglich  ist: 


da 

df(a,b , c....)  . 


de 


— in  Bezug- auf  b,  c,  </....  symmetrisch. 


df(a,  b,  c ....) ldf(a,  b,  c ....)  df(a,  b,  c ....) 

a da  ~b 8b = c de = • 
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Da  aber  fär  jede  homogene  Function  F(a,  b,  c ) mten  Grades 

3F  , 8F  8F  n 

a Ta  + b 8b  + c Tc  + -•  = ••••) 

ist,  bo  erhalten  wir,  wenn  f(a,  b,  e....)  eine  homogene,  sym- 
metrische Function  mten  Grades  von  n verschiedenen  Variabelu  ist : 


8f{a,b....)  ,8f{a,b....)  8f(a,b....)  % 

o Ta =6 m =c Tc 


also : 

1_  df(a,  b....)  , _ m da  1_ 8f(a,  b....) in  db 

f(a,b....)  da  a~  h a ’ f(a,  b....)  8b  n b e c'  ’ 

folglich : 


f(a,b 


l®5^“  + ...  j 


lll 

n 


db 

b 


!>\.  0.. 


oder 


df(a,  b,  c — ) m J rfa  rfc  ' 

f{a,b,c....)  n / a ■ b ‘ c ' 

l.f(a,b,  c....)  — ™l(abc)  -f  Const. , 

f(a,  b.  c....)  = K . (abc)n  , 
wenn  K eine  willkührliche  Constante  bedeutet. 
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IXX1II. 

Andeutungen  über  astronomische  Beobachtungen  bei 
totalen  Sonnenfinsternissen  *). 

iS"  . 

Von 

Herrn  Karl  von  Liltrow, 

wirklichem  Mitglicde  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien. 


(Aus  dem  XXXIX.  Bande,  S.625.,  des  Jahrganges  1860  derSitzungs- 
berichte  der  mathem.-naturw.  Classe  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  besonders  abgedruckt.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  mn  9.  Februar  1860.) 


Wir  besitzen  nachgerade  einige  sehr  lehrreiche  Instructionen 
über  die  Beobachtungen,  vrelche  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
anzustellen  sind;  ich  führe  hier  nur  an:  Arago’s  Aufsatz  im 
Annuaire  du  Bureau  des  longitudes  1842,  die  von  der  British 
Association  mit  ZuTatheziehung  von  Otto  Struve  1851  herausge- 
gebenen „ Suggestions  to  Astronomers“ , dann  Carrington’s  1858 
erschienene  ,, Information  and  Suggestions“ , ferner  aus  der  neue- 
sten Zeit  Faye’s  Vorträge  in  der  Pariser  Akademie  ( Camptet 
rendus  1859,  October),  endlich  Airy's  Bemerkungen  in  den  Monthly 
Notice»  der  R.  Astr.  Soc.  Vol.  XX.,  Nr.  2.  So  sehr  ich  den  hohen 


*)  Diesen  mir  freundliche!  mitgetheilten  Aufsatz,  welcher,  den  Ge- 
genstand, um  den  es  sich  hier  handelt,  vorzugsweise  aus  richtigen  Ge- 
sidhtepnnktcn  auffassend , in  vorzüglicher  Weise  geeignet  ist,  Beobachter 
totaler  Sonnenfinsternisse  auf  das  hinzuweisen , worauf  sie  hauptsächlich 
ihre  Aufmerksamkeit  zu  richten  haben,  lasse  ich  so  schleunig,  als  es 
mir  irgend  möglich  ist,  in  dem  Archive  abdriieken. 

Der  Herausgeber. 
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Werth  dieser  Schriften  im  Allgemeinen  anerkenne,  muss  ich  doch 
gestehen,  dass  ich  in  manchen  wesentlichen  Punkten  mit  densel- 
ben nicht  übereinstimme,  und  halte  mich  durch  den  glücklichen 
Zufall,  der  mich  die  seltene  Erscheinung  zweimal  so  vollständig 
als  möglich  sehen  liess,  gleichsam  für  verpflichtet,  auch  mein 
Scherflein  über  das  Was  und  Wie  der  eigentlich  astronomischen 
Aufgabe  beantragen. 

Vor  allem  muss  ich  nach  meiner  Erfahrung  dringend  empfeh- 
len, alles  an  sich  Unwesentliche  wegzulassen.  Die  Zeit  der  Tota- 
lität ist  auch  im  besten  Falle  eine  so  kurze,  der  Eindruck  des 
Phänomenes  ein  so  unwiderstehlich  mächtiger,  dass  die  ganze 
Fassung  eines  geübten  Astronomen  dazu  gehört,  um  auch  nur 
einiges  Wenige  mit  voller  Sicherheit  wirklich  zu  beobachten. 
Ich  rechne  aber  zu  solchen  unwesentlichen  Dingen:  Beleuchtung 
und  Farbe  von  Himmel  und  Erde,  Einwirkung  auf  Thier-  und 
Pflanzenwelt,  Ab-  und  Zunahme  von  Temperatur,  Feuchtigkeit 
und  Licht  etc.  In  letzterer  Beziehung  wird  ohnehin  die  unerläs- 
mge  Bedingung,  unter  welcher  allein  solche  Notirungen  Sinn  haben, 
nämlich:  völlig  reiner  Himmel,  hier  nur  sehr  selten  erfüllt,  da 
eine  mehr  oder  minder  bedeutende  Wolkenbildung  mit  zur  Cha- 
rakteristik der  Erscheinung  gehört. 

Da  in  den  meisten  Fällen  die  Beobachtungs- Stationen  nur  nach 
längeren  Keisen  zu  erreichen  sind,  an  dem  glücklichen  Trans- 
porte  der  Instrumente  aber  alles  gelegen  ist,  so  sollte  man  diese 
auf  das  Allernothwendigste  beschränken.  Ein  gutes  Fernrohr  von 
wenigstens  3 Zoll  Oeffnung  und  eine  verlässige,  Secunden  zeigende 
Taschenuhr  scheinen  mir  der  Hauptsache  nach  völlig  hinreichend. 
Damit  wird  allerdings  auf  Angabe  der  Orts-Zeiten  des  Anfanges 
und  Endes,  ja  seihst  auf  genaue  Bestimmung  der  Dauer  und  oft 
auch  auf  bessere  Kenntniss  der  geographischen  Lage  des  Beob- 
achtungsortes verzichtet,  denn  dazu  bedarf  man  weiterer  Instrumente 
und  eines  eigentlichen  Chronometers.  Wozu  aber  sollen  hier  diese 
Erschwerungen  der  ohnehin  nicht  leichten  Aufgabe  des  reisenden 
Astronomen  dienen?  Zu  Längenbestimmungen  hat  die  heutige 
Wissenschaft  längst  weit  bessere  Mittel,  zur  Bestimmung  der 
Fehler  unserer  Tafeln  werden  die  Beobachtungen  aller  ständigen 
Sternwarten,  denen  die  Finsterniss,  wenn  auch  nur  partiell,  sicht- 
bar ist,  ebenso  gutes  und  besseres  Material  sammeln,  die  genauen 
geographischen  Coordinaten  der  Stationen  endlich,  wenn  überhaupt 
in  besonderen  Fällen  nöthig,  mag  man  beliebig  später  und  auf 
andere  Weise  sich  verschaffen.  Unsere  Aufmerksamkeit  wird  wohl 
noch  für  eine  geraume  Zeit  auf  die  Erforschung  der  Stellung, 
Dimension  und  Beschaffenheit  überhaupt  von  Corona  und  Protu- 
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beranzen  sich  beschränken  müssen,  und  es  wird  sich  zunächst 
darum  handeln,  unseren  Instrumenten  die  hierzu  geeigneten  Ein- 
richtungen zu  geben.  * 

In  dieser  Hinsicht  erlaube  ich  mir  auf  meine  bei  anderer  Ge- 
legenheit gemachten  Bemerkungen  (Sitzungsberichte  der  kaiser- 
lichen Akademie  der  Wissenschaften  matbem.-natunv.  CI.  XVII.  ßd., 
S.41I.U.  IT.,  so  wie  Astron.  JNacbr.  XXXII.  ßd.,  S.395.,  XXXIII.  Bd., 
S.  129.,  XXXIV.  ßd.,S.  27.  und  XLII.  Bd.,S.209.  u.ff.)  zurückzu- 
kommen, da  mir  durchaus  kein  Grund  bekannt  wurde,  meine  da- 
maligen Ansichten  irgend  wesentlich  zu  ändern.  Ich  verweise  in 
Bezug  auf  die  nähere  Begründung  von  manchen  meiner  Vorschläge 
auf  die  angeführten  Quellen  und  will  hier  nur  bei  denjenigen  Punk- 
ten länger  verweilen,  die  auch  Liebhabern  der  Wissenschaft  zu- 
gänglich sein  sollen. 

Corona  und  Protuberanzen  verlangen  ganz  verschiedene  Kraft 
des  Fernrohres.  Die  Eigentümlichkeiten  der  Corona  .verwischen 
sich  immer  mehr,  je  stärker  die  angewendete  Vergrösserung  ist, 
und  Ii3r  diesen  Theil  der  Escheinung  wäre  ein  Ocular  am  zweck- 
nissigsten,  welches,  wie  bei  Arago's  Versuchen  über  die  Fähig- 
keit des  freien  Auges  die  Jupitersatelliten  auszunehmen,  gar  nicht 
vergrösserte,  sondern  eben  nur  ein  scharfes  Bild  gäbe.  Ueberdies 
ist  bei  Untersuchung  der  Corona  sehr  zu  wünschen,  dass  man  die 
ganze  Mondscheibe  beständig  überblicken  könne.  An  den  Protu- 
beranzen hingegen  gibt  es  Detail  zu  prüfen,  das  sieb  erst  bei  etwa 
60maliger  Vergrösserung  iu  hinlänglicher  Deutlichkeit  zeigt.  *Am 
besten  also  würde  jede  dieser  Aufgaben  einem  eigenen  Beobach- 
ter Zufällen.  Wenn  aber  schon  ein  und  derselbe  Beobachter  bei- 
des bestreiten  soll,  so  müsste,  da  an  ein  zeitraubendes  Wechseln 
und  wiederholtes  Richten  etwa  zweier  Fernrohre  nicht  zu  denken 
ist,  das  Instrument  entweder,  was  gewiss  am  bequemsten,  nach 
Liais  mit  einem  Doppelferurohre  oder  nach  meinem  Vorschläge 
mit  einem  Doppel -Oculare  versehen  werden,  das  in  Schieberform 
oder  durch  eine  excentrische  Scheibe  eine  schnelle  Aenderung  der 
Vergrösserung  zuliesse.  Dieses  Ocular  müsste  so  construirt  sein, 
dass  jeder  der  beiden  Einsätze  auf  das  Auge  des  Beobachters 
bereits  eingestellt  ist  und  so  bleibt,  wenn  es  in  Thätigkeit  gesetzt 
wird.  Mit  einem  solchen  Doppel -Oculare  vermag  auch  allenfalls 
der  einzelne  Beobachter  dem  Bedürfnisse  zu  entsprechen,  beliebig 
oft  entweder  den  ganzen  Umkreis  des  Mondes  zu  übersehen  oder 
irgend  hervorstechende  Gegenden  genau  zu  erforschen.  Immer 
aber  bleibt  dies  nur  ein  Nothbehelf,  und  eigentlich  stimme  ich, 
wie  gesagt,  für  Trennung  der  Aufgaben. 

Für  die  Messung  der  Lage  und  Grösse  aller  Erscheinungen 
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am  Rande  der  beiden  Himmelskörper  ist  der  hauptsächlichsten 
mechanischen  Einrichtung  nach  das  gewöhnliche  Positions-Mikro- 
meter entschieden  der  angemessenste  Apparat,  wenn  man  folgende 
Modificationen  io  Gebrauch  und  Construction  eintreten  lässt: 

1.  Die  zur  Messung  des  Positionswinkels  dienende  Linie  kann 
zum  Behufe  der  Messung  nicht  wie  sonst  in  den  Radius  gelegt, 
sondern  muss  an  der  betreffenden  Stelle  des  Mondrandes  mit  diesem 
in  Berührung  gebracht  werden.  Die  normale  Lage  dieser  Linie  ist 
parallel  zum  Aequator  und  mit  hier  völlig  hinreichender  Genauig- 
keit dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  kurz  vor  und  nach  der  Beob- 
achtung den  Sonnenrand  odereinen  Sonnenfleck  bei  ruhig  stehendem 
Rohre  längs  der  Linie  hingehen  lässt  und  dieselbe  so  lang  dreht, 
bis  das  Object  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Gesichtsfeldes  die 
gleiche  Entfernung  von  der  Linie  behält.  Die  Lesung  am  Posi- 
tionskreise, welche  dieser  Stellung  der  Linie  entspricht,  wird 
notirt,  und  damit  jeder  in  dem  gebräuchlichen  Sinne  von  Mord 
über  Ost  gezahlte  Positionswinkel  unmittelbar  combinirL  Durch 
Bemerkungen  in  einigen  der  vorerwähnten  Instructionen  veranlasst, 
hebe  ich  ausdrücklich  hervor,  dass  es  hierbei  keinen  wesentlichen 
Unterschied  macht,  ob  das  Fernrohr  äquatorial  montirt;  ist  oder 
nicht;  das  Verfahren  ist  bei  parallaktischer  oder  ganz,  einfacher 
horizontaler  Aufstellung  des  Teleskopes  gleich  anwendbar.  Faye, 
der  diesen  ursprünglich  von  Bessel  (Astr.  Nachr.  XVI.  Bd.,  S.  161.) 
für  ähnliche  Zwecke  gemachten  Vorschlag  adoptirt,  will  durch  eine 
Libelle  die  primitive  Lage  jener  Linie  auf  den  Horizont  bezogen 
wissen,  was  mir  keine  Verbesserung  der  Bessel’schen  Idee 
scheint,  da  es  das  Instrument  complicirt,  die  Operation  schwieri- 
ger und  wohl  auch  ungenauer  macht,  endlich  unnützerweise  den 
Winkel  zwischen  Declinations-  und  Verticalkreis  io’s  Spiel  bringt. 

2.  Der  Positionskreis  soll  im  Inneren  des  Rohres  angebracht 
sein,  so  dass  man  den  Positionswinkel  ohne  Hilfe  einer  Lampe 
und  ohne  das  Auge  vom  Fernrohre  zu  entfernen,  ablesen  kann. 
Herr  Faye  hat  vollkommen  Recht,  sich  gegen  solchen  inneren 
Positionskreis  zu  erklären,  unter  der  Voraussetzung,  dass  man, 
wie  bei  dieser  Einrichtung  bisher  immer  geschah,  die  Positions- 
winkel unmittelbar  auf  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  bezo- 
gen denkt,  denn  damit  ist  auch  die  in  der  Praxis  so  gut  wie  unaus- 
führbare Annahme  gemacht,  dass  man  das  Centrum  der  Mondscheibe 
beständig  auf  jenem  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  erhalte;  er 
thut  aber  gewiss  nicht  gut  daran,  diese  Einrichtung  auch  dann  zu 
verwerfen,  wenn  man  den  Positionswinkel  durch  Tangirung  der 
Peripherie  des  Mondes  misst,  W'o  von  solchem  beständigen  Cen- 
triren  weiter  nicht  die  Rede  ist 
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3.  Statt  Fäden  sollte  ein  dünnes,  wellenloses  und  planparalleles 
Glas  im  Brennpunkte  eingesetzt  werden,  das  durch  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Reiben  von  feinen  Linien  in  Quadrate  getheilt 
ist.  Die  eine  Reihe  dieser  Linien  veftritt  den  in  seiner  normalen 
Steilung  zum  Aequator  parallelen  Faden,  die  andere  Reihe  den 
beweglichen  Faden  des  gewöhnlichen  Positions-Mikrometers,  und 
es  reicht,  nachdem  irgend  eine  Linie  der  ersten  Reihe  mit  dem 
betreffenden  Punkte  der  Mondscheibe  in  Berührung  gebracht  und 
der  Positionswinkel  so  bestimmt  ist,  ein  einziger  Blick  ohne  alle 
weitere  Manipulation  hin,  die  Dimensionen  der  fraglichen  Ob« 
jecte  nach  allen  Richtungen  festzustellen.  Ich  habe  mich  bei  der 
totalen  Sonnenfinsterniss  im  Jahre  1851  auf  das  beste  überzeugt, 
■lass  eine  solche  Glasplatte  dem  deutlichen  Ausnehmen  auch  der 
zartesten  Objecte  nicht  den  geringsten  Eintrag  thut,  und  dass  man 
die  auf  das  Glas  geritzten  Linien,  wenn  auch  so  fein,  dass  man 
sie  mit  freiem  Auge  kaum  bemerkt,  auf  dem  lichten  Hintergründe 
der  Corona  völlig  bestimmt  sieht,  während  z.  B.  D’Abbadie  ( R . A. 
S.  M.  N.  Vbl.  XVIII.,  pag.  312.)  die  unangenehme  Erfahrung  machte, 
dass  ihm  die  Fäden  verschwanden.  Hauptsächlich  desshalb, 
dann  aber  auch  wegen  der  grösseren  Sicherheit  vor  zufälligen  Be- 
schädigungen und  weil  man  auf  Glas  beliebig  enge  und  genau 
äquidistante  Linien  graviren  kann,  ziehe  ich  hier  die  Glasplatte 
dem  Fadennetze  vor.  Der  in  2.  besprochene  innere  Positionskreis 
könnte  liiplich  auf  dieser  Glasscheibe  angebracht  werden , wo  dann 
der  Index  an  der  Fassung  fest  sein  müsste,  während,  wenn  der 
Positionskreis  am  Rande  des  Diaphragma  etwa  in  einer  Zähnung 
bestünde,  die  Glasplatte  den  Index  an  einem  beliebigen  Punkte 
ihres  Umfanges  zu  tragen  hätte.  Wenn  das  Ocular  die  oben  be- 
sprochene Einrichtung  eines  Doppeleinsatzes  erhält,  so  wird  man 
wohl  am  besten  jeden  Einsatz  mit  einem  besonderen  Positions- 
kreise versehen.  Die  Messung  der  Dimensionen  wird  um  so  ge- 
nauer sein  können,  je  enger  die  Linien  gezogen  werden.  Ich  fand 
bei  einem  Fernrohre  von  3 Zoll  Oeffuung  mit  60maliger  Vergrös- 
serung  eine  gegenseitige  Entfernung  der  Linien  von  07  Bogen,  bei 
llmaliger  Vergrösserung  das  Zehnfache  dieser  Distanz  ganz  ent- 
sprechend, da  man  leicht  auf  das  Zehntel  solcher  Intervalle  schätzt 
und  damit  hinreichend  genaue  Resultate  erhält.  Man  wird  gut 
thun,  diejenige  Reihe  von  Linien,  welche  zur  Messung  des  Positions- 
winkels dienen , etwa  durch  einseitige  Abblendung  am  Rande  des 
Gesichtsfeldes  kenntlich  zu  machen,  um  hei  allenfalls  nöthigen 
grösseren  Drehungen  der  Glasscheibe  diese  Reihe  von  Linien  nicht 
mit  der  anderen  zu  verwechseln,  und  so  um  90°  falsche  Winkel 
zu  erhalten.  Vielleicht  findet  man  es  bequem,  die  Lamelle,  mit 
welcher  diese  Abblendung  bewirkt  wird,  mit  Zähnen  zu  versehen, 
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die  als  Zähler  für  die  Linien  des  Mikrometers  dienen.  Nothwen- 
diger  ist  solche  Zählung  für  stärkere  Vergrösserungen  bei  der  ande- 
ren Reibe  von  Linien,  denen  dann  die  grösseren  Dimensionen  zu 
messen  zufallt.  Somit  wäre  es  für  solche  Vergrösserungen  am 
zweckmässigsten,  diese  zweite  Reihe  von  Strichen , welche  ursprüng- 
lich auf  den  Aequator  senkrecht  gestellt  wird,  abzublenden,  und 
die  erste,  zum  Aequator  parallele,  zum  Unterschiede  frei  zu 
lassen.  Die  Glasplatte  muss,  wie  man  sieht,  von  aussen  drehbar 
sein,  könnte  also  hier  einen  zweiten,  äusseren  Positionskreis  haben, 
der  genauer  getheilt  wäre,  als  der  innere,  und  an  dem  man  durcb 
Niederdrücken  eines  abfärbenden  oder  sich  eindrückenden  Stiftes 
die  Lesungen  am  inneren  Positionskreise  ergänzen  und  controll- 
ren  würde.  Diesen  registrirenden  äusseren  Kreis  allein  und  ohne 
den  inneren  anzubringen,  wie  Faye  vorschlägt,  hielte  ich  wegen 
möglicher  Verwechslungen  der  einzelnen  Messungen  für  bedenklich. 

Um  die  Uhrzeiten,  deren  möglichst  häufige  und  genaue  Noti- 
rung  hier  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  für  die  verschiedenen  Wahr- 
nehmungen zu  erhalten,  wird  man  sich  vielleicht  am  besten  eines 
kleinen  Chronographen  bedienen,  d.  h.  einer  Vorrichtung,  die  ein 
Rad  von  wenigen  Zollen  Durchmesser  während  einer  kurzen  Zeit 
gleichförmig  dreht,  auf  dessen  breiter  Felge  ein  Papierstreifen  so 
befestigt  wird,  dass  ein  darüber  angebrachter  Stift  durch  Nieder- 
drücken Zeichen  darauf  macht.  Die  hiesige  Sternwarte  besitzt 
schon  seit  langem  einen  solchen  Apparat  als  Hilfsmittel  zur  Map- 
pirungvon  Sternen,  und  Airy  macht  jetzt  einen  ähnlichen  Vorschlag 
für  den  hier  besprochenen  Zweck  (R.  A.  S.  Monthly  Notices  VoLXX, 
pag.  63).  Ich  halte  einen,  wenn  auch  nur  zur  Noth  erst  an  Ort 
und  Stelle  geschulten  Gehülfen  bei  der  Beobachtung  für  beinahe 
unentbehrlich,  und  diesem  würde  ich  das  Geschäft  zutheilen,  den 
* Stift  des  Chronographen  in  Thätigkeit  zu  setzen,  so  oft  er  vom 
Beobachter  dazu  das  Signal  erhält;  die  Vergleichung  des  Chro- 
nographen mit  der  Uhr  vor  und  nach  der  Beobachtung  gäbe  die 
entsprechenden  Momente  in  Uhrzeit.  Dieser  Gehülfe  hätte  auch 
schnell  zu  Papier  zu  bringen,  was  man  ihm  dictirt  und,  im  Falle 
kein  Chronograph  vorhanden,  an  der  Uhr  die  Secunden  während 
des  Verlaufes  der  totalen  Finsterniss  beständig  laut  zu  zählen. 

Mit  solcher  Vorbereitung  wäre,  glaube  ich,  allen  billigen  An- 
forderungen entsprochen  und  die  kurze  Dauer  des  Phänomene« 
in  streng  astronomischem  Sinne  thunlichst  auszunutzen. 

Es  erübrigen  mir  nun  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen. 

Das  grosse  Princip  des  Theilens  der  Arbeit  wird  hier  mehr 
als  irgendwo  in  Anwendung  zu  kommen  haben.  Wenn  die  An- 
zahl der  Beobachter  auf  einer  Station  es  zulässt,  könnte  sehr  zum 
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Vortheile  der  Sache  jedem  derselben  ein  gewisser  Theil  der 
Peripherie  des  Mondes,  z.  B.  ein  bestimmter  Quadrant  zur  Ueber- 
wachung  zugewiesen  werden.  Es  wurde,  wie  auch  Carrington 
sehr  richtig  bemerkt,  ungleich  mehr  Nutzen  bringen^  wenn  man 
eine  bestimmte,  an  sich  sehr  beschränkte  Gegend  des  Sonnenum- 
kreises  mit  ungeteilter  Aufmerksamkeit  betrachtete,  als  wenn 
man  in  deih  Streben,  alles  bemerken  zu  wollen,  nur  vage  Wahr- 
nehmungen zu  Stande  brächte.  Jedenfalls  sollten  etwa  auf  Pola- 
risations-Versuche, Anwendung  von  Actinometern  und  dergleichen 
sich  nur  solche  Beobachter  verlegen,  neben  denen  andere  jene 
Hauptaufgaben  bereits  vollständig  besorgen.  Insbesondere  wird, 
wenn  nicht  unerwartet  günstige  Verhältnisse  behülflich  sind,  das 
Aufsuchen  von  neuen  Unteren  Planeten  eine  grosse  Anzahl  von 
Beobachtern  erfordern,  deren  jeder  einen  gewissen  ganz  kleinen 
Theil  des  Himmels  zu  durchforschen  hätte. 

Hinsichtlich  der  Corona  und  der  Protuberanzen  hat  mir  immer 
die  einfachste  Hypothese  die  beste  geschienen , nämlich  : dass  sie 
Medien  angehören,  welche  die  Photosphäre  der  Sonne  umhüllen, 
und  ich  glaube,  dass  jeder  Astronom  hei  dem  Anblicke  der  Er- 
scheinung sich  dieser  Ansicht  von  selbst  zuneigen  wird.  Dafür 
spricht  mir  hauptsächlich  der  Umstand,  dass  die  Form  der  Pro- 
tuberanzen sich  in  der  Corona  fortsetzt,  und  diese  an  denselben 
Stellen  ganz  ähnlich  gestaltete  Hervorragungen  zeigt,  so  wie,  dass 
offenbar  die  Protuberanzen  nicht  immer  in  einer  Ebene  liegen, 
sondern  häutig  sich  auf  einander  projiciren.  Es  schiene  mir  fer- 
ner für  diese  Frage  so  ziemlich  entscheidend,  wenn  man  den 
niedrigeren  und  dafür  auf  einen  grösseren  Theil  der  Peripherie 
des  Mondrandes  sich  ausdehnenden  Protuheranzen  mehr  Aufmerk- 
samkeit schenkte,  als  dies  bisher  der  Fall  war.  Ich  bin  der  Meinung, 
dass  diese  niedrigen  Ketten  von  Protuberanzen  sich  überall  dort 
am  ersten  zeigen  werden,  wo  grössere  Thcile  der  Ränder  der 
Sonne  und  des  Mondes  in  geringer  gegenseitiger  Distanz  beisam- 
men verweilen,  also  bei  den  Punkten  der  inneren  Berührung,  so 
wie  eher  auf  den  Grenzen  der  Tntalzone,  als  auf  der  Linie  der 
Centralität,  und  dass  man  durch  eine  gehörige  Verbindung  der 
Beobachtungen  von  verschiedenen  Oertlichkeiten  sich  von  der 
Continuität  dieses  rotben  Saumes  überzeugen  werde. 

Es  ist  übrigens  eine  merkwürdige,  von  mir  selbst  wiederholt 
beobachtete  Eigenschaft  dieser  Protuheranzen,  dass  man  diesel- 
ben zwar  bleich  und  farblos,  aber  doch  ganz  in  den  Umrissen 
ihrer  völligen  Ausbildung  einige  Secunden  vor  Beginn  und  nach 
dem  Ende  der  totalen  Finsterniss  sieht.  Es  wird  schon  desshalb, 
so  wie  aus  anderen  nahe  liegenden  Gründen  gerathen  sein,  kurz 
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vor  dem  Verschwinden  der  So.nne  das  Blendglas  vom  Fernrohre 
, abzunehmen  und  dasselbe  erst,  nachdem  von  der  Sonne  mehr 
wieder  erschienen  ist,  als  das  Auge  ertragen  kann,  wieder  vor- 
zustecken. Nur  so,  nämlich  ohne  Blendglas,  wird  man  auch  über 
Baily’s  „beads“  entscheiden  können,  besonders  wenn  man  die 
Vorsicht  braucht,  diejenigen  Theile  des  Mondrandes,  welche  be- 
stimmt sind  für  die  betreffende  Station  die  letzte  und  erste  Phase 
vor  und  nach  der  totalen  Finsterniss  zu  bilden,  genau  zu  betrach- 
ten und  etwa  .zu  Papier  zu  bringen,  da  an  der  Lage  der  Mond- 
berge hier  alles  gelegen  ist. 

Eine  wesentliche  Vorbereitung,  der  leider  von  den  Vorausbe- 
rechnern beinahe  nie  entsprochen  wird,  ist  die  Kenntniss  des 
Punktes  der  Mondscheibe,  bei  welchem  die  zweite  innere  Berührung 
stattfindet.  Die  Corona  wird  in  der  ganzen  Gegend  des  Wieder- 
erscheinens  der  Sonne  so  licht,  dass  den  Beobachter  besonders  bei 
stärkeren  Vergrösserungen  unwillkürlich  die  Besorgniss  ergreift, 
er  habe  vielleicht  nicht  den  richtigen  Punkt  im  Auge.  Dass  aber 
solche  Unruhe  vom  Uebel  ist,  brauche  ich  nicht  erst  zu  sagen. 
Kennt  der  Beobachter  hingegen  den  Positionswinkel  des  Endes 
der  Totalität,  und  lässt  er  6ich  etwa  30  Secunden  vor  diesem  Ende 
von  seinem  Gehülfen  avertiren,  so  ist  eine  einfache  Drehung  des 
Mikrometers  hinreichend,  um  mit  aller  Bestimmtheit  zu  erfahren, 
wo  man  den  ersten  Lichtblitz  wieder  zu  erwarten  hat. 

Was  den  vermutheten  Zusammenhang  der  Protuberanzen  mit 
den  Flecken  und  Fackeln  der  Sonne  betrifft,  so  sollten  die  rei- 
senden Astronomen  es  den  stabilen  Observutorien  überlassen , für 
die  Beantwortung  dieser  Frage  die  nöthigen  Daten  zu  sammeln. 
Das  Augenmerk  dieser  letzteren  wird  darauf  gerichtet  sein  müs- 
sen, möglichst  genaue  Kenntniss  von  der  Lage  der  Flecken  und 
Fackeln  zu  geben,  die  während  der  totalen  Finsterniss  am  Rande 
der  Sonne  stehen,  also  an  sich  unsichtbar  sind.  Thunlichst  zahl- 
reiche Beobachtungen  der  Sonnenilecken  mit  zweckmässig  einge- 
richteten Mikrometern  etwa  eine  Woche  vor,  und  ebenso  eine 
Woche  nach  der  Finsterniss  werden  die  Frage,  welche  Stellung 
die  in  Betracht  kommenden  Flecken  während  der  Finsterniss  ein- 
nahmen,  ganz  besonders  dann  hinreichend  genau  beantworten, 
wenn  man  der  Reduction  für  jeden  einzelnen  Fleck  jene  Elemente 
der  Rotation  des  Sonnenkörpers  zu  Grunde  legt,  welche  aus  den 
Positionen  gerade  dieses  Fleckes  sich  ergaben.  Die  Reduction 
wäre  allenfalls  in  der  von  mir  befolgten  Art  (A.N.  Bd.XLII.,  S.  20ü., 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  niathem.- 
naturw.  CI.  XVII.  Bd.,  S.  411.)  vorzunehmen.  Die  Sonnenfackeln, 
deren  unmittelbare  Beobachtung  schwer  halten  dürfte,  könnten 
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auf  die  Flecken  bezogen  und  ihre  relative  Lage  gegen  diese  mög- 
lichst vollständig  angegeben  werden.  Während  der  vierzehn  Tage, 
in  deren  Mitte  die  Finsterniss  fiele,  sollte  nur  ebeti  die  Entwicke- 
luDg  von  Flecken  und  Fackeln  thunlichst  überwacht  werden. 

Unter  den  Beobachtungen,  die  mit  freiem' Auge  anzustellen 
sind,  empfehle  ich  wiederholt  (A.  N.  Bd.  XXXII.,  S.  395.)  die  Fest- 
stellung derjenigen  Orte,  wo  entweder  die  totale  Finsterniss  nur 
ein  paar  Secunden  gedauert  oder  ein  ganz  kleiner  Lichtfunke  der 
Sonne  übrig  blieb.  Wenn  man  dafür  Sorge  trägt,  die  Oertlich- 
keit  der  Station  genau  anzugeben,  werden  solche  Bemerkungen 
über  die  eigentliche  Lage  der  nördlichen  und  südlichen  Grenzlinie 
des  Totalitätsgürtels  von  grossem  Nutzen  und  vielleicht  den  zu 
ähnlichem  Zwecke  vorgeschlagenen  photographischen  Abbildungen 
des  Mondes  vorzuziehen  sein. 

Schliesslich  wünsche  ich,  dass  recht  viele  Astronomen  es  über 
sieb  gewinnen  mögen,  ihr  Auge  festgebannt  am  Fernrohre  zu  lassen, 
und  auf  den  Genuss  der  Schönheit  des  Phänomenes  im  Ganzen 
zu  verzichten.  Nur  wer  dieses  Opfers  fähig  ist,  wird  wirklich 
Erspriessliches  leisten. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Als  ich  eben  dieses  Heft  zu  schliessen  im  Begriff  bin,  erhalteich 
Nr.  1244.  der  „Astronomischen  Nachrichten.  1860.  März  29.“, 
worin  sich  ein  sehr  lesenswerther  Aufsatz:  „Ueber  die  Pola- 
risation des  Lichtes  der  Corona  bei  totalen  Sonnen- 
finsternissen“ von  Herrn  E.  Edlund,  Professor  der  Physik 
an  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm,  befindet, 
in  welchem  derselbe  Nachricht  giebt  über  seine  bei  der  in  Schwe- 
den eingetroffenen  totalen  Sonnenfinsterniss  vom  28sten  Juli  1851 
zu  \V ernamo,  einem  beinahe  auf  der  Linie  der  Centrallinie  der 
totalen  Finsterniss  liegenden  Orte  in  Schweden,  angestellten  Be- 
obachtungen. Aus  diesen  mit  grosser  Sorgfalt  angestellten  Beob- 
achtungen ergab  sich  ganz  unzweideutig,  dass  das  Licht  der 
Corona  polarisirt  war,  und  es  war  auch  möglich,  die  Rich- 
tung der  Polarisationsebene  zu  bestimmen.  Wenn  nun  Herr  Ed- 
lund am  Ende  seines  sehr  beachtenswerthen  Aufsatzes  sagt: 

„Die  Polarisation  und  die  Richtung  der  Polarisationsebene  im 
Lichte  der  Corona  sind  schwer  zu  erklären,  wenn  man  nicht 
annimmt,  dass  der  Sonnenkörper  von  einer  Atmosphäre  um- 
geben sei,  die  ohne  selbstleuchtend  zu  sein  das  Vermögen 
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besitzt,  die  Lichtstrahlen  zu  reflektiren.  Nimmt  man  die 
Existenz  einer  solchen  Atmosphäre  an,  so  werden  die  von 
mir  beobachteten  Erscheinungen  davon  eine  nothwendige  Folge 
sein  und  können  vorausgesagt  werden.  Von  übrigen  Umstan- 
den, welche  für  das  Vorhandensein  einer  Sonnen-Atmosphäre 
sprechen,  will  ich  bloss  die  erst  im  Jahre  1852  von  Herrn 
S ec chi  gemachten  Wahrnehmungen  hier  erwähnen,  zufolge 
deren  die  Sonnenscheibe  von  der  Mitte  mehr  Wärme  als 
von  Punkten  näher  an  der  Peripherie  ausstrahlt,  woraus  man 
die  Folgerung  schon  gezogen  hat,  dass  die  Photosphäre  von 
einer  wärmenden  absorbirenden  Atmosphäre  umgeben  sein 
möge;“ 

so  stimmen  wir  ihm  darin  ganz  bei,  und  sind  der  Meinung,  dass 
auf  diese  Weise  ein  neuer  Beweis  geliefert  ist,  dass  die  bei  totalen 
Sonnenfinsternissen  vorkommenden  merkwürdigen  Erscheinungen 
lediglich  der  Sonne  und  nicht  dem  Monde  angehören,  wenn 
man  auch  hiervon  nicht  schon  anderweitig  längst  überzeugt  wäre. 
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Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kreise  zu  suchen. 

Von  Herrn  Dr.  W.  Stamm  er. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  seien 
( y~h ')®  + (x-g')*=r'*,  (y  - ä*)®  + (x-g")*=  r"*. 

Bezeichnen  wir  dann  mit  x' , y‘  die  Berührungspunkte  des  ersten 
und  mit  x",  y"  die  des  zweiten  Kreises,  so  hat  man  noch  die 
beiden  Gleichungen: 

y'—y"_  x'—g'  xu—g" 

x'—x"~  y'-h'-  y'-A"’ 
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Erhebt  man  die  letzte  Gleichung  in’s  Quadrat,  addirt  auf  beiden 
Seiten  1,  so  kommt: 

y'—h'  _ r' x‘  —h’ 

y"  — h''~  — T"  x"—hH‘ 

Dadurch  liefert  die  erste  der  beiden  letzten  Gleichungen : . 


iy'  — Ä')  (A'  - h")  + (*'  - g')  (g1  -g")  = r'  (-  r'  =F  r"). 

Da  diese  Gleichung  an  die  der  Polaren  erinnert,  multiplicire  man, 

t' 

um  in's  zweite  Glied  r'a  zu  erhalten,  mit  ; .,—7, ; das  gibt 

— t fr  0 

h' A"  a'—a" 

(y'-h')  r'  + ( x'-g')  £^r'  = r'a. 


Jetzt  setze  man : 


h'Th"  r'  „ A' 

— r>:fr"r  — A ’ 

— r'+r"r 

daher 

AV+AV" 

rr"r'±g'r" 

und 

ys— 

s~  r'dfcr" 

(y‘  - A')  ( y3  — A')  + (. x ' —g1)  ( xa  —g*)  = r'*. 


Die  gesuchten  Berührungspunkte  sind  also  die  Durchschnittspunkte 
des  Kreises  I mit  der  Polaren  des  Punktes  x3,  y3.  Da  nun  zwei 
solche  Punkte  x3,  y3  existiren  (wegen  des  Zeichens  ±),  so  gibt 
es  also  im  Allgemeinen  vier  Berührungspunkte,  mithin  auch  vier 
Tangenten.  Sollen  diese  Punkte  existiren,  so  muss  die  Polare 
den  Kreis  schneiden,  mithin  die  Punkte  x3,  y3  ausserhalb  oder 


auf  dem  Kreise  liegen,  also  (x3— g')2+(y3  — A')a^r's,  woraus 

man  die  bekannten  Bedingungen  ableitet  — Andererseits  zeigen 
die  Ausdrücke  für  x3,  y3,  dass  diese  Punkte  die  Centrale  im  Ver- 
hältniss  der  Halbmesser  theilen  und  mithin  mit  den  Mittelpunkten 
harmonische  Punkte  sind.  Nimmt  man  nun  einen  dritten  Kreis 
hinzu  und  nennt  die  neuen  beiden  Paare  Aehnlichkeitspuukte  x3,  y3  , 
und  Xi , yi , so  hat  man: 

AV  + A'r"  A"V  ± AV"  hmr"  + A V» . 

y3 — r'ir"  ’ r'+^  > 3h — ^4./»  ’ 


x3 

Daher 


g”r'±g'r" 

r'±r" 


u.  s.  w. 


y3  —y3  h"r'  ± (A'r")  + AV"  T (AV")- AV  +AV" 
“ g"r' ± (g'r")  ± ,fr"' T GA") - fV T .9 V" * 
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Die  Zeichen  der  eingeklammerten  Ausdrücke  rühren  von  y3 , x3 
her,  und  da  diese  von  y2  unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  die 
eingeklammerten  Ausdrücke  unter  sich  und  ebenso  die  nicht 
eingeklammerten  unter  sich  zugleich  mit  dem  oberen  oder  dem 
unteren  genommen  werden  müssen,  dass  aber  die  Zeichen  der  ein- 
geklammerten von  den  anderen  nicht  abhängen.  Eben  dieselbe 
Bemerkung  gilt  für 

i/i—ya  + (Ä'V) — A'r"  + A"r'"+  h"'r"  ± (A"V) + A'r'" 

*1  - “ + (g"r‘) -9V'dbrV'+</V'  ± + g'r"  * 

Zur  Bildung  dieses  Ausdruckes  muss  man  erst  Zähler  und  Nen- 
ner von  y3 , x3  mit  dt  1 multipliciren , so  dass 

+ A'V'  + A'r" 

V*-  ±r'+r"  ' 

Beachtet  man  nun,  dass  die  eingeklammerten  Glieder  in  beiden 
Brüchen  zugleich  mit  dem  oberen  oder  unteren  Zeichen  genom- 
men werden  müssen,  weil  sie  sich  auf  denselben  Punkt  beziehen, 
und  dass  die  oberen  Zeichen  dem  inneren,  die  untern  dem  äus- 
seren Aehnlichkeitspunkte  entsprechen , und  dass  ferner  drei  von 

den  sechs  Punkten  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  — — — = — — S?, 

*3 

so  erhält  man  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Brüche  für  die 
verschiedenen  Zeichen  sehr  leicht  den  bekannten  Satz  von  den 
vier  Aebnlichkeitslinien. 

Wenn  auch  dieser  Beweis  etwas  weitläufig  ist,  so  hat  er  doch 
den  Vortheil,  sehr  allgemein  zu  sein  und  nicht  (wie  der  von 
Plücker)  einen  anderen  Lehrsatz  vorauszusetzen. 


Aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidel- 
berg an  den  Herausgeber. 

Ich  habe  eine  unter  gewissen  Voraussetzungen  sehr  allge- 
meine Formel  gefunden,  welche  ein  bestimmtes  Integral  mit  den 
Grenzen  <»■  und  0 auf  ein  anderes  zwischen  denselben  Grenzen 
zurückführen  lehrt,  wobei  sich  häufig  Bestimmungen  ergeben. 
Ueberdiess  erhält  man  wegen  Einführung  des  Imaginären  allemal 
zwei  Formeln  auf  einmal.  Eine  Skizze  desjenigen  Theils  meiner 
Formel,  welcher  zur  Herleitung  des  einen  von  Herrn  Lector  Lind- 
man*)  erwähnten  Integrales  hinreicht,  lässt  sich  wie  folgt  geben. 

/oo 

F(x)dx  zu  verwandeln,  denke  man  es  als  einen 

0 

speziellen  Fall  i//(0)  von 

*)  Heft  I.  diese!  Theils.  S.  118. 
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V>(y)  = -J*  F(x  + y \f — 1 )dx. 


1)  Unter  Voraussetzung  der  Differentiirbarkeit  die- 
ses Integrales  nach  jedem  positiven  Werthe  von  y 
(wozu  vor  allen  Dingen  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  F(x-\-yi) 
für  alle  Werthe  von  x und  y zwischen  0 und  oc  gehört)  ergibt  sich : 


3»(y) 

Sy 


— = i C F'(x-{-yr)d:i  — iF(cc  -f  yi)  — iF(yi)- 

y c / 


Es  sei  nun  v so  bestimmt,  dass  für  n=oc 

lim  (n  -f  yi)p  F(n  + yt)  = L 

werde,  wo  L einen  constanten  Werth  vorstellt.  Nun  ist 

thKy) 


also 


0y  -(n  + yiy  iF{’ji)  ’ 

*&>  = {!t+-ylßi  -ifFWdy. 


2)  Wenn  nun  v>  1,  so  fallt  rechter  Hand  das  erste  Glied 
weg,  und  indem  man  für  y die  Grenzen  oo  und  0 aunimmt,  entsteht 

t(*> ) — >K0)  = - ij'  F(yi)  dy. 

O 

3)  Falls  daher  i p(ao)  =/*  F(x-\-<xi)dx  verschwindet, 
bleibt,  da  ip(0)  = j F(x)dx  ist: 

u 

/X  /»CD 

F(x)dx-=i  J F(xi)dx. 

u O 

ln  dieser  Fundamentalformel  setze  man  nun 
x2f~l  — Pf—1 


F(x)-. 


-,  wo  (i<l; 


f 


1 -f  x2 

alsdann  sind  die  Bedingungen  (I),  (2),  (3)  erfüllt,  also  ist 

’ ® a:2"-1  — Pf-1  , „ P ® x2»-1  — I , 

-dx  = PfJ  r_x%  dx, 

O 

d.  b.  nach  Trennung  des  Realen  und  Imaginären: 

/mx2f~l  . . n r*  dx  P ® x2f-1—  1 

lTx*dx  = cotfr-l^J  j^+co  -yz^dx 

o o o 

und 
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Ulicellen. 


. n /**  dx  . ,C  ® x*t*  1 — 1 j . 

— 8io(2ft— l)jj  / rri5=8.nf.W  «*»• 

0 o 

aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  durch  Auflüsen : 

/»  x^-1  , 5t  /*  ® x2^- 1 — 1 , 5t  , 

n^=5=^’/  T=i 

Das  andere  von  Herrn  Lector  Lin  dm  an  erwähnte  fntegral  war 


. /*  ® sinax  sinfix  , . . 

,/  = j — ax,  a > «• 


Man  hat 


'-ST 


cos  (a  — 6)x— * cos(a-f  6)x 
x 


Da  nun  nach  einer  bekannten  Formel 


/ 


* e— “ — coscx 


-dx  = 0 


dx- 

if*U 

mmi«4  ,,H*b 


ist,  so  lässt  sich  der  vorige  Werth  auch  setzen: 

fij  “»tttf» 

‘VC «±A.,  ,,  ^ 


X 


M*! 


n — b'  )# 


Nachsatz.  Um  den  W7crth  des  bestimmten  Integrales 

j=  / S'n’'^r-  • *»■ 


-=/' 


zu  ermitteln,  worin  « und  k gerade  positive  Zahlen  sind,  ver- 
tausche man  x mit  ax;  diess  gibt:  ilbuoesO  it»LuariH 

. /•®sin«  + t+1(axh!'  -l 

anJ=J  5^ iU' 

, 0 ' , i J. 

Nun  sei 

1 |J*  . 

slii  *+H>(ax)  = At  sinax  + /43sin3ax-I-  ....=  2Ams\nniax, 
wo  Ai,  Aa....  BinomialcoelBcienten  vorstellen.  Alsdann  ist 
_ „ , /**  sin  max  , 

a”.J  = 2Am  J -^-dx- 

Ü ’ 

Differentiirt  man  beiderseits  nmal  nach  a,  so  kommt: 

nlJ=2Am.m-.(-  1)S  f * Äin^<fx=  J(- l)”2 2m«Am , * 

O 

also  ist 

n 

•'=^+1- t1"' (* ' + * + D-+_t-3',(n+  k + !)-+»=?+••••]■ 

Heidelberg,  den  3.  Februar  1860. 

' V'JJt  Jf 
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Literarischer  Bericht 

CXXXIII. 


Joseph  Grailich, 

Profezuor  der  Iiüheren  Physik  an  der  Universität  zu  Wien, 

starb,  kaum  30  Jahre  alt,  in  Wien  an  der  Schwindsucht 
am  13.  September  1859. 

Der  Herausgeber  des  Archivs  ist  durch  die  Nachricht  von  dem 
Dahinscheiden  des  obigen  trefflichen  jungen  mathematischen  Phy- 
sikers wahrhaft  erschüttert  worden.  Er  hatte  im  Jahre  1856  das 
Glück,  denselben  persönlich  kennen  zu  lernen,  namentlich  einige 
ihm  ewig  unvergessliche  Stuuden  in  dem  engeren  Familienkreise 
eines  von  ihm  wahrhaft  hochverehrten  Mannes  mit  dem  so  früh 
Dahingeschiedenen  zu  verleben,  und  glaubte  damals  in  demselben, 
im  höchsten  Grade  angezogen  durch  die  grosse  Liebenswürdig- 
keit und  Anspruchslosigkeit  seines  Wesens,  einen  jungen  Mann 
von  blühender  Gesundheit  zu  erkennen,  — wenigstens  seiner  äus- 
seren Erscheinung  und  dem  ersten  dadurch  hervorgebrachten  Ein- 
druck nach,  worin  man  sich  ohne  nähere  Kenntniss  freilich  leider 
nur  zu  oft  täuschen  kann.  — Desto  erschütternder  und  betrübender 
musste  natürlich  die  Nachricht  von  seinem  Tode  wirken.  Was  Grai- 
lich der  Wissenschaft  war,  zeigen  seine  Arbeiten,  und  Alle,  die  ihm 
näher  standen,  namentlich  seine  trefflichen  Lehrer,  wissen  es; 
mehr  über  seinen  Werth  zu  sagen,  ist  jetzt  hier  nicht  der  Ort; 
es  kann  nur  der  Wunsch  ausgesprochen  werden,  dass  derselbe 
recht  bald  in  einem  ausführlichen  Necrolog,  um  dessen  Einsen- 
dung der  Herausgeber  des  Archivs  dringend  bittet,  vollständig 
gewürdigt  werden  möge.  G. 


Mechanik. 

Einleitung  in  die  Mechanik.  Zum  Selbstunterricht 
mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens 
•t  ut.  XXXtY.  Hfl.  1.  1 
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von  H.  ß.  Liibsen.  IV.  Theil.  Fortsetzung  der  Dynamik 
fester  Körper.  V.  Hydrodynamik.  VI.  Aerodynamik. 
Mit  51  Figuren  im  Text.  Hamburg.'  O.  Meissner. 

: ^ '!£  r , ' ^ ■ 

Wir  freuen  uns,  dass  unser  im  Literar.  Ber.  Nr.^^XIX.  S. 2. 
ausgesprochener  Wunsch,  dass  noch  die  auf  dem  obigen  Titel 
angegebenen  Theile  der  Mechanik  als  Fortsetzung  der  früheren 
in  der  genannten  Nummer  des  Literarischen  Berichts  angezeigten 
Theile  dieses  empfehienswerthen  Buchs  erscheinen  möchten,  schon 
jetzt  in  Erfüllung  gegangen  ist.  Die  Fortsetzung  der  Dynamik 
enthält  die  Gesetze  der  Pendelschwingungen,  die  Lehre  vom 
Mittelpunkt  des  Schwuuges  und  des  Stosses  und  die  Lehre  von 
der  Wirkung  oder  Arbeit  der  Kräfte,  wo  sich  auf  S.  119.  die  histo- 
rische Notiz  findet,  dass  das  Maass  der  Kräfte,  welches  man 
jetzt  eine  Pferdekraft  nennt,  daher  entstanden  sein  soll,  dass 
Watt  gegen  einen  Fabrikanten,  der  eine  Mühle  durch  acht  Pferde 
bewegen  liess,  geäussert  haben  soll:  er  wolle  ihm  eine  Dampf- 
maschine liefern,  welche,  bei  geringeren  Kosten,  (lasse! Ire  leiste, 
mit  derselben  Kraft  wirke,  wie  jene  acht  Pferde,  ln  (j^r  Hydro- 
dynamik und  Aerodynamik  hat  sich  der  Herr  Veriass^r  nur  auf 
das  Allernothwendigste,  in  der  gewöhnlichen  Praxis  am  ^läufig- 
sten Anwendbare  beschränkt,  nämlich  auf  die  Lehre  vorn  Aus- 
fluss des  Wassers  aus  Gefässen  bei  constanter  bruckhöhe,  die 
Lehre  vom  Ausfluss  des  Wassers  aus  prismatischen  Gelassen  bei 
constanter  Druckhöhe,  die  Lehre  vom  Stoss  des  Wassers  gegen 
feste  Körper  und  umgekehrt,  und  auf  die  Lehre  vom  Ausflusse 
der  Luft  aus  Behältern.  Bei  Wissenschaften , deren  Natur  noch 
so  sehr  eine  bloss  hypothetische  ist,  wie  die  der  Hydrodynamik 
und  Aerodynamik,  halten  wir  bei  einem  Buche  von  der  Tendenz 
des  vorliegenden  die  sehr  engen  Gränzen,  die  der  Herr  Verfasser 
sich  hier  gezogen  hat,  für  völlig  zweckentsprechend,  und  ver- 
weisen übrigens  rücksichtlich  nnsers  allgemeinen  (Jrtheils  über 
dieses  Buch  auf  die  oben  angegebene  Nummer  des  Literar.  Ber. 


Physik. 

Der  Redaction  des  Archivs  ist  der  nachstehende  Catalog 
akustischer  Apparate  zugesandt  worden,  welche  bei  Herrn  Ru- 
dolph König  in  Paris  (Place  du  Lycde  Louis- Le-Grand,  5.) 
verfertigt  werden.  Schwerlich  wird  mau  anderwärts  eine  so  voll- 
ständige Sammlung  schöner  und  neuer  in  das  Gebiet  der  Akustik 
einschlageuder  Apparate  finden,  wie  hier,  wobei  wir  bemerken, 
dass  auch  die  Preise  uns  sehr  ndfssigy  überall  dem  Werthe  der 
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Apparate  entsprechend,  augesetzt  zu  sein  scheinen.  Wir  halten 
aus  daher  für  verpflichtet,  unsere  Leser  auf  diesen  CataJog  auf- 
merksam ‘Zu  machen,  welcher  in  systematischer  Ordnung  237 
Nummern  enthält.  Die  Haupt  - Rubriken  desselben  kennen  wir 
im  Folgenden  leider  nur  angeben: 

Catalogue  des  principaux  appareils  d’Acoustique, 
qui  se  fabriquent  ehez  Rudolph  Knenig  ä Paris,  Place 
du  Lycde  Louis-Le- Grand,  5.  Paris,  Imprimerie  Bailly, 
Divry  et  C®,  Place  Sorbonne,  2.  1859.  8°. 

I.  Appareils  pour  la  production  du  son  dans  les  principaux 
cas  (N°.  1—30.).  — 11.  Etudes  sur  l’origine  et  la  nature  du  son 
(N°.  31—45.).  — III.  Appareils  pour  tracer  et  pour  compter  les 
vibratlons  (N°.  46—55.).  — IV.  Appareils  pour  determiner  la  vitesse 
de  la  propägation  du  son  (N°.  56 — 59.).  — V.  Appareils  pour  l’dtude 
des  mouvements  ondulatoires  et  vibratoires.  (N°.  60—79.).  — VI.  Yi- 
brattons  de  l’air  (N°.  80 — 123.).  — VII.  Vibrations  des  cordes 
(N°.  124 — 733.).  — VIII.  Vibrations  des  membranes  (N°  134—143.). 
— IX.  Vibrations  des  verges  et  lames  (N°.  144 — 158.).  — X.  VE 
brations  des  ptaques  (N°.  159 — 172).  — XI.  Coroniunication  des 
Vibration^  et  sytsemes  vibrants  (N°.  173—190.).  — Tableaux  peints 
ä rhiitte'dü  1 nietre  50  sur  1 metre,  servant  aux  ddmonstrations 
puldiques  d'un  cours  d’Acoustique  (Nu.  191 — 232.).  — Quelques 
modeies  d'anatomie  dlastique  du  Dr.  Auzoux  (N°.  233 — 237.). 

Mau  wird  hieraus  die  grosse  Vollständigkeit  dieser  Sammlung 
ersehen  und  die  besondere  Hinweisung  der  physikalischen  Kabi- 
nette aller  Lehranstalten  auf  dieselbe  gewiss  gerechtfertigt  finden. 
Besonders  interessant  ist  aber  noch  die  dem  vorliegenden  Catalog 
beigelegte  Anzeige  eines  von  Herrn  Edouard-Ldon  Scott  er- 
fundenen, von  Herrn  Rudolph  Koenig  coustruirten  Instruments, 
welches  nuter  dem  Namen  ..Fhonautographe“  den  Zweck 
hat,  die  den  Schall  bedingenden  vibratorischen  Bewegungen  ge- 
wissermassen  niederzuschreiben  oder  bildlich  darzusteljen.  Des 
Interesses  wegen,  welches  dieses  Instrument  nothwendig  erregen 
muss,  lassen  wir  das  Wesentliche  aus  der  uns  vorliegenden  An- 
zeige nachstehend  abdrucken,  indem  wir  des  Weiteren  wegen  auf 
den  Catalog  selbst  verweisen: 

Le  Ph onau tograp he,  appareil  pour  la  fixation  gra- 
phique  des  bruits,  des  sous,  de  la  voix,  invente  par 
M.  Edouard-Leon  Scott  et  cnrstri.it  par  M.  Rudolph 
Koenig,  constructeur  d in  st  i u me  n ts  d ’acoustique,  a 
Paris,  Place  du  Lycde  Louis-Le-Graad,  5.  Brevets 
francais  (s.  g.  d.  g.)  et  etrangers.  3 , 
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' 'M.  ;L4on  Scott,  voud  par  sa  profeseion  tp-Mtnde  artistique 
et  »avante  de  la  typographie,  a consacrd  sii  annde»  d efforts  et 
de  saerifices  ä la  recherche  d'nne  impresaion  naturWIb  dee  pheno- 
menes  sonores ; plusieurs  socidtes  »cientifiques  et  des  professeors 
eminents  ont  requ,  ä differentes  reprises,  comniunication  de»  epren- 
ves  pal1  lui  obtenues  de  sons  de  l’air,  de  bruits,  du  chant  des 
Instruments  de  musique  et  de  la  vobc.  II  est  en  niesure  aujourd  bui 
de  fournir  aus  savants  et  aux  praticiena  nn  Instrument  capable  de 
rdaliser  les  experiences  |es  plus  curieuses  et  les  plus  variees. 

L’inventeur  a dd  lütter  longtcmps  contre  les  obstaeles  de  toute 
nature  qui  se  rencontrent  ä la  naissance  des  deeouvertes  impor- 
tantes, dont  le  rdsultat  ne  s’adresse  pas  immediatement  a la  sa- 
tisfaction  des  besoins  materiels.  Heureusement,  un  anxiliaire  lai 
est  arrive.  M.  Rudolph  K o e n i g s’est  mls  ä sa  diSposition  poor 
la  compldte  roise  en  oeuvre  de  la  phonautographie.  M.  Seott 
doit  Ueaucoup  a ce  constructeur  habile  pour  l’exeeution  reguliere 
de  rinstrument,  la  disposition  de  ses  diverses  parti dam  de 
bonues  conditions  acoustiques,  1’ingeuieux  ageu.ceai?ptj  qui  doit 
perraettre  ä l'appareil  de  figurer  honorablemept  dang,f^fI1,<;g!)inel 
de  physique.  En  luoins  de  six  niois,  la  collaboratiqq,d>e  J’ÄWfö®- 
teur.  et  du  constructeur  a donne  naissance  au  Pbonautogrqpfae,  en 
ce  moment  soumis  ä l’appreciation  et  au  jugemeut  du  wppde  de 
la  Science  et  de  l’art.  ‘vi.  js  i«9tnioij  noacqsii; 

La  sdrie  des  experiences  ddjäl  reussies  et  qöi  esfindiquee 
plus  loin  montrera  l’etendue  des  Services  que  lennuvql  instrnment 
est  appele  ä reudre  ä la  Science  ainsi  qu’aux  arts  entre  les  mains 
des  physiciens,  des  physiologistes,  des  professeurs  de  conserra- 
toire,  des  linguistes,  • des  facteurs  d’instruments,  des  amateurs 
curieux,  des  cbercheurs  rdpandus  sur  la  surl'ace  de  l’Europe  sa- 
vante.  II  suflira  dp  dire  ici  qu’on  obtient  facilement,  dds  aujour- 
d’bui,  une  impression  correcte  d’un  grand  nombre  de  mouvements 
rapides  et  specialerhent  des  mouvements  vibratoires  qui  s’accom- 
plissent  dans  l’air  et  qui  sont  produits  par  des  instriiments  quel- 
conques,  soit  de  mdcanique,  de  physique  ou  de  musique,  ou  meine 
des  voix  ou  d’autres  agents  physiologiques,  et  qu’on  peut,  par 
extension,  en  multiplier  les  dpreuves  par  les  moyens  connus. 

Voici  une  serie  d’expdriences  qu’on  peut  rdaliser  par  la  pbo- 
nautographie  : ......  9Dp  am» 

I*  Ecrire  le  mouvement  vibratoire  d’un  solide  qucleoaque  pour 
servir  de  terme  de  comparaison  avec  les  mouvements  d’un  fluide: 
compter,  au  moyen  du  chronomdtre  pointeur,  le  nombre  de  Vibra- 
tion« cxecutees  par  ce  solide  dans  l’unitd  de  temps ; 
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2°  Un  diapason  ayant  M4,  par  le  moyen  de  l'expdrience  prdcd- 
dente,  et&Jonne  ä un  norobre  determine  de  Vibration«  dans  l’unitd 
de  temp»  (500  ou  1000  par  exemple),  corapter,  en  le«  faisant 
ecrire  simultanement,  le  nombre  de«  Vibration«  accomplies  par  un 
agent  apte  ä vibrer  (solide  ou  fluide)  dans  un  espace  de  temp« 
aussi  court  que  l’on  Voudra  (quelques  milliontes  de  seconde). 
Exemple:  compter  et  mesurer  le«  phases  diverse«  d’un  bruit  et 
les  Intervalle«  de  temp«  compris  entre  des  pbdnomenes  sonores 
rapides  et  successifs ; eprouver  la  sonorite  relative  des  metaux, 
des  alliages,  des  bois,  etc. ; 

3°  Ecrire  les  vibrations  produites  dans  une  membrane  par  un 
tuyau  ou  plusieurs  sonnant  simultanement,  en  compter  le  nombre, 
en  montrer  les  phases;  obtenir  la  flgure,  ou  diagramme  acousti- 
que,  de  cbacun  des  accords  et  des  dissonnances ; ecrire  de  mdme 
le  chant  d'instrumcnts  ä vent  quelconques,  montrer  le  timbre  propre 
de  eea  .'Instruments;  ecrire  le  mouvement  compose  resultant  de 
sons.dfe  deux  ou  de  plusieurs  Instruments  jouaut  simultanement; 

4*VE)etite  le  chant  d’une  voix;  en  mesurer  l’etendue  par  le 
chrttadriWre  pointeur  ou  le  diapason  etalon  pointeur;  ecrire  la 
gamNti4  ‘^iln  cbanteur,  en  mesurer  la  justesse  par  le  diapason 
pomtM^r  feb1  montrer  la  puretd  (ou  Hsochronisme  des  vibrations) 
ainsi  que  le  tirübre;  ecrire  une  melodie  et  la  transcrire  h l’aide 
du  diapason  pointeur;  ecrire  le  cbant  simultane  de  deux  voix  et  * 
en  moutrer  l’accord  ou  le  desaceord; 


5®  Etudier  acoustiquement  les  mouvement«  physiologiques  ou 
patboldgiques  de  l’appareil  vocal  et  de  ses  parties  pendant  les 
differentes  emissions  de  «on,  le  cri,  la  toux,  etc.;  marquer  le« 
accidents  de  timbre  propre«  h une  voix  donnde ; 

6°  Etudier  la  voix  articulee  et  la  declamatioo,  ainsi  que  les 
diagrammes  syllabiques,  etc.; 


7°  Inscrire,  ä l’aide  d'ajustements  accessoires,  le«  mouvement« 
du  pendule,  du  toton,  de  l’aiguille  airoantee,  le  mode  de  locomo- 
tion  d’un  insecte,  etc. 


Prix  de  l’appareil  complet,  dont  le  cbronomötre  et  le 
diapason  etalonne,  mentionnes  1°  et  2°,  font  partie  . . 500  fr. 
— Le  memo,  avec  cylindre  et  porte-membrane  en  bois  . 400  „ 

Bien  que  l'appareil  soit  d’nii  niauYement  facile,  et  le«  Mani- 
pulation« necessaire«  a l’obtention  et  a la  fixation  des  dprettves 
aussi  simples  que  peu  nombreuses,  il  sera  donne  aux  personne« 
qui  se  procureront  un  appareil  une  instruction  detaillOe  pour  son 

emploi.  > - . ' *i  jc..  • u ...  1 
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S'adresser , pour  l’aequisition  des  uppareils,  ä M.  Bndvlph 
Koau  ig,  seul  constructeur,  a Paris,  place  du  Lycöe  Louis -le- 
Grand,  n°.  5; 

Et  pour  les  cessions  de  toTevets,  a M.  P.  Clouvet,  avocsat, 
tue  Saint-Jacques,  n°.  326. 

Anleitung  zu  den  magnetischen  Beobachtungen. 
Von  Karl  Kreil,  Director  der  k.  k.  Central-Anstalt  für 
Meteorologie  und  Erdmagnetismus  u.s.n.  Zweite  ver- 
mehrte Auflage.  (Als  Anhang  zum  XXXII.  Bande  der 
Sitzungsberichte  der  mathem.-naturw.  Classe  der  k.  k. 
Akad emie  der  Wis senschaften.)  Wien.  1858.  & 

Wir  freuen  uns  sehr,  diese  neue  Auflage  einer  aus  ihrer 
früheren  Ausgabe  hinreichend  bekannten  trefflichen  Schrift  anzei- 
gen  zu  können.  Jedenfalls  enthält  diese,  aus  der  Feder  eines 
mit  der  Anstellung  magnetischer  Beobachtungen  und  allen  dazu 
gehörenden  älteren  und  neueren  Apparaten  so  vollkommen  wie 
irgend  Jemand  vertrauten  Mannes  geflossene  Schrift1  eine  der 
besten  Anleitungen  zu  solchen  Beobachtungen,  welche  -es  giebt, 
und  mnss  Allen,  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen  beschäfti- 
gen wollen,  dringend  empfohlen  werden,  da  wir  sie  für  Jeden, 
der  sich  solchen  Arbeiten  zu  widmen  denkt,  geradezu  unentbehr- 
lich halten.  Auch  können  wir  namentlich  die  Versicherung  geben, 
dass  in  dieser  neuen  Ausgabe  alle  seit  dem  Erscheinen  der  ersten 
gemachten  neuen  Erfindungen,  sofern  sie  wirklich  wissenschaft- 
lichen und  praktischen  Werth  haben,  sorgfältige  Berücksichtigung 
gefunden  haben,  und  dass  alle  Instrumente  und  Apparat»  durch 
sehr  saubere  Holzschnitte  erläutert  worden  sind.  Auch  sind  allen 
Methoden  vollständig  ausgerechnete  numerische  Beispiele  beige- 
fügt  worden,  entnommen  aus  den  vielen  praktischen  Arbeiten, 
weiche  Herr  Director  Kreil  auf  diesem  Felde  in  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  in  allen  Theilen  des  österreichischen  Kaiser- 
staats ausgeführt  hat.  Zuerst  beschäftigt  sich  die  Schrift  mit  den 
Bestimmungsstücken  der  magnetischen  Erdkraft,  nämlich  I.  der 
Declination,  II.  der  horizontalen  Intensität,  111.  der  Inclination; 
hierauf  folgen  die  Variations-  Apparate  und  dann  die  astronomi- 
schen Beobachtungen,  die,  wie  sich  von  selbst  versteht,  mit  jeder 
magnetischen  Beobachtung  zu  verbinden  sind.  Den  Schluss  bil- 
det eine  Reihe  von  Tafeln,  welche  zur  wesentlichen  Erleichterung 
der  Rechnungen  sehr  geeignet  sind,  nämlich:  I.  Tafel  für  die 

Mittags  Verbesserung.  11.  Tafel  für  die  Mitternacht»v«rbe«serw»g. 
UL  Tafel  für  die  mittlere  Refraetion.  IV.  V.  VI.  Tafeln  für  die 
Correctionen  wegen  des  Luftdrucks,  der  Temperatur  des  Qüeck- 
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«ifhers  und  der  Temperatur  der  äusseren  Luft.  VII.  Hühenparal- 
laxe  der  Sonne.  VIII.  Logarithmen  von  m und  n.  Bemerkungen. 

Möge  der  Herr  Verfasser  durch  Beachtung  seiner  ausgezeich- 
neten Schrift  in  möglichst  weiten  Kreisen  für  seine  bei  der  Be- 
arbeitung dieser  neuen  Auflage  gehabte  Mühe  reichlich  belohnt 
werden. 


Astronomie. 

Gewiss  ist  es  de«  Lesern  des  Archivs  interessant,  zu  ver- 
nehmen , dass  die  Erben  Schumacher’s,  des  früheren  berühm- 
ten Directors  der  Sternwarte  in  Altona,  dessen  Briefwechsel  mit 
Gaus«  und  ülbcrs,  im  Ganzen  5 Bände  ä '28  Bogen,  heraus- 
zugeben beabsichtigen,  und  dass  die  Leitung  dieses  Unterneh. 
mens  jedenfalls  keinen  besseren  Händen  anvertraut  werden  konnte, 
als  denen  seines  treffliehen  Nachfolgers,  des  gegenwärtigen  hoch- 
verdienten Directors  der  Altonaer  Sternwarte,  Herrn  Prof.  Dr, 
C.  A.  F:- Peters.  Je  mehr  der  Unterzeichnete  selbst  das  An- 
denken 8 c h u mac Ire r ’ s mit  aufrichtiger  Pietät  in  seinem  Herzeir 
bewahrt,  und  je  mehr  er  sich  durch  die  Freundschaft  des  treff- 
lichem Herausgebers  geehrt  und  bestückt  fühlt,  je  mehr  er  aber 
auch  — - was  natürlich  hier  die  Hauptsache  ist  — von  der  sehr 
grossen  Wichtigkeit  dieses  Briefwechsels  in  w is senschaft- 
licher  Rücksicht  überzeugt  ist:  desto  mehr  hält  er  sieb  für 
verpflichtet,  die  Leser  seiner  Zeitschrift  auf  dieses  interessante 
und  nichtige  Unternehmen  aufmerksam  zu  machen  und  die  er- 
schienene desfallsige  Anzeige  nachstehend  vollständig  abdrucken 
zu  lassen.  1 Grunerl. 

Aufforderung  zur  Subscription  auf  Schnmacher’s  wis- 
senschaftliche Correspondcnz.  . 

Die  Erben  meines  berühmten  Vorgängers  Schumacher  beab- 
sichtigen, die  nachgelassene  wissenschaftliche  Correspondenz  des- 
selben herauszugeben  und  haben  mir  die  Ordnung  und  Auswahl 
der  Briefe  übertragen.  Diese  Briefe  sind  wegen  der  Verbindung, 
in  welcher  Schumacher,  beinahe  ein  halbes  Jahrhundert  hin- 
diireh,  nicht'  allein  mit  den  Astronomen  und  den  Verfertigern 
astronomischer  Instrumente,  sondern  auch  mit  vielen  hervorragend 
den  Gelehrte»  der  verwandtes»  Wissenschaften  stand,  von  gros- 
ser Wichtigkeit  für  die  Gesehiohte  der  F ortschritte  der  exacten- 
Wissenschaflen  und  enthalten  einen  reichen  Schatz  von  Erörte- 
rungen, die  eich  auf  alle  Tbeiie*  insbesondere  jedoch  auf  den 
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beobachtenden  Tbeil  der  Astronomie,  auf  Geodäsie,  Magnetismus, 
auf  Wägungen  etc.  beziehen.  Ausserdem  enthalten  sie  viele  in- 
teressante Urtbeile  über  astronomische  Schriften  und  Arbeiten, 
über  Instrumente  etc.  Sie  werden  daher  ein  wichtiges  Geschenk 
für  Astronomen,  Mathematiker  und  Physiker  bilden  und  ohne 
Zweifel  fordernd  und  anregend  auf  deren  Wissenschaften  einwirken. 

Zuvörderst  wird  der  Briefwechsel  Sch u mach er’s  mitOlbers 
und  Gauss  veröffentlicht  werden.  Durch  die  freundliche  Bereit- 
willigkeit des  Herrn  Senators  Olbers  in  Bremen,  so  wie  des 
Herrn  Ober- Baurathes  Gauss  in  Hannover  und  des  Vorstandes 
der  Universität  zu  Göttingen  sind  die  Briefe  von  Schumacher 
an  Olbers  und  Gauss  gleichfalls  zur  Verfügung  gestellt ; so  dass 
also  beide  Correspondenzen  jetzt  vollständig  vorliegen. 

Um  die  Mittel  zur  Bestreitung  der  Druckkosten  zu  erlangen, 
haben  die  Schumacher’schen  Erben  den  Weg  der  Subscription 
gewählt.  Sobald  jene  Kosten  gedeckt  sind,  wird  der  Druck  sei- 
nen Anfang  nehmen  und  möglichst  schnell  gefordert  werden. 

Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher  wird 
3 Octavbände  von  ungefähr  28  Bogen  jeder,  und  der  Zwischen 
Olbers  und  Schumacher  etwa  2 ähnliche  Bände  füllen.  Auf 
diese  beiden  Briefwechsel  kann  einzeln  subscribirt  werden  und  ist 
der  Preis  pro  Band  auf  3Thaler  Preuss.  Cour,  oder  4 Thaler  R.-M. 
gesetzt,  die  bei  Ablieferung  jedes  einzelnen  Bandes  bezahlt  werden. 

Aufträge  bitte  ich  an  mich  adressiren  zu  wollen.  Es  wäre 
erfreulich,  wenn  die  Herren  Subscribenten  ihre  Aufträge  recht  bald 
einreichen  möchten,  weil  der  Beginn  des  Drucks  davon  abhängt. 

Altona  1858  März  16.  Prof.  C.  A.  F.  Peters, 

Director  der  Altonaer  Sternwarte. 


Vermischte  Schriften. 

The  Atlantis:  a Register  of  Literature  and  Science. 
Conducted  by  Members  of  the  Catholic  University  of 
Irelaod.  N®.  IV.  July  1859.  8». 

Die  drei  ersten  Kümmern  dieses  auch  rücksichtlich  seines 
nicht-mathematischen  und  physikalischen  Inhalts  vieles  Interes- 
sante enthaltenden  Journals  sind  in  den  Literarischen  Berichten 
Kr.  CXXVI.  S.  8.  und  Nr.  CXXXI.  S.  10.  angezeigt  worden.  Die 
vorliegende  Nummer  enthält  die  folgenden,  in  den  Kreis  des 
Archivs  gehörenden  Aufsätze : Scientific  Researches.  Art.  I. 
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On  the  use  of  the  Kections  of  the  One  in  the  solution  of  eertuin 
Geometrical  Problems.  By  Rev.  W.  G.  Penny,  M.  A.  (Auf  die- 
sen zwar  elementaren,  aber  manches  Lehrreiche  und  Bemerkens- 
werthe  enthaltenden  Aufsatz  hoffen  wir  im  Archiv  später  noch 
besonders  zurückzukommen).  — Art  11.  Note  on  the  Thickness 
of  the  Earth’s  Crust.  By  Henry  Uennessy.  F.  U.  S.!  — Ein  zwar 
nicht  unbedingt  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörender,  aber  doch 
im  Allgemeinen  sehr  interessanter,  mit  grossem  Fleiss  in  clinia- 
tolngischer,  meteorologischer  und  statistischer  Rücksicht  bearbei- 
teter Aufsatz  ist:  Art.  III.  Climatology  of  Lisbou  in  Relation 

to  the  YeUow  Fever  Epidemie  of  1837.  By  Robert  D.  Lyons, 
M.  D,  — Auch  möge  in  chemischer  Rücksicht  noch  erwähnt  wer- 
den: Art.  IV.  ,0n  the  cbange  of  Caseine  into  Albuinen  with  sonte 
Observations  on  Lactic  Fermentation.  By  William  K.  Sullivan. 

:i  113  07  l,  ...  I , 1 1 - I • f 

rrj-.ll'f  ■■  ■ ■ t I ...  . . I,.!  S v‘.  f.-.jlfii 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 

W issenacb  affen  zu  Wien..  (S.  Literar.  Ber^  .fyr^if^XlV,' 

S.  5.)  ■ - 

'»■i'.ioasfniiil'.iK  I.  :<  ■ ■ >•  - - -<f.»  , -j-!l  h(| 

Ueher  die  neue  sehr  zweckmässige  Einrichtung  dieser  so  y ^ei- 
fach  wichtigen  Sitzungsberichte  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIY. 
S.  8.  Nachricht  gegeben,  «vorauf  «vir  also  des  Folgenden  ««egen 
ein  ßir  alle  .Mal  .verweisen.  t,  i; 

. .'.Icvid  »eb.titSlBUm-ff  XXX.  IS88. 

Nr.  16.  Vogel:  Ueber  die  Entmischung  des  Weingeistes 
in  Folge  spontaner  Verdunstung.  S.  261.  •—  Löwy : Elemente. der 
Bahn  des  von-  Bruhn*  am  21.  Mai  1858  in  Berlin  entdeckten 
Co  Miete  II,  S.271. 

h 

Nr.  Han  dl  und  Weis*:  Untersuchungen  über  den  Zu- 
sammenhang in  den  Aenderungen  der  Dichten  und  Brechungs- 
Exponenten  in  Gemengen  von  Flüssigkeiten  und  Verbindungen  von 
Gasen.  S.  389. 

Band  XXXI.  1858. 

, Nr.  18.  Starke:  Ueber  ein  kleines  Passage-  und  Höhen- 
mess-Instrument,  welches  in  der  W’erksliitte  des  polytechnischen 
Institutes  verfertigt  worden  ist.  S.  3.  (Wir  bemerken,  dass  dieses, 
wie  es  scheint  sehr  schöne  und  zweckmässig  eingerichtete  Instru- 
ment, dessen  Fernrohr  14  Zoll  Brennweite,  15  Linien  Oeffhung 
und  eine  28mallge  Vergrüsseriing  hat;  bei  «velchem  ferner  der 
Vertikalkreis  8 Zoll  Durchmesser  hat  und  durch  zwei  diametrale 
Nonien  10  Seeunden  anglebt,  der  Horizontalkreis  dagegen  mittelst 
eines  Nonius  von  30  zu  30  Seeunden  getheilt  ist,  mir  300  PI. 
= 200  Thlr.  kostet,  wogegen  der  Preis,  wenn  dev  Horir.ou- 

I* 
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talkreis  ebenfalls  durch  2 Nonien  von  10  zu  10  Secunden  getheilt 
ist,  sich  auf  330  Fl.  =220  Thlr.  stellt.  Bei  der  grossen  Solidi- 
tät aller  aus  der  Werkstätte  des  polytechnischen  Instituts  in  Wien 
hervorgehenden  Arbeiten  ist  dieser  Preis,  wie  jeder  Kenner  sieht» 
ein  überaus  massiger,  weshalb  Instrumente  dieser  Art  allen  Lehr- 
anstalten recht  sehr  empfohlen  zu  werden  verdienen.)  — Simerka: 
Die  Perioden  der  quadratischen  Zahlformen  bei  negativen  Deter- 
minanten. S.  33.  — Weiss:  Ueber  die  Bahn  der  Ariadne.  S.  68. 
— v.  Lang:  Untersuchungen  über  die  physikalischen  Verhält- 

nisse krystallisirter  Körper.  S.  85. 

Nr.  19.  Petzval:  Ueber  das  neue  Landschafts-  als  Fern- 
rohr Objectiv.  S.  213. 

Nr.  20.  Strauch:  Auszug  aus  der  Abhandlung:  Anwendung 
des  sogenannten  Variationscalculs  auf  zweifache  und  dreifache 
Integrale.  S.  310.  — Kämtz:  Note  über  baro-  und  thermome- 
trische  Windrosen.  S.  332.  — Haidinger:  Neueste  genaue  Län- 
gen- und  ßreitenhestiinmungen  auf  St.  Paul,  durch  Herrn  k.  k. 
Schiffs  - Fähnrich  Robert  Müller  von  Sr.  Majestät  Fregatte  No- 
vara  ausgeführt.  S.  351.  — Oeltzen:  Argelander’s  Zonen-Be- 
obachtungen  (Fortsetzung).  Sechste  Abtheilung  von  19*  bis  23*. 
S.  357. 

Band  XXXII.  1858. 

Nr.  ,21.  Ludwig  und  Stefan:  Ueber  den  Druck,  den  das 
fliessende  Wasser  senkrecht  zu  seiner  Stromrichtung  ausübt.  (Mit 
3 Tafeln)  S.  25.  — Grailich  und  v.  Lang:  Untersuchungen 
über  die  physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Körper.  II. 
S.  43.  — Peterin  und  Weiss:  Untersuchungen  über  das  Tönen 
der  Flammen  flüssiger  und  fester  Körper.  Mit  1 Tafel.  S.  68.  — 
Ditscheiner:  Ueber  die  graphische  Linien- Ellipsen -Methode. 
Mit  2 Tafeln.  S.  76. 

Nr.  22.  A Freih.  v.  Baumgartner:  Nachtrag  zu  meinem 
Aufsätze:  Von  der  Umwandlung  der  Wärme  iti  Elektricität.  S.  157. 
(Der  hochverdiente  Verfasser  dieses- Aufsatzes  hatte  im  Jahrgänge 
1856  der  Sitzungsberichte.  Band  XXII.  eine  höchst  lesenswerthe 
Abhandlung  unter  dem  Titel:  „Von  der  Umwandlung  der  Wärme 
in  Elektricität“  veröffentlicht.  Gegen  die  in  dieser  Abhandlung 
vorgetragehen  Ansichten  hat  Herr  Prof.  Müller  in  Freiburg  i.  B. 
einige  Bedenken  vorgetragen,  welche  Herr  Freiherr  v.  Baum- 
gartner in  dem  vorliegenden  Aufsatze  mit,  wie  cs  uns  scheint, 
siegreichen  Gründen  widerlegt,  zugleich  aber  noch  andere  sehr 
beachtenswerthe  und  lehrreiche  Bemerkungen  beifügt,  die  wir  der 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser  empfehlen.)  — Karl  v.  Sonklar: 
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Ueber  die  Transversal -Schwingungen  eines  elastischen  Stabes. 
S.  207.  — AIU:  Ueber  die  Bahn  der  Leda.  S.  258. 

Nr.  23.  Weisse:  Vergleichung  des  „Catalogus  generalis 
pro  1830“  in  Struve’s  „Stellarum  fixarum  imprimis  duplicium 
et  multiplicium  positiones  mediae.  Petropoli.  1852“  mit  den  bei- 
den Catalogen  aus  Bessel’s  Zonen -Beobachtungen.  S.  270.  — 
Zante deschi:  Deila  legge  fondamentale  delle  verge  vibranti 
e delle  canne  a bocca.  S.  290.  — Derselbe:  Legge  archetipa 
delle  verghe.  S.  301. 

Band  XXXIII.  1858. 

Nr.  24.  Blaserna:  Ueber  den  iuducirten  Strom  der  Neben- 
batterie. S.  25.  — Löwy:  Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen 
V.  1858.  S.  150-  — v.  Lang:  Ueber  die  Minimum  - Ablenkung 
der  Lichtstrahlen  durch  doppelt  brechende  Prismen.  S.  155. 

Nr.  25.  Knochenhauer:  Ueber  den  elektrischen  Zustand 
der  Nebenbatterie  während  ihres  Stromes.  S.  1G3. 

Nr.  26.  Simerka:  Lösung  zweier  Arten  von  Bleichungen. 
S.  277.  — ‘Unger:  Botanische  Streifzüge  auf  dem  Gebiete  der 
C’ulturgeschicbte  (allgemein  interessant).  S.  303. 

Nr.  27.  VVeiss:  Ueber  die  Bahn  des  Kometen  VIII.  des  Jah- 
res 1858.  S.  359.  — Grailich  und  Lang:  Untersuchungen  über 
die  physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Körper  (IV.  Fort- 
setzung). S.  369. 

Nr.  29.  v.  Lang:  Die  Aenderungen  der  Krystall-Axen  des 
Arragonites  durch  die  Wärme,  gerechnet  aus  Rudberg's  Beobach- 
tungen. S.  577.  — Adolph  Weiss  und  Edmund  Weiss: 
Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  in  den  Aenderungen  der 
Dichten  und  Brechungs  Exponenten  in  Gemengen  von  Flüssigkeiten. 
S.  589.  — Grailich:  Ueber  symmetrische  Functionen,  welche 
zur  Darstellung  gewisser  physikalischer  Verhältnisse  krystallisir- 
ter Körper  dienen  können.  S.  657.  (Wir  empfehlen  diese  Abhandlung 
recht  sehr  der  Beachtung.) 

Band  XXXIV.  1859. 

Nr.  1.  v.  Lang:  Einige  Bemerkungen  zu  Herrn  Dr.  J.  Ste- 
fan’s  Abhandlung:  Ueber  die  Transversalschwingungen  eines 
elastischen  Stahes.  S.  63. 

Nr.  2.  Knochenhauer:  Ueber  den  Strom  der  Nebenbatte- 
rie. S.  77.  — Murmann  und  Hotter:  Untersuchungen  über  die 
physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Körper.  S.  135. 

Nr.  3.  Lüwy:  Ueber  die  Bahn  des  Kometen  Donati.  S.  207.  — 
Löffler:  Ueber  die  Methode,  die  grössten  und  kleinsten  Werthe 

unbestimmter  Integral  formell!  zu  finden.  S.  227. 
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Band  XXXV.  1859. 

Nr.  7.  Tschermak:  Ueber  den  Zusammenhang  zwischen 
der  chemischen  Constitution  und  dem  relativen  Volumen  bei  flüs- 
sigen Verbindungen.  S.  18. 

Nr.  8.  Czermak:  (Jeber  die  Sprache  bei  luftdichter  Ver- 

Schliessung  des  Kehlkopfes.  S.  63.  — Reitlinger:  Ueber  flüs- 
sige Isolatoren  der  Elektricität.  S.  73. 


Die  Königlich  Belgische  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Brüssel  hat  unter  dem  Titel: 

Tables  gdnerales  et  aualytiques  du  Recueil  des 
Bulletins  de  l’Academie  Royale  des  Sciences, 
des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Ire 
Serie.  Tome  1 a XXJ11.  (1832— 1856.)  Bruxelles. 


i«,-  , ,'Uayez.  1858.  (395  Seiten  in  8°.) 


ii) 


ein  überaus  vollständiges  Inhaltsverzeichnis*  ihrer  „Bulletins“ 
veröffentlicht,  welches  aus  den  beiden  Theilen'  ''„'Ptlble  des 
mäti&res“  und  ,.Table  des  auteurs“  besteht.  Bei  de»  gros- 
sen Wichtigkeit  dieser  Bulletins  Dir  die  Wissentebbft  machen 
wir  unsere  Leser  auf  dieses  Inhaltsverzeichniss  besonders  auf- 
merksam, welches  bei  vielen  wissenschaftlichem 'Untersuchungen, 
wo  es  nöthig  ist,  auf  die  wichtigen  Arbeiten  der  Belgischen  Aka- 
demie zurfickzugehen , die  »vesentlichste  Erleichterung  gewähren 
und  solche  Untersuchungen  sehr  zu  unterstützen  geeignet  sein  wird. 
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cxxxiv. 


Mathematischer  und  physikalischer  Unterricht. 

Für  die  preussischen  Real-  und  höheren  Bürgerschulen  ist 
so  eben  bei  der  neuen  Organisation  dieser  Lehranstalten  eine 
neue  ausführliche  Unterrichts-  und  Prüfungs-Ordnung  er- 
schienen *).  Dieses  neue  Reglement , welches  mit  Recht  von  dem 
ganzen  Lande  mit  besonderer  Freude  und  Genugthuung  begrüsst 
worden  ist,  ausführlich  zu  besprechen,  kann  hier  natürlich  nicht 
der  Ort  sein;  einer  vorzugsweise  auch  der  Förderung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift, 
wie  dem  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik“,  geziemt 
es  aber  wohl,  über  eine  so  wichtige,  so  sehr  und  so  tief  in  das 
ganze  Volks-  und  Staatsleben  eingreifende  Verordnung  rücksichtlich 
des  genannten  Unterrichts  einige  Worte  zu  sagen,  namentlich  wenn 
es  mit  so  grosser  Freude,  mit  so  grosser,  aus  innerster  Ueber- 
zeugung  hervorgegangener  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  den 
gegebenen  Vorschriften  geschehen  kann,  wie  im  vorliegenden  Falle 
von  dem  Unterzeichneten. 

An  die  Abiturienten  der  Realschulen  werden  in  der  Mathe- 
matik und  Physik  die  folgenden  Anforderungen  gestellt,  wodurch 
also  zugleich  das  Ziel  bezeichnet  wird , dessen  Erreichung  diese 
Schulen  in  den  genannten  Wissenschaften  zu  erstreben  haben. 

„In  der  Mathematik  hat  der  Abiturient  den  Nachweis  zu 
liefern,  dass  er  auf  dem  ganzen  Gebiet  der  Mathematik,  so  weit 
sie  Pensum  der  oberen  Klassen  ist  (Kenntuiss  der  Beweisfüh- 
rungen, so  wie  der  Auflösungsmethoden  einfacher  Aufgaben  aus 

*)  M.  «.  s.  B.  Crntralhlstt  fnr  die  gennmmte  l’nterrichte- 
Yerwattung  in  Pressten.  1869.  üetober.  fc.  682. 
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der  Algebra,  die  Lehre  von  den  Potenzen,  Proportionen , Glei- 
chungen, Progressionen,  der  binomische  Lehrsatz  und  die  ein- 
fachen Reihen,  die  Logarithmen,  die  ebene  Trigonometrie,  Ste- 
reometrie, die  Elemente  der  beschreibenden  Geometrie,  analytische 
Geometrie,  Kegelschnitte;  angewandte  Mathematik -/Statik  and 
Mechanik),  sichere,  geordnete  und  wissenschaftlich  begründete 
Kenntnis»  besitzt,  und  dass  ihm  auch  die  elementaren  Theile  der 
Wissenschaft  noch  wohl  bekannt  sind.  Eben  so  muss  Fertigkeit 
in  allen  im  praktischen  Leben  vorkommenden  Rechnungsarten, 
im  Rechnen  mit  allgemeinen  Grössen  und  im  Gebrauch'der  mathe- 
matischen Tafeln  vorhanden  sein.  Auf  strenge  Beweisführung 
und  auf  Fertigkeit  in  der  Lösung  der  Aufgaben  ist  bei  der  Abi- 
turientenprüfung besonderer  Werth  zu  legen. 

In  der  Physik  muss  der  Abiturient  diejenige,  begriffe  und 

' '»»  ken- 


ssen- 
ler  auf 
muss  die 


Sülze,  und  eben  so  in  Betreff  der  Versuche^  «jip, 
nen,  welche  auf  die  Entwickelung  der  physikalischen  Wis 
Schaft  von  wesentlichem  Einflüsse  gewesen  sind.  \$äi  der 
Experimente  gegründeten  Kenntnis»  der  N^turgÖ^ 

Befähigung  vorhanden  sein,  dieselben  mathenialiscfrzu  entwickeln 
tind  zu  begründen;  die  Schüler  müssen  eine  Fertigkeit’ aarin  er- 
worben haben,  das  in  der  populären  Sprache  älsQuäfilat  feefasste 
durch  Quantitäten  auszudrücken.  Im  Einzelnen  ist  das  Ziel:  Be- 
kanntschaft mit  den  Gesetzen  des  Gleichgewichte  und  der  Bewe- 
gung, der  Lehre  von  der  Wärme,  der  Elektrizität,'  dem  Magne- 
tismus, vom  Schall  und  vom  Licht, 

s ■„  i--i  il'cij  urs  aro  iloaigunis  . y ..  • 

10  Bei  der  schriftlichen  Prüfung  haben  die  Abiturienten  zu  liefern : 


1.  Die  Lösung  von  vier  mathematischen  Aufgaben: 


a)  aus  dem  Gebiete  der  Gleichungen  zweiten  Grades; 

b)  aus  dem  Gebiete  der  Planimetrie  oder  qoalytiscben 

Geometrie;  ■ . , * 

c)  aus  der  ebenen  Trigonometrie; 

d)  aus  der  Stereometrie  oder  den  Kegelschnitten  ; 

2.  die  Lösung  einer  Aufgabe  aus  der  angewandten  Ma- 
thematik (Statik  oder  Mechanik),  einer  physikali- 
schen Aufgabe  (Optik  oder  Wärmelehre),  und  einer 
Aufgabe  aus  der  Chemie.  Letztere  darf  nicht  zu  einer 
Relation  über  einen  Abschnitt  des  Systems  veranlassen, 
sondern  ist  so  zu  wählen,  dass  sie  Gelegenheit  giebt, 
Kenntnisse  aus  verschiedenen  Theilen  der  Chemie  und 
Sicherheit  in  stöchiometrischen  Rechnungen  zu  geigen." 

üeberhlieken  wir  nun  diese  Bestimmungen , so  geben  sie  uns 
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zu  verschiedenen  Betrachtungen  Veranlassung,  di«  aber  in  ihre« 
Gesammthcit  uns  nur  zu  dem  Urtheil  führen,  dass  alle  Vorschrif- 
ten ohne  Ausnahme  in  jeder  Beziehung  im  höchsten  Grade  zweck- 
mässig sind  imd  ati  dem  lebhaftesten  Danke  gegen  die  hohe  Unter- 
ricbtsbehörde  und  Alle , die  derselben  bei  der  Abfassung  des 
ueuen  Reglements  ratbend  zur  Seite  gestauden  haben , auflordern. 
Der  Unterzeichnete  darf  von  seinem  Standpunkte  aus  ein  solches 
Urtheil,  ohne  irgend  »‘eiche  Missdeutung  zu  befürchten,  um  szr 
eher  und  so  unumwundener  aussprechen,  weil  er  eines  Theils, 
bei  dem  Erlass  des  neuen  Reglements  auch  nicht  im  Entfernter! 
steu  betbeiligt  gewesen  ist  und  betheiligt  sein  konnte,  dagegen 
aber  andern  Theils  darin  durchgängig  die  Grundsätze  als, 
maassgebend  betrachtet  worden  sind,  die  er  selbst,  wie  aufraerk-; 
same  Leser  des  Archivs  sich  gewiss  erinnern  werden,  bei  sehr 
vielen  Gelegenheiten  als  die  seinigen  ausgesprochen  und  geltend, 
zu  machen  gesucht  hat. 

Was;?uerst  das  geforderte  Maas»  mathematischer  und  phy- 
sikalischer Kenntnisse  betrifft,  so  ist  dies  in  allen  Beziehungen 
richtig  gpjrpfjep  worden , und  namentlich  durfte  man  in  den  gestell- 
ten Anforderungen  nach  unserer  Ansicht  nicht  einen  Schritt 
weiter  gehen,  (phne  den  Schüler  in  Regionen  der  Mathematik 
zn  führen,  welche  eine  für  seinen  geistigen  Standpunkt  nicht 
mehr  geeignete  Ahstraction  der  Begriffe  fordern.  Dass  also  de» 
früher  öfters  laut  gewordenen  Forderungen  vieler  Realschulleh- 
rer, — denen  Wir  bekanntlich  an  nicht  wenigen  Stellen  des  Archivs, 
stets  so  energisch  wie  möglich  entgegen  getreten  sind,  — auch 
die  Elemeute  der,  sogenannten  höheren  Analysis  in  den  Uiiter- 
richtskreis  der  Realschulen  aufzunehmen,  nicht  Rechnung  getra- 
gen worden  ist,  dagegen  aber  manches  Wichtige,  was  früher  un- 
beachtet gelassen  worden  war,  gebührende  Berücksichtigung 
gefunden  hat , liefert  einen  für  uns  im  höchsten  Grade  erfreulichen 
Beweis,  mit  welcher  Weisheit  die  hohe  Unterrichtsbehürde  den 
Werth  des  mathematischen  Unterrichts  keineswegs  unter-,  aber 
auch  nicht  überschätzt.  Die  Aufnahme  der  Kegelschnitte  in  den 
Kreis  des  Unterrichts  ist  im  höchsten  Grade  erfreulich;  denn 
woher  soll  der  Universitätslehrer  Beispiele  einzelner  Curven,  deren 
er  bei  den  ersten  Anwendungen  der  Differentialrechnung  so  sehr 
bedarf,  hernehmen , als  aus  dieser  Lehre.  Eben  so  zweckmässig 
ist  die  Aufnahme  der  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  und 
wer  sollte  sich  nicht  aufrichtigst  freuen,  dass  auch  endlich  der 
für  alle  praktischen  Fächer  so  überaus  wichtigen,  aber  auch  aus- 
serdem  sehr  wesentliche  geistige  Bildungselemente  enthaltenden 
beschreibenden  Geometrie,  womit  uatürlich  auch  andere  graphische 
Darstellungsroetboden,  wie  Perspective,  Sehattencenstvuctienen, 


2 


4 


Literarischer  Bericht  C.XXXif. 


auch  die  neuere  Axonometrie  eng 
Rechnung  getragen  worden  ist. 

Was  ferner  die  Physik  betrifft,  so  ist  auf 'die  sogenannte  an- 
gewandte Mathematik:  Statik  und  Mechanik,  überhaupt  und  im 
Allgemeinen  aber  darauf  besonderer  Nachdruck  gelegt  worden, 
dass  in  der  Physik  das  mathematische  Element  und  die  mathe- 
matische Behandlung  vorherrschend  sein  soll,  wobei  übrigens 
immer  auch  dem  Experiment  gebührend  Rechnung  getragen  und 
demselben  sein  sehr  wohl  begründeter  Werth  erhalten  bleiben 
soll  und  muss.  „Der  Schüler  soll  aber  bei  der  auf  Expe- 
rimente gegründeten  Kenntniss  der  Naturgesetze  sich 
die  Befähigung  erwerben,  dieselben  mathematisch  zu 
entwickeln  und  zu  begründen;  er  soll  die  Fertigkeit 
erwerben,  das  in  der  populären  Sprache  »(»Qualität 
Gefasste  durch  Quantitäten  auszudrücken;-  er  soll  in 
der  Chemie  Sicherheit  in  stöchiometriscben-iRecbnun- 
ge«  erworben  haben.“  Nichts  kann  dem  Unterzeichneten  mehr 
aus  der  Seele  geschrieben  sein,  als  dieses;  halten  alle  Lehrer 
sich  streng  an  diese  überaus  weisen  Vorschrift«#,  , #e.j  wird  der 
erfreulichste  Erfolg  des  in  so  vielen  Beziehungen  wichtigen  phy- 
sikalischen Unterrichts  gewiss  nicht  ausbleiben.  aliyied 
v-  Nichts  kann  endlich  mehr  erfreuen,  als  dass  auf  die  strenge 
Beweisführung  überall  der  grösste  Werth  gelegt  und  dieselbe  als 
die  ersteGrundbedingung  für  fruchtbringendes  Getingetl  desmathema- 
tischen  und  physikalischen  Unterrichts  überall  anerkannt  worden  ist*). 

*-  -:L: r.  . ^ihllO'wdxte 

*)  Im  schroffsten  Gegensätze  zu  dem  Obigen,  soll  narb  einer  Ver- 
fügung de«  Kurfürstlich  Hessischen  Ministeriums  de«  Innern  vOm  28.  Fe- 
briler 1843  „der  Unterricht  in  der  Mathematik  nus  dem  Gebiet  der 
Abstrnction  entfernt,  vielmehr  möglichst  ennernt  und  anschaulich  gehal- 
ten, und  von  den  Lehrern  der  Mathematik  soll  darauf  Bedacht  genom- 
men werden,  den  Schülern  zunächst  in  der  Arithmetik  eine  genügende 
Uehung  zu  geben,  um  nicht  so  sehr  das  Wissen,  als  das  Könne« 
der  Schüler  auf  dem  Gebiet«  zu  erzielen,  das  dieselben  zu  beherrschen 
im  Stande  sind/'  — Sapienti  sat ! Wir  hoffen  zur  Ehre  der  Kurhesai- 
•chen  Regierung,  dass  diese  Verordnung,  von  welcher  wir  im  Archiv. 
Thl.  V.  S.  273.  schon  sagten:  „Selten  ist  wohl  eine,  das  wahre  Wesen 

einer  Wissenschaft  und  deren  Bedeutung  für  den  Schulunterricht  so  durch 
und  durch  verkennende  Verordnung  erlassen  worden“,  jetzt  ganz  und 
gar  der  Vergessenheit  anheim  gegeben  worden  ist,  nachdem  ausgezeich- 
nete Hessische  Lehrer,  z.  B.  der  treffliche  Grebe  in  Cassel  m der 
Schrift:  Ueher  die  Beschränk  a ng  des  in  a thein  a ti  sch  en  Un- 
terrichte auf  den  knrhessiechea  Gymnasien.  Marburg.  1845. 
bestimmt  genng  gegeu  und  iilior  dieselbe  sich  auszusprrchen  keinen 
Anstand  geauiuaiea  haben.  i 


Zusammenhängen’,  gebührend 
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Der  Unterzeichnete  ist  der  Meinung,  dass  die  Lehrer  der 
Mathematik  und  Physik  aut'  Universitäten  und  höheren  technischen 
Lehranstalten  rücksicbtlich  der  Vorbildung  der  sich  au  weiterer 
Ausbildung  ihnen  zuwendenden  Schüler  jetzt  nicht  mehr  werden  ver- 
langen und  wünschen  können  und  dürfen,  wenn  in  den  genannten 
Wissenschaften  von  den  Realschulen  alles  das  geleistet  wird, 
vras  ihnen  jetzt  mit  der  grössten  Weisheit  und  Umsicht  zu  lei» 
sten  aufgelegt  worden  ist.  Denn  Alles  scheint  uns  in  dieser  Be- 
ziehung auf  den  preussischen  Realschulen  von  nun  an  so  trefflich 
geordnet  und  geregelt,  dass  vernünftigerweise  kaum  noch  etwas 
zu  wünschen  übrig  bleibt. 

Sollen  nun  aber  namentlich  unsere  Universitäten,  wie  doch 
vorausgesetzt  werden  muss,  auch  hauptsächlich  mit  den  Zweck 
haben,  tüchtige  Lehrer  für  Gymnasien  und  Realschulen  zu  bilden,  f 
so  werden  sie  sich  auch  angelegen  sein  lassen  müssen,  das« 
künftig  auch  Vorlesungen  über  beschreibende  oder  descriptiv« 
GeometrSeuhd  andere  verwandte  Gegenstände  sich  in  ihren  Lections- 
catalogen  angekündigt  finden,  was  bisher  wohl  nur  höchst  selten 
der  Falt*  gew  esen  ist.  Und  wegen  des  nun  in  schönster  Weise 
geordneten ^physikalischen  Unterrichts  hält  der  Unterzeichnete  wie 
früher  bereits  immer,  uin  so  mehr  jetzt,  eine  Vorlesung  über 
Mechanik,  .überhaupt  über  den  ganzen  mechanischen  Tkei)  der 
Physik  in  elementarer,  aber  streng  mathematisch  be* 
gründeter  Darstellung,  neben  den  natürlich  6ich  von  seihst  verste- 
henden Vorlesungen  über  höhere  oder  analytische  Mechanik,  für  unbe- 
dingt noth wendig,  und  bekennt  gern,  dass  er  selbst  schon  frjjher 
oft  den  grossen;  Nutzen  einer  solchen  elementaren  mechanischen 
Vorlesung  für  seine  Schüler  mit  Freuden  kennen  gelernt  bat  . 

Mögen  jetzt  nur  alle  Lehrer  eifrigst  dahin  streben,  ihren  Un- 
terricht in  einer  dem  grossen  Werthe,  welchen  die  hohe  Unter- 
richtsbehörde den  herrlichen  Wissenschaften,  welche  diese.  Zeit- 
schrift vertritt,  beimisst  und  diese  ihre  Ansicht  durch  da* 
besprochene,  in  allen  Beziehungen  treffliche  Reglement  öffentlich 
ausspricht  und  an  den  Tag  legt,  vollkommen  entsprechenden  Weise 
zu  ertheilen.  Dahin  durch  das  Ohfge  zu  wirken  ist  der  eifrigst» 
Wunsch  des  Unterzeichneten  und  die  hauptsächlichste  Absicht 
der  obigen  Zeilen,  denen  nur  noch  die  Versicherung  binzugefügt 
werden  mag,  dass  das  Archiv  allen,  die  Verbesserung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  im  Auge  habenden  Auf- 
sätzen wie  bisher  auch  fernerhin  in  der  bereitwilligsten  Weise 
offen  stehen  wird.  Grunert. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Amtlicher  Bericht  ijber  die  vier  und  dreissigste 
Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  AeFite  in 
Carlsruhe  im  September  1858.  Herausgegeben  von  den 
Geschäftsführern  derselben  Eisenlobr  und  Volz.  Mit 
5 Tafeln  und  16  Holzschnitten.  Carlsruhe,  Multer’scbe 
Hofbuchhandlung.  1859.  4. 

I'A-I. 

Als  wir  in  dem  mit  dem  vierten  Hefte  des  vorhergehenden 
Theils  unsers  Archivs  erschienenen  Literar.  Berichte  Nr.  CXXXH. 
den  „Amtlicheu  Bericht  über  die  zwei  und  dreissigste  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  vom  Jahre  1856“  anzu- 
zeigen die  Freude  batten,  schlossen  wir  unseren  Bericht  mit  dem 
Wunsche,  bald  auch  den  Amtlichen  Bericht  über  di*,  vorjährige, 
ln  so  vielen  Beziehungen  schöne  und  wichtige  Carlsruher  Ver- 
■ Sammlung  anzeigen  zu  können.  Früher  als  wir  glauben  und  hoffen 
konnten,  ist  unser  Wunsch  in  Erfüllung  gegangen;  tdeMi  schon  jetzt 
Hegt  dieser  Bericht  über  die  vorjährige : Versammlung  , in  einem 
; In  der  trefflichsten , nichts  zu  wünschen  übrig  lassenden  Weise 
ausgestatteten  Quartbande  vor  uns.  In  der  Tbat  siud  .def  Flelss 
und  die  Ausdauer  der  beiden  verehrten  Herausgeber. SW«  Eisen- 
lohr und  Volz,  die  sich  schon  durch  die  Leitung  der  Versamm- 
lung selbst  um  diese  und  alle  dabei  Anwesenden. so  sehr  verdient 
gemacht  haben,  wahrhaft  zu  bewundern,  dass tste  im.det  kurzen 
Zeit  eines  Jahres  ein  so  umfangreiches,  vor  der  ganzen  Versamm- 
lung ein  so  interessantes,  lebensvolles  Bild  gebendes  Werk  zu 
Stande  brachten,  was  gewiss  auch  nur  dadurch  mtöglWh  gewesen 
ist,  dass  sie  von  der  Miiller'schen  Hofbuchdruckerei  und  den 
Behörden,  welchen  dieselbe  vielleicht  unterstellt  ist,  in  jeder 
Weise  bereitwilligst  und  kräftigst  unterstützt  wurden-  Hie  Wis- 
senschaft kann  für  solche  neue  Aufopferung  von  Zeit,  Kraft  and 
Mühe  allen  bei  dem  Zustandebringen  des  schönen  Werks  Betbei- 
ligten  nur  ihren  wärmsten  und  innigsten  Hank  sagen.  Wir  aber 
sprechen  unsere  lebhafteste  Anerkennung  der  Trefflichkeit  des 
Werks  in  den  kurzen  Worten  aus:  dass  es  nach  unserer 
vollkommensten  Ueberzeugung  in  keiner  Beziehung 
irgend  etwas  zu  wünschen  übrig  lässt,  und  wollen  nun 
versuchen,  seinen  Inhalt,  insofern  derselbe  in  den  Kreis  unsers 

Archivs  gehört,  im  Folgenden  anzugeben. 

• • . - 

Schon  früher,  als  wir  die  schöne  Eröffnungsrede  des  treff- 
lichen W,  Eisenlohr  in  Thl.  XXXII.  S.  140.  unseren  Lesern 
mittbeileu  zu  können  die  Frende  hatten,  haben  wir  uns  mit  der 
wärmsten  Anerkennung  über  die  grosse  Schönheit  und  wisscn- 
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schädliche  Bedeutung  der  Carlsruher  Versammlung  ausgesprochen. 
Indes«  sind  auch  von  manchen  anderen  Versammlungen  *)  die 
dabei  Betbeiligteu  mit  innigem  Dank  für  das  ihnen  Gebotene  und 
die  ihnen  gewordene  wissenschaftliche  Anregung  und  Erfrischung 
geschieden.  Dagegen  steht  aber  in  einer  Beziehung  die  Carls* 
ruber  Versammlung  einzig  in  ihrer  Art  da,  weil  einer  der  edel- 
sten deutschen  Fürsten  seine  Anerkennung  der  hohen  Bedeutung 
der  Naturw  issenschaft  in  einer  jedes  für  diese  göttliche  Wissenschaft 
warm  schlagende  Herz  wahrhaft  erhebenden  Weise  dadurch  öffent- 
lich aussprach  und  kund  gab,  dass  er  nebst  seiner  erlauchten 
Gemahlin  mit  bewunderungswürdiger  Ausdauer  den  Verhandlungen 
von  Anfang  bis  zu  Ende  persönlich  beiwohnte,  und  denselben 
stets  mit  der  grössteu  Tbeiinabme  folgte.  Dies  ist  eine  fürstliche 
Tbat,  deren  sich  die  Wissenschaft  wahrhaft  freuen  kann  und  muss; 
dieselbe  wird  zu  einem  historischen  Factum,  welches  ewig  in  den 
Annalen  der  Wissenschaft  verzeichnet  zu  werden  verdient,  desto 
mehr>  ''je  seltener  im  Allgemeinen  solche  Beispiele  hoher  fürst- 
licher Gesinnung  sind.  Wir  dürfen  hier  nicht  mehr  sagen,  um 
unseren  Lesern  die  Freude  nicht  zu  schmälern,  die  sie  aus  der 
Lectürebdes"  schönen  vorliegenden  Werks  in  der  angedeuteten 
Beziehung  schöpfen  werden.  Die  grosse  Aufopferung  der  beiden 
Geschäftsführer.,  and  das  Entgegenkommen  aller  Behörden  des 
— . — . ■■  ! i:di  gdcii'iü 

*)  Interessant  i»t  da»  auf  S.9.  gegebene  Verzeichn»*  aller  bi*  jetzt 
etattgeliabtea  Versammlungen,  dessen  Mittheilung  an  diesem  Orte  wir 
untern  Lesern,  nicht  vnrenthallen  können:  Leipzig  1822,  Halle  1823, 

Würzburg  1824,  Frankfurt  a.  M.  1823,  Dresden  1826,  München  1827, 
Berlin  1228,  Heidelberg  1829,  Humburg  1830,  Wien  1832,  Breslau  1833, 
Stuttgart  1834,  Bonn  1835,  Jena  1836,  Prag  1837,  Freiburg  i.  B.  1838, 
Pyrmont  1839,  Erlangen  1810,  Braunschweig  1841,  Mainz  1842,  Cratz 
1843,  Bremen  1844,  Nürnberg  1843,  Kiel  1846,  Aachen  1847,  Begeüs- 
burg  1849,’  Greifswald  1850,  Gutha  1851,  Wiesbaden  1832,  Tübingen 
1853,  döttingen  1854,  Wien  1856,  Bonn  1857,  Carltrnhe  1858.  — Aus- 
gefallen ist  die  Versammlung  also  nur  zweimal,  nämlich  1831  nnd 
1855,  beidrmnt  der  in  der  betreffenden  Stadt  herrschenden  Cholera  wegen, 
was  natürlich  ein  sehr  triftiger  Grand  für  die  Aussetzung  der  Versamm- 
lung war.  Desto  mehr  ist  es  zu  bedauern , dass  man  in  diesem  Jahre 
(1869)  die  Versammlung  in  Königsberg  hat  ausfallen  lassen;  nachdem 
der  Friede  von  Villafrancn  im  Juni  geschlossen  war,  sneht  man  in  der 
Tbat  vergeblich  nach  irgend  einem  triftigen  Grande  für  das  Ausfallen 
einer  erst  im  September  stattfindendeu  Versammlung,  die  gerade  in  die- 
sen: Jahre  durch  ihre  grosse  deutsche  Beduutuog  gewiss  du*  Ihrige  za 
der  sehr  za  wünschenden  Ausgleichung  verschiedener  bedauerlicher  Dif- 
ferenzen in  Deutschland  beigetragen  haben  würde,  weshalb  der  Patriot 
es  am  so  mehr  beklagen  muss,  das*  die  Versammlung  gerade  in  die- 
nern Jahre  nicht  r.n  Stande  gekommen  ist,  G.  „ 
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Staats  und  der  Stadt  und  aller  für  Naturwissenschaft  ’sjeh'  irgend 
interessirenden  (Karlsruher  Gelehrten , deren  Zahl  eine  sehr  grosse 
ist,  bei  dieser  Versammlung  ist  au  bekannt,  als  das«  darüber 
hier  uoch  etwas  zu  sagen  wäre.  Absichtlich  haben  wir  wieder  diese 
unsere  Anzeige  unter  die  Rubrik:  „Geschichte  der  Mathematik  und 
Physik“  gestellt,'  weil  wir  auch  die  Carlsruher  Versammlung  für 
ein  wirkliches  historisches  Ereigniss  halten. 

W.  Eisenlohr’s  schöne  Eröffnungsrede  haben  wir  a.  a.  O 
schon  vollständig  mitgetheilt.  Die  Rede  des  zweiten  Geschäfts 
führers,  Medicinalraths  Volz,  über  das  Verhältnis.«  der  Mediciu 
zu  der  Naturwissenschaft,  ist  interessant , gehört  aber  nicht  in 
den  Kreis  unserer  Zeitschrift.  Als  allgemein  interessante  Reden 
bezeichnen  wir  noch  : Baumgärtner  von  Freiburg:  Geber  die 

Bedeutung  des  Menschengeschlechts  in  den  Werken  der  Schöpfung; 
— Erd  mann  von  Leipzig:  Geber  das  Verhältnis«  der  uatur. 

. * ~ **i\l  ‘ti*  !•;  • j •>  . 

wissenschaftlichen  Forschung  zum  religiösen  Glauben;  — Schaaf- 
hausen von  Bonn:  Geber  den  Zusammenhang  der  Natur-  und 
Lebenserscheinungen;  — Eimer  von  L a ngenbrü  c ke  n.;,  Geber 
das  Gotteshewusstsein  in  der  Naturlorschung.  Diese  Reden  sind 
vollständig  mitgetheilt,  und  solche  können  wir  hier  begreiflicher- 
weise nur  namhaft  machen.  — In  der  dritten  allgemeinen  Ver- 
sammlung machte  der  erste  Geschäftsführer  W.  Eisenlohr  die 
höchst  erfreuliche  Mittheilung,  dass  Seine  Königliche  Hoheit  der 
Grossherzog  zur  Erinnerung  an  die  34.  Naturforscher-Versammlung 
eine  zur  Vertheilung  an  sämmtliche  Mitglieder  und  Theilnehmer  , 
bereit  liegende  Medaille  habe  prägen  lassen,  und  schloss  dann 
die  denkwürdige  Versammlung  mit  überaus  gemiitVeicbeu  Wor- 
ten, die  Jeder  in  dem  Werke  selbst  mit  w ahrer  Freucje  und  Rüh- 
rung lesen  wird. 

jV‘f‘  .Ctt**  f 

Die  Zahl  aller  Mitglieder  und  Theilnehmer  war  904,  eine  Zahl, 
in  deren  Höhe  schon  allein  wahrlich  Beweis  genug  für  die  Be- 
deutung der  Versammlung  liegt-,  wenn  dieselbe  nicht  schon  ander- 
weitig genug  constatirt  wäre.  Interessant  mag  es  für  manchen 
unserer  Leser  sein,  dass  Herr  A.  de  Ca  umout,  fondateur  du 
congres  scientitique  de  France,  in  der  (Karlsruher  Versammlung 
persönlich  anwesend  war,  und  deren  Mitglieder  in  einem  beson- 
deren, in  der  dritten  allgemeinen  Sitzung  mitgetheilten  Schreiben 
zur  lebhalten  Theilnahme  an  dem  congres  scientitique  aufforderte; 
derselbe  wird  im  Jahre  1860  zu  Cherbourg  von»  Isten  bis 
lOten  September  gehalten  werden.  Wer  möchte  nicht  gern  diese 
Versammlung  in  einer  namentlich  durch  ihre  grossen  Marine- 
Etablissements  jetzt  so  ungemein  wichtigen  und  merkwürdigen  Stadt 
besuchen!  Deshalb  wird  vielleicht  für  manchen  unserer  Leser 

; A*'  ••  ' :t  T‘  * • . 
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d»e  folgende  Mittheilung  de»  Herrn  Caumont  interessant  »ein: 
„Leg  chemins  de  fer  francais  accordent  remise  de  moitid  pour 
aller  et  revenir  h ton»  les  membres  porteurs  de  cartes:  ces 
carte»  sont  deposde»  2 mois  k l'avance  ä Pari»,  rue  Richelieu  63 
et  rue  Bouloy  7:  eile»  soot  d’ailleurs  adressdes  ä ceux  qui  lev 
reclament  dp  secrdtaire  gdneral  du  congres*). 


Von  den  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Aufsätzen 
thun  wir  nun  noch  der  folgenden  Erwähnung: 

Zur  ältesten  Geschichte  der  Zahlzeichen.  Von  Canto*. 
Ueber  die  neuen  Tafeln  von  Wolfers  zur  Reduction  der  Oerter 
der  Sterne,  als  Fortsetzung  der  Tabulae  Regiomontanae  von  Bes- 
eel. Von  Argeiander.  - Ueber  den  Flächeninhalt  der  Kugel- 
zone. Von  Escher.  — Ueber  die  verschiedenen  Krümmungen 
in  einem  Punkte  einer  Fläche  zweiten  Grade».  Von  Zech.  — 
(Jeher  seine  Ausgabe  der  Werke  Kepler 's.  Von  Frisch.  - Ueber 
die  Reduction.  der  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Urd» 
nung  mit  n^.J^  Veränderlichen  auf  eine  Differentialgleichung  der 
"te"  M,rjtyUn?,  niit  nur  zwet  Veränderlichen.  Von  Weiler,  -j 
Uebe,V-fs‘Hv.?'leti’  v,,n  ihm  erfun,le"es  Photometer  für  die  IWim- 
mu»P  Ü^Lm^stärke  von  Fixsternen.  Von  Schwerd.  — Ueber 
Objectivp  zu  photometrischen  Zwecken.  Von  Petzval.  (Nur  kurz* 
Mittheijupg.)  — Ueber  Linsen  und  Linsensysteme  zur  Beobacht 
tung  der  Fatbenringe  im  polarisirten  Lichte.  Von  Reusch.  (Mit 
vorzüglicher  Rücksicht  auf  das  schöne  neue  Polarisation» -Instru- 
ment von  Nörre^nberg,  mit  dessen  feiner  Construction  es  mög-  I 
lieh  ist,  in  K,ryslallen  von  der  Feinheit  eine»  Haares  noch  die 
doppelt  brechende  Polarisationsrichtung  und  selbst  die  innere 
Structur  mit  Hülfe  der  sichtbar  werdenden  optischen  Erscheinun- 
gen zu  erkennen.)  — W.  Eisenlohr  zeigte  im  physikalischen 
Auditorium  »eine  schöne  Methode,  die  Wellenlänge  der  unsicht- 
baren oder  brechbarsten  Lichtstrahlen  zu  messen,  so  wie  die 
sebüuen  Erscheinungen,  welche  sich  theils  durch  objective  Dar- 
stellung mehrerer  Beugungsspectra,  theils  durch  ihre  Zerlegung 
hervorbringen  lassen.  ' 


Die  übrigen  physikalischen  Aufsätze  beziehen  sich  meistens 
auf  Elektricität,  Magnetismus,  Gase,  u.s.w.,  nämlich:  Ueberdie 


*)  Der  Herausgeber  wird  es  immer  für  seine  Pflicht  halten,  solche 
Mittheilungen  im  Interesse  der  Leser  und  der  Wissenschaft,  wo  sie  sich 
ihm  darbiet eu , zu  machen.  Die  General- Sekretaire  für  den  Congres»  in 
Cherbourg  sind:  M.  Itesuva,  pharinacien  major  de  la  marine,  und 
le  Vicomte  Du  Moncel,  von  denen  also  die,  eine  Reise  nach  Frankreich 
»ehr  erleichternden  Karten  za  erhalten  sein  werden. 
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Beziehungen  zwischen  Magnetismus , Torsion  und  WSrnto.  Von 
Wiedemann.  — Vergleichung  des  elektrostatischen  Grundge- 
setzes mit  dem  elektrodynamischen.  Von  v.  Feilitnscb.  Ver- 
fahren eine  bedeatende  Anhäufung  der  Elektricität  an  den.  Enden 
einer  Inductionsspirale  zu  Wege  zu  bringen.  Von  Böttger.  — 
Ueber  die  Molecularbewegongen  In  gasförmigen  Ktirpem.  Von 
Clausius.  — Ueber  magnetische  Adhaesion  und  neiio  Elektro- 
magnet e.  Von'  Nickles.  (Französisch.)  — Ueber  ehr  elektro- 
chemisches Cbronoscop.  Von  Hessler.  — Ueber  einen  elektri- 
schen Apparat  Von  Belli.  (Französisch.)  — Ueberdi« physikalische 
Ursache  der  Harmonie  und  Disharmonie.  Von  fielmholtz.  — 
Ueber  die  Wärmeintensitit  im  Spectrum  eines  Glas-  und  Ftintglas- 
prisma.  Von  Malier.  — Ueber  das  Spectrum  des  elektrischen 
Lichts  in  Geissler'schen  Röhren  und  aber  eine  merkwürdige  Wir- 
’ kuhg  eines  Magnets  auf  das  Licht  an  der  negativen  Elektrode  der 
Geissler’schen  Röhre.  Von  Plficker,  wobei  Dov«  ein  Mittel 
' angab,  die  elektrische  Natufdes  Nordlichts  optisch  zu  entscheiden. 

Im  physikalischen  Auditorium  der  polytechnischen ! Schule 
zeigte  Ruhmkorff  aus  Paris  den  für  das  physikalische  Cabiuet 
dieser  berühmten  Lehranstalt  auf  die  Zeit  dOr  Naturforscher- 
Versammlung  bestellten  grossen  Inductions- Apparat  vor,  und 
stellte  damit  grossartige,  allgemein  überraschende  Versuche  an. 
Mittelst  einer  Batterie  von  40  Grove’schen  Elementen  und  einer 
Kleist’schen  Flasche  von  2 Quadratfuss  Belegung  erzeugte  er 
unter  Anderem  Funken  von  10 — 15  Centimeter  Länge.  Neu  Ist 


daran  die  Ankervorrichtung,  indem  die  Unterbrechung  des  Stro- 
mes durch  eineu  Elektromagnet  und  ein  Volta’schesEteraeritbewirkt 
wird.  — Man  sieht  auch  in  dieser  höchst  dankensiverthen  Ver- 
anstaltung einen  Beweis , wie  sehr  von  der  Überaus  thätlgen , eifri- 
gen und  umsichtigen  Geschäftsführung  Alles  aufgeboten  wor- 
den war,  um  der  Versammlung  in  jeder  Beziehung  dthe  wahrhaft 
wissenschaftliche  Bedeutung  zu  gehen  und  zu  sichern. 

Möge  den  Herausgebern  des  vorliegenden  schönen  und  wich- 
tigen Werks  für  ihre  grosse  und  vielseitige  Aufopferung  nach 
allen  Seiten  hin  der  reichste  und  wärmste  Dank  von  allen  wahr- 
haft wissenschaftlichen  Männern  in  reichlichstem  Maasse  au  Theil 
werden,  was  gewiss  nicht  fehlen  wird,  wenn  alle  den  Werth 
solcher  Aufopferung  so  zu  schätzen  wissen,  wie  der  Unterzeich- 
nete Herausgeber  von  sich  selbst  gern  und  aufrichtig  bekennt. 

Grunert.  .«£' 

Uiber  Zahlensysteme  und  deren  Geschichte.  Von 
Joseph  Krist,  Professor  an  der  k.  k.  Ober-Realschule 
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za  Ofen.  (Vierter  Jahresbericht  der  b.  k.  Ober-Real- 
schule der  königlichen  freien  Hauptstadt  Ofen.  Am 
Sehlusee  des  Schuljahres  1859  veröffentlicht  vom  Di- 
rector.)  Ofen.  1859. 

Der  Herr  Verfasser  des  wissenschaftlichen  Theils  dieses 
lesenswerten  Programms  hat  nach  einer  kurzen  Einleitung  zu- 
erst in  der  Abtheilung  I.  die  allgemeine  Theorie  der  Zahlensysteme 
in  lehrreicher  Weise  entwickelt,  auch  die  gegenseitige  Verwand- 
lung der  Zahlensysteme  mit  verschiedenen  Grundzahlen  in  einan- 
der sehr  deutlich  erläutert,  wobei  die  Dyadik,  das  Sexagesimal- 
system  und  das  System  mit  der  Grundzahl  Zwölf  besondere 
Berücksichtigung  gefunden  haben,  «vas  in  einer  solchen  Scbul- 
scbrift  deshalb  besonders  zweckentsprechend  ist,  weil  die  drei 
genannten  Systeme  eine  gewisse  historische  Bedeutung  erlangt 
haben,  wie  auch  der  Herr  Verfasser  überall  hervorhebt.  Für 
Kenner  der  Geschichte  der  Mathematik  brauchen  wir  nicht  erst 
zu  bemerken,  dass  und  warum  Leibnitz  an  dem  dyadischen 
System  besonderes  Interesse  nahm;  der  vielfache  Gebrauch  des 
Sexagesinialsystem8  ist  gleichfalls  bekannt  genug,  und  schon 
Ptolerpäus  bedient  sich  in  seiner  Sehnentafel  der  Sexagesitnal- 
Einteilung;  VVerueburgs  excentrische  Ideen  und  Wünsche  in 
seiner  Teliosadik  für  sein  sogenanntes  Ta un  *)- System  sind 
wohl  wenigen  jüngeren  Lehrern  der  Mathematik  noch  bekannt, 
und  die  Erinnerung  an  dieselben  in  dieser  Schrift  war  daher  ganz 
zweckmässig.  — Die  Abtheilung  II.  enthalt  eine  sehr  fieissige 
Geschichte  dgr  Zahlensysteme,  auf  die  «vir  namentlich  Lehrer  an 
höheren  Unterrichtsanstalten,  denen  selten  grössere  Bibliotheken 
zu  Gebote  stehen,  deshalb  aufmerksam  machen,  weil  sie  in  der- 
selben auf  möglichst  engem  Ilaume  in  ziemlicher  Vollständigkeit 
Alles  zusumiuengestellt  linden,  was  die  alteren  und  neueren  For- 
schungen auf  diesem  Gebiete  geliefert  haben.  Dabei  haben  aber 
nicht  bloss  die  Arbeiten  von  Mathematikern,  wie  Humboldt, 
Libri,  Chasles,  Cantor  u.  s.  w.,  sondern  ganz  hauptsächlich 
auch  die  der  neueren  Sprachforscher  Prinsep,  Silvestre  de 
Sacy,  Nesselmann,  Brockhaus,  Rask,  Lassen  u.  s.  w. 
Berücksichtigung  gefunden.  Ja  auch  des  verdienstvollen  magya- 
rischen Sprachforschers  Paul  Hunfalvy  sprachwissenschaft- 
liche Untersuchungen  und  Ritter  von  Heufler’s  Arbeiten  über 
die  Sprache  der  Zigeuner  sind  von  dem  kenntuissreichen  Herrn 
Verfasser  gebübreud  beachtet  worden.  — Wir  halten  daher  diese 
Schrift  für  einen  sehr  lehrreichen  und  dankenswerten  Bei- 


' *)  Zwölf. 
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trag  zur  Geschichte  der  Mathematik,  insbesondere  weil  man  in 
derselben  ziemlich  alles  Wissenswerthe  über  den  fraglichen  Gegen- 
stand beisammen  findet.  Möge  dieselbe  deshalb  unseren  Lesern 
überhaupt,  insbesondere  aber  allen  Lehrern  an  höheren  Unter- 
richtsanstalten zur  Beachtung  bestens  empfohlen  sein,  f 

Der  übrige  Inhalt  dieses  Programms  ist  zwar  in  pädagogischer 
Rücksicht  sehr  interessant,  weil  er  ein  anziehendes  Lebensbild 
eines  trefflichen  Schulmanns,  des  Schulratbs,  jetzigen  Bischofs 
von  Szatbmär,  Dr.  Michael  Haas,  liefert,  und  durch  die  sehr 
vollständige  Mittheilung  des  Lehrplans  u.  8.  w.  der  k.  k.  Ober- 
Realschule  zu  Ofen  die  Organisation  dieser  wichtigen  Lehran- 
stalten in  Oesterreich  in  sehr  anziehender  Weise  kennen  lehrt, 
gehört  aber  nicht  weiter  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Berichte. 


jV>- »l!  *'.'*<■ 

:-.?U«  in  i 
• I ..  •«<  n«. er,  - 
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Geometrie. 
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Das  rechtwinkelige  Parallelepiped.  Elite  mathe- 
matische Monographie  von  Professor  Friedf.  Mann  (an 
der  Kantonsschule  zu  Frauen feld).  F rauen fe Id.  Huber. 


1859.  4. 


<■.!  v«!i.  ta.'io 
*i  -tu'.:*  ■ 


Der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  hat  in  derselben  das  recht- 
winkelige  Parallelepiped,  welches  selbst  in  den  ausführlichsten 
geometrischen  Lehr-  und  Handbüchern  mit  einigen  wenigen  Sätzen 
abgefunden  wird,  einer  sehr  eingehenden  Betrachtung  unterwor- 
fen, und  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  neuer  Relationen  für  dieses 
so  einfache  räumliche  Gebilde  aufgefunden,  deren  weitere  Be- 
nutzung bei  dem  geometrischen  Unterrichte  zu  wünschen  ist  und 
dazu  empfohlen  zu  werden  verdient.  Auf  Einzelnheiten  können 
wir  begreiflicherweise  nicht  eingehen,  nnd  bemerken  daher  nor 
noch,  dass  in  dem  zweiten  angewandten  Theile  seiner  ver- 
dienstlichen Schrift  Herr  Professor  Mann  Anwendungen  seiner 
Theorie  des  rechtwinkligen  Parallelepipeds  auf  die  Axonometrie 
gemacht,  namentlich  in  Nr.  47.  eine  der  Beachtung  recht  sehr 
zu  empfehlende  neue  Construction  des  den  axnnometrischen  Pon- 
structionen  zu  Grunde  zu  legenden  Axenkreuzes  mitgetheilf  hat. 
Möge  daher  die  kleine  Schrift  nochmals  der  Beachtung  unserer 
Leser  empfohlen  sein. 


i*  , ti  >< 
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Trigonometrie  (_ Nautik).  >« 

' • i ' • 'J‘> 

i Elements  de  -Trigonometrie  loxodromique,  suivia 
d ’ap plica t i on s a la  Navigation  d’apres  M.  J.  A.  firn* 
nert,  Membre  correspondant  de  la  Socidtd  Dunker- 
koise,  Professeur  ä l'lJniversite  de  Greifswald.  Par 
M.  Terquem,  Membre  titulaire  residant.  (Extrait  du 
6*  Volume  des  Memoires  de  la  Societe  Dunkerquoise 
pour  l'Encouragement  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Arts.).  Dunkerque.  Typographie  Benjamiu  Kien. 
185'J.  8°. 

i 

Herr  P.  Terquem,  Professeur  d’Hydrograpbie  ä Dunkerque, 
hat  in  der  vorliegenden  Schrift  eine  ausgezeichnete  Uebersetzung 
oder  vielmehr  Bearbeitung  der  von  mir,  dem  Unterzeichneten  Her- 
ausgeber des  Archivs,  im  Jahre  1849  herausgegebenen  Loxo- 
dromischen  Trigonometrie.  Leipzig.  1849.  8°.*)  geliefert. 
Ich  darf  wohl  als  bekannt  voraussetzen,  dass  ich  in  dieser  Schrift 
unter  vorstehendem  Namen  die  Gestaltung  einer  neuen  mathema- 
tischen Wissenschaft  versucht  habe,  welche  für  die  Navigation 
auf  der  ellipsoidischen  Erde,  in  Bezug  auf  das  den  loxodromischen 
Curs  verfolgende  Schiff,  dasselbe  leisten  soll,  was  die  ebene, 
sphärische  und  sphäroidische  Trigonometrie  fiir  die  Geodäsie  lei- 
sten, welche  also  für  den  Seemann  Dasselbe  sein  soll,  was  die 
letzteren  Wissenschaften  für  den  Geodäten  sind.  Je  mehr  ich 
mich  bemüht  habe,  durch  die  genannte  Schrill  der  loxodromischen 
Schifffahrt  auf  der  ellipsoidischen  oder  sphärischen  Erde,  welche 
letztere  natürlich  nur  ein  besonderer  Fall  der  ersteren  ist,  eine 
eben  so  allgemeine  und  sichere  theoretische  Grundlage  zu  geben, 
wie  dieselbe  die  Geodäsie  in  der  ebenen,  sphärischen  und  gpbä- 
roidischen  Trigonometrie  längst  besitzt:  desto  erfreulicher  ist  es, 
namentlich  bei  dem  grossen  Interesse,  was  ich  an  der  weiteren 
Ausbildung  aller  nautischen  Wissenschaften  überhaupt  nehme, 
natürlich  für  mich  gewesen,  dass  meine  Bemühungen,  so  wenig 
dieselben  auch  bis  jetzt  das  eifrig  erstrebte  Ziel  wirklich  erreicht 
haben,  wovon  Niemand  mehr  als  ich  selbst  überzeugt  sein  kann, 
bei  der  seit  der  Gründung  der  französischen  nautischen  Lehran- 
stalten durch  den  grossen  Colbert  durch  hohe  wissenschaftliche 
Ausbildung  so  sehr  ausgezeichneten  französischen  Marine  so  viel 
Anerkennung  gefunden  haben,  dass  einer  der  ausgezeichnetsten 
Professeurs  d'Hydrographie,  Herr  Paul  Terquem  in  Dünkir- 
chen, ein  Sohn  des  durch  die  Herausgabe  der  Nouvelles  An* 


*)  M.  e.  Liierst.  Rer.  Ar.  XL VIII.  (Tbl.  XII.)  S.  6ST. 
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Dales  de  Ma th em a t iques  so  sehr  verdienten  Herrn  O.  Ter- 
quem  in  Paris,  eine  Uebersetzung  meiner  genannten  Schrift  für 
notbwendig  und  zweckdienlich  erachtet  hat.  'Aber  es  ist  dies 
durchaus  nicht  eine  blosse  Uebersetzung,  sondern  vielmehr  in  mehr- 
facher Beziehung  eine  Bearbeitung  meiner  Schrift,  Indem  Herr 
Terquem  bei  der  ganzen  Darstellung  sich  noch  weit  Üiehl-,  als 
ich  selbst  ursprünglich  gethan  hatte,  dem  eigentlichen  prakti- 
schen Gebrauch  in  der  Nautik  angeschlossen  und  für  denselben 
die  von  mir  entwickelte  Theorie  wahrhaft  fruchtbar  zu  machen 
gesucht  hat.  Auch  sind  der  Schrift  zwei  besondere,  sehr  lehr- 
reiche Noten  beigefügt  worden,  von  denen  ich  namentlich  die 
zweite  hervorhebe,  welche  die  von  Herrn  Givry  an  den  Azimuthen 
auf  den  reducirten  Charten  angebrachte  wichtige  Correction  betrifft. 
Es  bat  sich  also  auf  diese  Weise  Herr  Terquem  ein  durchaus 
selbstständiges  Verdienst  erworben,  was  ich  hiemit  in  der  freu- 
digsten und  dankbarsten  Weise  anerkenne ; und  ich  hin  aus  allen 
vorher  angeführten  Gründen  der  Meinung,  dass  Niemand,  welcher 
sich  für  den  fraglichen  Gegenstand  und  die  namentlich  auch  in 
theoretischer  Rücksicht  zu  so  vielen  wichtigen  Untersuchungen 
Veranlassung  gebende  Nautik  überhaupt  interessirt,  auch  neben 
meiner  ursprünglichen  Schritt  die  neue  Bearbeitung  des  Herrn 
Terquem  wird  entbehren  können,  weshalb  dieselbe  der  allge- 
meinsten Beachtung  recht  sehr  empfohlen  werden  muss,  was  ich 
hiermit  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  thue. 

Es  ist  mir  wohl  noch  erlaubt,  darauf  hinzuweisen,  dass  man 
zweckmässig  mit  dem  Studium  der  obigen  Schriften  das  meiner 
Abhandlung  in  Thl.  XXI.  Nr.  XXII.  S.  304.  verbinden  wird,  worin 
ich  eine  besonders  einfache  Entwickelung  der  Gleichungen  der 
Loxodromen  auf  Rotationsflächen  gegeben  zu  haben  glaube.  Fer- 
ner verweise  ich  auf  die  von  mir  gefundenen  merkwürdigen  Aus- 
drücke für  den  Flächeninhalt  loxodromischer  Dreiecke'  auf  der 
Kugelfläche  und  auf  dem  Ellipsoid,  die  ich  in  den  Abhandlungen 
Thl.  XVI.  Nr. II.  S.23.  und  Thl.  XXVII.  Nr.  XIX.  S.  143.,  hauptsäch- 
lich aber  in  meinem  bei  Gelegenheit  der  vierhundertjäh'rigen 
Jubelfeier  der  hiesigen  Universität  im  Jahre  1856  verfassten  Deca- 
nats  - Programm  : De  area  trianguli  ioxodromici  in  super- 
ficie  el  lipsoidis.  Gryphiswaldiae.  Kunike.  1856.  4°.  ent- 
wickelt habe. 

Möge  die  Nantik  aus  allen  diesen  Arbeiten  den  von  mir  s» 
sehr  gewünschten  Nutzen  ziehen. 


Grunert. 

v’  : - f *•  »*** •• 
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j i t Vermischte  Schriften., 
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Sitzungsberichte  d er  Kö n ig I.  B üh mischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1839. 
Januar  — Juni.  Prag.  1859.  8°. 

. > . . • I ' ® > . I • • • . 

Es  ist  sehr  erfreulich , dass  die  um  die  Wissenschaften  in 
so  vieler  Beziehung  hochverdiente  Königlich  Böhmische  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Prag  von  dem  jetzigen  Jahre  an 
nach  dem  Beispiele  vieler  anderen  Akademieen  und  Gesellschaf- 
ten der  YVissenschaften  Sitzungsberichte  herausgehen  wird,  in 
denen  alle  in  den  stattgehabten  Sitzungen  vorgekommenen  Ver- 
handlungen in  der  Kürze  mitgetheilt  werden.  Das  erste  Heft  die- 
ser Sitzungsberichte  liegt  vor  uns,  und  »vir  werden  seinen  Inhalt, 
eben  so  wie  den  Inhalt  der  ferner  erscheinenden  Hefte,  so  bald 
dieselben  uns  zugehen,  in  unseren  Literarischen  Berichten  mit- 
theilen. Der  Inhalt  des  vorliegenden  Hefts,  so  weit  derselbe  in 
den  Kreis  des  Archivs  gehört,  ist  folgender. 

' Das  Heft  wird  eröffnet  durch  ein  Verzeichniss  aller  jetzigen 
Ehrenmitglieder,  ordentlichen,  auswärtigen  und  ausserordentlichen 
Mitglieder.  Die  Gesellschaft  besteht  aus  einer  philologischen, 
historischen , naturwissenschaftlich  • mathematischen , philosophi- 
schen Section.  In  der  Sitzung  der  naturwissenschaftlich- mathe- 
matischen Section  vom  21.  Februar  1859  hielt  Herr  Ritter  von 
Hasner  einen  physiologisch-optischen  Vortrag  über  das  Bino- 
cularsehen,  welcher  nach  dem  kurz  mitgetheilten  Inhalte  den 
wichtigen  Gegenstand  ganz  vom  mathematischen  Standpunkte 
behandelte.  Die  betreffende  Abhandlung  ist  im  lOten  Actenbande 
, vollständig  aufgenommen.  — Ferner  machte  Herr  Matzka  Mit- 
theilung über  seine  interessanten  Untersuchungen  über  die  Be 
rechnung  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  solcher  Körper, 
welche  von  zwei  parallelen  gläichvielseitigen  Vielecken  (Grund- 
ebenen) und  eben  so  vielen  dazwischen  liegenden  seitlichen 
windschiefen  Vierecken  begrenzt  sind,  wofern  die  Seiten- 
kanten entweder  gerad,  und  zwar  im  allgemeinen  paarweis 
gekreuzt  oder  angemessen  gekrümmt  sind.  Mit  der  betreffen- 
den vollständigen,  sehr  interessanten  Abhandlung  hat  Herr  Matzka 
das  Archiv  beehrt ; unsere  Leser  kennen  dieselbe  aus  Thl.  XXXIII. 
HfL  2.  Nr.  XII.  S.  121.  — In  der  Sitzung  derselben  Section  vom 
21.  März  1859  erläuterte  Herr  Pierre  in  sehr  deutlicher  Weise 
das  neue  Nörrenberg’sche  Polarisation«  - Instrument ; die  beigefügte 
Figur  dient  sehr  zur  besseren  Veranschaulichung  der  ganzen 
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Sache.  — 1»  der  Sitzung  vom  18.  April  1859  •)  theilte  Herr  Jeli- 
nek eine  Arbeit  de»  Herrn  Popper  mit,  in  welcher  derselbe  die 
Methode  von  Wed  die  zur  Auftindung  der  Wurzeln  numerischer 
Gleichungen  einer  Modification  unterwirft,  wodurch  diene  Methode 
in  der  Regel  schon  bei  zweimaliger  Anwendung  der  Transforma- 
tion, welche  der  W e d d le’ sehen  Methode  zu  Grunde  liegt,  die 
gesuchte  Wurzel  bis  auf  6 Üecimalen  genau  liefert.  Die  gemach- 
ten Mittheilungen  sind  ungeachtet  ihrer  Kurze  sehr  geeignet,  einen 
deutlichen  Begriff  von  Herrn  Pop  per' s Methode  zu  geben.  — Herr 
Kofistka  besprach' die  neueren  Planimeter  und  ihre  Benutzung, 
unter  Vorzeigung  eines  W’etli’schen  und  eines  Amsler’schen 
derartigen  Instruments,  ln  dem  Vortrage  wurden  die  Eigenthüm- 
lichkeiten  der  verschiedenen  Instrumente  namentlich  rücksichtlich 
des  angewandten  Coordinatensystems  sehr  deutlich  hervorgehoben 
und  eine  Vereinfachung  der  von  Stampfer  zuerst  entwickelten 
allgemeinen  Theorie  des  YVetli’schen  Instruments  angegeben, 
welche  für  den  Vortrag  besonders  geeignet  sei.  Bei  der  grossen 
praktischen  Wichtigkeit  der  in  Rede  stehenden  Instrumente  wür- 
den wir  uns  erlauben,  Herrn  Kofistka  freundlichst  zu  ersuchen, 
uns  seine  Theorie  zur  Veröffentlichung  in  dem  Archiv  gefälligst 
mitzutheilen,  was  gewiss  der  Sache  sehr  forderlich  sein  würde 
und  im  allgemeinen  Interesse  des  praktischen  Unterrichts  sehr  zu 
wünschen  wäre.  — In  der  Sitzung  vom  23.  Mai  1859  demonstrirte 
Herr  Purkyne  einen  optisch -physikalischen  Versuch  über  die 
scheinbare  Bewegung  gerader,  in  radialer  Richtung  bewegter  Linien. 

Wir  wünschen  sehr,  bald  zu  bhnlichen  Mittheilungen  über 
die  verdienstlichen  Arbeiten  der  Gesellschaft  Gelegenheit  zu  haben. 


*)  Wir  meinen  immer  die  matheinatueh-naturvriucnsehaftl.  Sectio», 
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Am  5.  December  1859  starb  zu  Paris  der  berühmte  Verfasser 
der  „Iilldmens  de  Statique“  und  vieler  anderer  nichtiger 
Werke  und  einzelner  Abhandlungen, 

L.  Poinsot, 

dessen  ansfiibrlichern  Necrolog  wir  späterhin  unseren  Lesern  mit- 
theilen  zu  können  hoffen.  • i 


-.i.jn  i % «■ . • • • * '• 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gewiss  werden  alle  Leser  des  Archivs  mit  besonderer  Freude 
vernehmen,  dass  Se.  Königliche  Hoheit  der  regierende  Grossher- 
zog von  Baden  so  eben  mit  bekannter  Munificenz  einen  neuen 
Beweis  hoher,  den  Wissenschaften  gewidmeter  fürstlicher  Gunst 
zu  geben  geruhet  haben,  durch  Bewilligung  der  Mittel  zur  Wieder- 
herstellung der  Mannheimer  Sternwarte  und  zur  Anstellung  eines 
tüchtigen  Astronomen  an  derselben,  so  dass  dieser  alte  berühmte 
Tempel  der  Wissenschaft  von  jetzt  an  mit  vollgültigem  Rechte 
wieder  in  die  Reihe  der  den  neuesten  Ansprüchen  vollkommen 
Rechnung  tragenden  Sternwarten  eintritt.  Se.  Königliche  Hoheit 
haben  Sich  dadurch  ein  neues  unvergängliches  Denkmahl  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaft  gesetzt.  Gewiss  aber  werden  wir 
auf  den  Dank  unserer  Leser  durch  die  folgende  Mittheilung  der 
näheren  Umstände  dieses  denkwürdigen  Ereignisses,  welche  uns 
in  dankenswertester  Weise  von  kundiger  Freundes -Hand  ge- 
macht worden  ist,  rechnen  dürfen.  G. 

Die  Mannheimer  Sternwarte  befand  sich  seit  dem  im  Jahre 
Thl.  XXXIV.  Hft.  3.  3 
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1846  erfolgten  Tode  Nicolai ’s  in  einem  verwaisten  Zustande, 
welcher  eigentlich  schon  mehrere  Jahre  früher  durch  seine  Krank- 
heit eingetreten  war.  Bei  dem  damaligen  Zustande  der  Sternwarte 
konnte  ein  Astronom  nach  dem  einstimmigen  Urtheil  aller  Sach- 
verständigen unmöglich  ein  befriedigendes  Resultat  seiner  Thätig- 
keit  auf  derselben  erhalten.  Es  wurden  darum  von  verschiedenen 
Seiten  Vorschläge  gemacht,  wie  die  festgesetzten  Fonds  und  die 
vorhandenen  Instrumente  benützt  werden  könnten.  Das  Zweck- 
dienlichste schien,  eine  neue  Sternwarte  zu  bauen,  und  es  theilte 
der  verstorbene  Astronom  Schumacher*),  auf  Verlangen  des 
Professor  VV.  Eisenlohr,  diesem  einen  sehr  sorgfältig  ausgearbei- 
teten Plan  mit.  Inzwischen  kamen  die  bewegten  Zeiten  von  1848 
und  1849,  in  denen  die  badische  Regierung  Ersparnisse  eintreten  zu 
lassen  genöthigt  war,  welche  auch  dieses  Institut  trafen.  So  blieb 
die  Sternwarte  unbenutzt,  mit  Ausnahme  der  Jahre  1852  — 1857, 
in  welchen  Herrn  f)r.  Nell  die  Aufsicht  über  dieselbe  übertra- 
gen war. 

Bei  der  Naturforscher- Versammlung  in  Bonn  (1857)  herieth 
sich  Professor  Eisen  io  hr  mit  mehreren  Astronomen  über  die 
Frage,  in  welcher  Art  die  Mannheimer  Sternwarte  wieder  in  die 
Reihe  der  nützlichen  Anstalten  dieser  Art  eintreten  könnte,  indem 
er  bei  den  wohlwollenden  Gesinnungen  Sr.  Königlichen  Ho- 
heit des  Grossherzogs  ffir  Alles  was  Wissenschaft  und  Kunst 
betrifft,  auf  eine  günstige  Annahme  zweckmässiger  Vorschläge 
rechnete.  Es  wurde  anerkannt,  dass  in  der  jetzigen  Zeit  kleinere 
Sternwarten  nicht  nur  sehr  nützlich,  sondern . auch  bei  der  noth- 
w endig  gewordenen  Theilung  der  Arbeit  unentbehrlich,  seien. 
Unter  der  ausgezeichneten  Mitwirkung  des  Herrn  Professor  Ar- 
gelander,  der  aus  Liebe  zur  Wissenschaft  mehrere  Male  aus- 
drücklich nach  Mannheim  und  Karlsruhe  reiste,  um  nähere  Einsicht 
zu  nehmen,  kam  nun  ein  Project  zu  Stande,  welches  Professor 
Eisenlohr  Sr.  Königlichen  Hoheit  dem  Grossherzoge 
und  Seinem  hohen  Ministerium  vorlegte.  Her  Erstere  ge- 
nehmigte es  mit  lebhafter  Freude,  nachdem  auch  das  Ministerium 
des  Innern  bereitwillig  die  wohlw  ollendsten  Anträge  gestellt  hatte. 
Als  nun  die  in  demselben  Jahre  (1857)  versammelte  Ständekam- 
mer  auch  die  nüthigen  Geldmittel  bewilligt  batte,  erhielt  Professor 
Eisenlohr  den  Auftrag,  für  den  Vollzug  zu  sorgen.  In  Gemein- 
schaft der  Herren  Professoren  Argelander  und  Schwerd  wurde 
nun  die  Anschaffung  der  nölhigen  Instrumente,  welche  im  nach- 


')  Schumacher  war  früher  selb«!  einige  Zeit  lang  an  Her  Mann- 
heimer Slernwarlc  angestcllt  gewesen.  G. 
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stehenden  Verzeichniss  unter  der  Rubrik  „Neuere  Instrumente“ 
enthalten  sind,  so  wie  die  neu  za  treffenden  Einrichtungen  an 
der  Sternwarte  berathen  und  beschlossen.  Da  die  Herstellung 
des  grossen  Refractors  längere  Zeit  io  Anspruch  nahm,  so  erfolgte 
die  Berufung  des  neuen  Astronomen  Herrn  Professor  Dr.  Sch  iin- 
feld,  welcher  schon  seit  sechs  Jahren  als  Assistent  an  der 
Bonner  Sternwarte  angestellt  war  und  durch  mehrere  ausgezeich- 
nete Arbeiten  bekannt  ist,  erst  im  September  dieses  Jahres. 
Derselbe  machte  sogleich  eine  Reise  nach  München,  um  die 
wichtigsten  Instrumente  einzusehen  und,  nachdem  er  sie  geprüft, 
in  Empfang  zu  nehmen.  Dieselben  sind  nun  auf  der  Sternwarte 
aufgestellt  und  somit  ist  dieses  Institut  auf’s  Neue  in’s  Leben 
gerufen.  Die  an  demselben  befindlichen  und  auch  jetzt  noch 
brauchbaren  filteren  Instrumente,  so  wie  die  neu  angeschafften, 
sind  im  folgenden  Verzeichniss  enthalten. 


a)  Aeltere  Instrumente. 

1)  Ein  Mauerquadrant  mit  achrom.  Fernrohr  von  Bird  in  Lon- 
don 1775.  Halbmesser  des  Kreises  7*/a',  Objectiv  3"  7"'  Oeffnunj;. 

2)  Das  Passage -Instrument  mit  dreifachem  achrom.  Objectiv 
von  ßamsden  in  London  1785.  Länge  des  Fernrohrs  6',  Oeff- 
nung  des  Objectivs  3"  10”,  Drei  Okulare. 

3)  Der  Multiplikationskreis  von  Reichenbach  mit  stehender 
Sfiule;  der  Vertikalkreis  hat  3',  der  Azimuthaikreis  26"  Durch- 
messer; das  Fernrohr  4'  Länge.  Objectiv  3"  6"  Oeffnung. 

4)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  Arnold  in  London;  Com- 
pensation  Zink-Stahl;  Echappement  nach  Graham  auf  Rubinen. 

5)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  Norton  in  London;  ohne 
Rubinen,  sonst  wie  die  vorige. 

6)  Eine  Secundeupendel-Uhr  von  le  Paute  in  Paris;  ohne 
üompensation. 

7)  Ein  siebenfüssiger  Heliometer  von  Dollond  Sohn,  Ob- 
jectiv 3". 

8)  Kometensucher  von  Ramsden,  Focallänge  2',  Feld  6°. 

9)  Hadley’scher  Spiegelsextant  von  Troughton. 

10)  Libelle,  Länge  2',  von  Ramsden. 

11)  Barometer,  Thermometer,  Normaltoise  etc.  et.c. 

b) *Neuere  Instrumente. 

I)  Ein  achtfüssiger  Refractor  von  Steinheil  von  6"  Oeffnung 

3* 
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mit  Sucher,  parallaktisch  montirt,  auf  gusseisernem  Pfeiler,  mit 
Flugubr  von  Mahler,  mit  Frictionswerk  den  Sternen  folgend, 
in  AR.  zu  verstellen  ohne  Unterbrechung  des  Fortrückens,  die 
Achsen  in  Steinen,  die  Kreise  auf  Silber,  nebst  sieben  Okularen, 
Sonnenglas  und  Kreismikrometer  mit  achromatischem  Okular. 
Ferner  dazu  gehörig : 

ein  Lampenfilarmikrometer , 

ein  Okular -Heliometer, 

sechs  acbromat.  Mikrometerokulare, 

ein  weiteres  Kreismikrometer, 

drei  Kreismikrometerplatten , 

ein  Centrirapparat  für  das  Objectiv, 

ein  Sonnenglaskeil  zur  Trennung  der  Doppelsterne, 

ein  Extraokular. 

2)  Ein  Kometensucher  von  27"  Länge;  27"'  Oeffnung. 

3)  Ein  Chronometer  von  Tiede  in  Berlin. 

4)  Eine  Sekundenpendel- Uhr  von  Bob  in  Furtwangen. 

Der  Refractor  ist  auf  der  Plattform  der  Sternwarte  in  einem 
kreisrunden  Häuschen  mit  sechs  Fuss  hoher  Mauer  und  einer 
Drehkuppel  von  15'  Durchmesser  aufgestellt.  Die  Kuppel  ist 
aus  Eisen  und  Holz  construirt;  mit  Klappen  versehen  und  mit 
Segeltuch  überzogen,  welches  mit  einem  sehr  dauerhaften  Material, 
der  sogenannten  Diamantfarbe,  angestrichen  ist.  Sie  ruht  auf  vier 
Kanonenkugeln,  welche  bei  der  Drehung  der  Kuppel  zwischen 
der  unter  ihr  befestigten  gusseisernen  Rinne  und  einer  ihr  ge- 
genüberstehenden auf  dem  runden  Mauerchen  fest  gemachten 
gleichen  Eisenbahn  fortrollen.  Die  obere  Rinne  ist  mit  horizon- 
tal stehenden  Zähnen  versehen,  in  welche  ein,  durch  eine  Kur- 
bel drehbarer  Trieb  eingreift.  Durch  diese  Einrichtung  ist  die 
Bewegung  der  Kuppel  sehr  leicht.  Vier  Haltefest,  welche  zu- 
gleich Frictionsrollen  sind,  verhindern,  dass  der  Sturmwind  die 
Kuppel  abheben  kann. 

In  demselben  Raume  befinden  sich  die  Sekundenpendel-Uhr 
und  ein  Schrank  zur  Aufbewahrung  der  nüthigen  Apparate. 
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Geometrie  und  Trigonometrie. 

« 

Elemetarny  wyklad  matematyki  von  J.  K.  Stecz- 
kowski,  Professor  an  der  Jag i e Konischen  Universität 
zu  Krakau.  Thl.  III.,  Band  III.  Analytische  Geometrie. 

(Mim  vergleiche  Literar.  Her.  Nr.  XO.  S.  4.  und  Nr.  CXXXI.  S.  1.) 

Wir  beeilen  uns  von  dem  Erscheinen  des  vorstehenden  Ban- 
des des  im  Jahre  1851  begonnen  Werkes  der  elementaren  Ma- 
thematik zu.  berichten , welcher  die  Theorie  der'  analytischen 
Geometrie,  so  weit  sich  diese  auf  elementarem  Wege  darstellen 
lässt,  umfasst. 

Herr  Professor  Steczkowski  hat  sich  durch  die  Heraus- 
gabe des  neuen,  jetzt  in  seiner  Vollendung  vorliegenden  Werkes 
unstreitig  ein  grosses  Verdienst  erworben , da  uns  kein  anderes 
Werk  in  polnischer  Sprache  bekannt  ist,  in  welchem  die  ganze 
elementare  Mathematik  so  vollständig  und  anschaulich  entwickelt 
wäre. 

Da  die  Mathematik  bereits  den  Standpunkt  erreicht  hat,  dass 
man  fast  alle  Wahrheiten  der  analytischen  Geometrie,  sowohl  auf 
dem  Wege  der  höheren,  als  der  elementaren  Mathematik  beweisen 
kann,  so  bat  dies  den  Herrn  Verfasser  bewogen,  die  analytische  • 
Geometrie,  welche  man  gewöhnlich  zur  elementaren  Mathematik 
nicht  rechnet,  in  diese  letztere  einzuschiiessen. 

Im  ersten  Theile  dieses  Bandes,  — in  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene,  — wird  die  Theorie  der  Linien  des  zweiten 
Grades,  da  sie  einen  der  wichtigsten  Theile  derselben  ausmacht, 
auf  eine  ihrer  Wichtigkeit  ganz  entsprechende  Weise  behandelt; 
während  im  zweiten  Theile,  in  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes,  der  Herr  Verfasser  die  nahe  Verwandtschaft  der  analy- 
tischen und  descriptiven  Geometrie,  so  viel  als  thunlich,  für  den 
Anfänger  hervorhebt;  den  Hauptthei!  dieses  Bandes  aber  macht 
die  Theorie  der  Flächen  des  zweiten  Grades  aus. 

Der  Erfahrung  zu  Folge , dass  der  Anfänger  viel  leichter  von 
dem  speziellen  Falle  auf  den  allgemeinen  schliesst,  (als  umge- 
kehrt), hat  der  Herr  Verfasser  nicht  die  schiefwinkligen  Coordi- 
naten,  von  welchen  die  rechtwinkligen  offenbar  nur  ein  spezieller 
Fall  sind,  sondern  in  allen  seinen  Untersuchungen  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  angewandt,  von  welchen  er  erst  auf  die  schief- 
winkligen schliesst.  In  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
bedient  sich  Herr  Steczkowski  ausschliesslich  der  rechtwinkli- 
gen Coordinaten. 
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In  der  Einleitung  wird  auf  die  Beschränktheit  der  euklidischen 
Methode  hingewiesen,  und  an  einigen  Beispielen  die  Art  und 
Weise,  wie  sich  die  Alten  bei:  Losung  geometrischer  Aufgaben 
zu  helfen  suchten,  gezeigt,  zugleich  aber  auch  dargcthan,  welch 
ungeheuren  Fortschritt  die  Mathematik  seit  Descartes’s  Erfin- 
dung der  analytischen  Geometrie  gemacht  hat. 

Nachdem  dann  im  ersten  Abschnitt  die  Bestimmung  des  Punk- 
tes in  der  Ebene,  die  Gleichung  und  Theorie  der  geraden  Linie 
entwickelt,  und  die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  analyti- 
sche Geometrie  gemacht  sind,  wird  im  zweiten  Theil  die  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  abgehandelt. 

Im  dritteu  Abschnitte  werden  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Linien  des  zweiten  Grades,  so  wie  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Linien,  ihre  Identität  fnit  den  schon  im  Alterthum 
bekannten  Kegelschnitten,  besprochen,  und  gegen  Ende  dessel- 
ben Abschnitts  noch  die  polaren  Gleichungen  der  Curven  des 
zweiten  Grades  entwickelt  und  die  wichtigsten  dahin  gehörenden 
Aufgaben  gelüst. 

Der  vierte  und  fünfte  Abschnitt  setzt  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte, so  weit  dies  der  elementare  Weg  gestattet,  aus  einander, 
vorzüglich  ist  aber  hier  die  Theorie  der  Durchmesser,  Tangenten 
und  Asymptoten  erklärt,  und  am  Ende  die  Quadratur  dieser  Li- 
nien angegeben,  wo  die  Quadratur  der  Hyperbel  auf  die  im  Archiv 
Band  XXV.  Nr.  V.  entwickelte  YVeiso  durchgeführt  ist. 

Im  sechsten  Abschnitte  endlich  ist  von  den  Anwendungen 
der  Theorie  der  Curven  des  zweiten  Grades  auf  die  Auflösung 
der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  die  Rede,  wobei  mehre 
zweckmässig  gewählte  Aufgaben  entwickelt  werden , die  zu  Glei- 
chungen von  diesen  Graden  führen. 

Es  folgt  ferner  das  Delische  Problem  und  eine  Lösung  der 
Aufgabe  von  der  Dreitheilung  des  Winkels.  Bei  dem  Delischen 
Problem  wird  erörtert,  dass  zu  dessen  Auflösung  nicht  durchaus 
zwei  Parabeln  nüthig  sind,  sondern,  dass  man  die  zweite  durch 
einen  Kreis  ersetzen  kann. 

Bei  der  Auflösung  der  Aufgabe  von  der  Dreitheilung  des 
Winkels  führt  der  Herr  Verfasser  die  platonische  Lösung  mit 
Hülfe  der  Conchoide  und  Cissoide  aus,  deutet  auf  ihre  Mängel 
hin,  und  löst  sie  mit  Hülfe  der  Hyperbel,  oder  zwei  sich  schnei- 
dender Parabeln,  oder  endlich  auch  mit  Hülfe  einer  Parabel  und 
eines  Kreises. 

Im  zweiten  Theile  dieses  Bandes,  in  der  analytischen  Geo- 
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metrie  des  Raames,  bedient  sieb  der  Herr  Verfasser,  wie  schon 
bemerkt,  nur  der  rechtwinkligen  Coordinaten,  da  diese  zu  viel 
einfacheren  Resultaten  führen,  als  die  Betrachtung  mit  schief- 
winkligen, und  behandelt  hier  im  ersten  Abschnitt  die  Lage  der 
Punkte  im  Raume.  Im  zweiten  schreitet  er  gleich  zur  Theorie 
der  Ebene  fort,  und  nachdem  er  die  allgemeine  Gleichung  der 
Ebene  gefunden  hat,  geht  er  erst  zur  geraden  Linie  im  Raume 
über.  Die  Gleichungen  der  geraden  Linie  kann  man  nämlich 
leicht  finden,  wenn  man  schon  die  Gleichungen  der  Ebene  kennt, 
weil  jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  zweier  sich  schnei- 
dender Ebenen  angesehen  werden  kann. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten, und  zwar  nur  der  rechtwinkligen,  weil  die  schiefwinkligen 
in  diesem  Theile  bei  Herrn  Steczkowski  keine  Anwendung 
linden.  , 

Im  vierten  Abschnitt  werden  zunächst  krumme  Flüchen  im 
Allgemeinen  abgebandelt,  sodann  die  Theorie  der  Kugel,  der  Ober- 
fläche des  Cylinders  und  des  Kegels,  der  schiefen  und  Rotations- 
Flächen  kurz  aus  einander  gesetzt. 

Der  fünfte  Abschnitt  umfasst  eine  ausführliche  Behandlung 
der  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades,  und  im  sechsten  und 
letzten  Abschnitt  giebt  der  Herr  Verfasser  noch  die  Theorie  der 
BerühruDgsebene  der  krummen  Flächen  zweiten  Grades. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  durch  dieses  ganze  Werk  je- 
denfalls ein  unvergängliches  Denkmal  in  der  Geschichte  der  pol- 
nischen mathematischen  Literatur  gesetzt,  so  dass  wir  ihm  zur 
Vollendung  desselben  nur  aufrichtig  Glück  wünschen  können. 

S. 


Elementarny  wyklad  matematyki  von  J.  K.  Stecz- 
kowski, Professor  an  der  Jagiellonischen  Universität 
zu  Krakau.  Tbl.  HI.  Band  H.  Ebene  und  sphärische 
Trigonometrie. 

Eben  so  sehr  freuen  wir  uns,  das  Erscheinen  des  zweiten  Ban- 
des des  III.  Theils  der  vou  uns  vor  Kurzem  angezeigten  Geometrie 
anzeigen  zu  können,  von  welchem  Alles  dasjenige,  was  bei  dem 
Berichte  des  ersten  Theiles  zur  Empfehlung  gesagt  worden  ist, 
in  ganz  gleichem  Maasse  gilt. 

Das  ueue  Buch  zeichnet  sich  durch  eiue  leicht  übersichtliche, 
naturgemässe,  systematische  Anordnung,  wie  durch  eine  klare 
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und  gründliche,  nach  einer  gewissen  Vollständigkeit  und  Ausführ- 
lichkeit strebende  Darstellung  aus. 

Die  Hauptsätze  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
sind  auf  verschiedene,  sowohl  analytische,  als  geometrische  Weise 
bewiesen,  um  auch  hier  die  mannigfaltige  Beweisführung  dem 
Anfänger  zu  bekunden;  zugleich  zeigt  der  Herr  Verfasser,  dass 
ebenso  wie  die  Planimetrie,  auch  die  ebene  und  sphärische  Tri- 
gonometrie ein  gewisses  Ganze  bilden,  indem  er  darthut,  wie  die 
Beweise  der  Lehrsätze  der  sphärischen  Trigonometrie  gänzlich 
auf  der  ebenen  Trigonometrie  beruhen,  und  wie  man  sogar  alle 
Analogien  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  einem  ebenen  Drei- 
ecke herleiten  kann. 

Bei  der  Herleitung  der  trigonometrischen  Funktionen  betrach- 
tet der  Herr  Verfasser  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  die 
trigonometrischen  Linien  im  Kreise,  sondern  leitet  sie  aus  der 
Betrachtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  ab. 

In  der  Einleitung  ist  auf  die  Ungenauigkeit  der  Constructions- 
oder  euklidischen  Methode  hingewiesen,  ebenso  ist  von  den  durch 
Hipparchus  und  Ptolemaeus  in  die  Rechnung  eingeführten  Sehnen 
die  Rede,  und  von  der  Art,  in  welcher  letzterer  seine  Tafeln  be- 
rechnet hat. 

Nachdem  dann  der  Herr  Verfasser  im  ersten  Abschnitte  die 
einzelnen  Funktionen  hergeleitet  und  ihre  Natur  und  ihre  wechsel- 
seitigen Beziehungen  in  sehr  eleganter  und  anschaulicher  Weise 
aus  einander  gesetzt  hat,  weist  er  im  zweiten  Abschnitte  nach, 
wie  man  dieselben  auf  elementarem  Wege  berechnen  und  in  Tafeln 
aufstellen  kann.  Die  zweite  von  den  hier  zur  Berechnung  der 
einzelnen  Funktionen  angegeben  Methoden  ist  zwar  kürzer  und 
einfacher,  aber  auch  oft  mit -Schwierigkeiten  verbunden,  da  sie 
auf  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  höheren  Graden  beruht. 
In  demselben  Abschnitte  sind  noch  die  Kontrolt- Methoden  von 
Euler  und  Legendre  besprochen  und  die  Logarithmentafeln  und 
deren  Einrichtung  erläutert. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Auflösung  der  Dreiecke, 
und  enthält  zahlreiche  numerische  Beispiele,  ganz  geeignet,  den 
Anlänger  in  der  Lösung  trigonometrischer  Aufgaben  zu  üben. 

im  vierten  und  letzten  Abschnitt  werden  zuerst  die  zu  Mes- 
sungen nötbigen  Instrumente  und  deren  Gebrauch  beschrieben, 
sodann  einige  lehrreiche  Aufgaben  aus  der  Geodäsie  gelöst  und 
die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  Geometrie  und  Stereometrie 
gezeigt. 
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In  der  sphärischen  Trigonometrie  geht  der  Herr  Verfasser 
sogleich  an  die  Auflösung  der  Dreiecke,  da  alle  nöthigen  Vor- 
kenntnisse bereits  Band  III.  Tbl.  I.  niedergelegt  worden  sind.  Alle 
bei  der  Auflösung  sphärischer  Dreiecke  vorkommenden  Fälle  sind 
hier  auf  sehr  vollständige  Weise  entwickelt,  und  die  von  berühm- 
ten Mathematikern  gefundenen  Formeln  mit  in  Betracht  gezogen. 

Aus  den  Gauss’schen  Formeln  sind  zwei  für  die  ebene  Tri- 
gonometrie sehr  wichtige  Lehrsätze  hergeleitet;  — diesen  für  die 
ebene  Trigonometrie  höchst  wichtigen  Relationen  hat  Herr  Anger 
in  unserem  Archiv  bereits  früher  Rechnung  getragen. 

Schliesslich  werden  noch  einige  Anwendungen  der  sphärischen 
Trigonometrie  auf  die  Geometrie  und  Geodäsie  erwähnt.  Es  sind 
auch  hier  wie  in  der  ebenen  Trigonometrie  zur  grösseren  Uebung 
des  Anfängers  zahlreiche  numerische  Aufgaben  gelöst.  S. 


Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften. 

Zeitschrift  für  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Ge- 
biete der  Astronomie  und  verw  and  ter  Wisse  nach  aften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Altona.  Band  I.  Heft  3.  Al- 
tona. 1859. 

Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  neuen  überaus  verdienstlichen 
Zeitschrift,  welcher  wir  den  ungehindertsten  Fortgang  im  Interesse 
der  in  ihr  vertretenen  Wissenschaften  von  Herzen  wünschen,  sind 
im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXV.  S.  I.  und  Nr.  CXXVI.  S.  ft.  angezeigt 
worden.  . 

Das  vorliegende  dritte  Heft  enthält  zwei  Aufsätze.  Der  erste 
fuhrt  die Ueberschrift:  „Beiträge  zur  Biographie  von  F.  W. 
Bessel.  Von  M.  Wichmann.“  In  einer  Vorbemerkung  spricht 
der  hochverdiente  Herr  Herausgeber  sich  über  den  Inhalt  dieses 
Aufsatzes  folgendermassen  aus : „Die  nachfolgenden  Bruchstücke 
einer  Biographie  von  Bessel  sind  mir  von  Herrn  Professor  Er- 
man  (in  Berlin)  zur  Publication  in  diesen  Blättern  zugesaudt  wor- 
den. Bei  dem  Interesse,  welches  jede  Kunde  aus  Bessel’s 
Leben  den  Freunden  der  Wissenschaft  gewähren  muss,  werden 
diese  Mittheilungen  den  Lesern  der  Zeitschrift  ohne  Zweifel  will- 
kommen sein.  Indem  sie  ein  letztes  Andenken  von  Wichmann*) 


*)  Leider  bereits  verstorben. 
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bieten,  gewähren  sie  zugleich  eine  Ergänzung  zur  bekannten,  lei- 
der unvollendeten  Selhstbiogrnphie  von  Beseel.  Durch  seine 
Beziehungen  zu  Bessel  und  dessen  Familie,  so  wie  durch  den 
Einblick  in  die  hinterlassenen  Papiere  Beseel'«,  bat  Wichmann 
sich  eine  umfassende  und  getreue  Vorstellung  der  ersten  Ent- 
wickelungsperiode  unseres  grossen  Astronomen  bildert  können. 
Er  scheint  den  Plan  gehabt  zu  haben,  die  von  ihm  gesammelten 
Nachrichten  in  einer  ausluhrlichen  Biographie  niederzulegen,  aber 
sein  Tod  hat  die  Fortsetzung  und  Vollendung  der  begonnenen 
Arbeit  verhindert.“  — Wir  wüssten  nicht,  was  wir  diesen  Worten 
des  Herrn  Herausgebers  noch  Wesentliches  hinzufügen  sollten. 
Aber  so  viel  können  wir  uusern  Lesern  versichern,  dass  ihnen  die 
Lectüre  dieser  Bruchstücke  einen  sehr  grossen  Genuss  gewähren 
wird,  so  wie  auch,  dass  viele  in  denselben  vorkommende  mathe- 
matische und  astronomische  Notizen  Gelegenheit  zu  vielfacher  Be- 
lehrung darbieten.  Wir  danken  daher  dem  Herrn  Herausgeber  für 
die  Mittheilung  dieses  Aufsatzes  recht  sehr,  und  wünschen,  dass 
er  die  verdiente  Beachtung  in  reichstem  Maasse  finden  möge, 
indem  wir  nur  noch  bemerken,  dass  der  Aufsatz  mit  dem  ferneren 
Aufenthalte  Bessel’s  in  Bremen  nach  der  Bekanntwerdung  mit 
Ol  her  s bis  zur  Uebersiedelung  nach  Lilienthal  (August  1804 
bis  März  1800),  wovon  jedoch  nur  der  Anfang  noch  mitgetheilt 
ist,  schliesst. 

Der  zweite  in  diesem  dritten  Helle  enthaltene  Aufsatz  hat  die 
Ucherschrift:  „Beitrag  zur  Kunde  der  periodi sch e n Ent- 
wickelung der  Pflanzen.  Von  Dr.  G.  H.  Germar,“  in  wel- 
chem der  Herr  Verfasser  in  sehr  verdienstlicher  Weise  sehr 
interessante  hundertjährige  Beobachtungen  über  die 
Laubentfaltung  der  frühen  Buchen  aus  dem  Schlosspark 
zu  Augustenburg  auf  der  Insel  Alsen  mittheilt.  Indem  wir  auch 
auf  diesen  lehrreichen  Aufsatz  aufmerksam  machen , wünschen 
wir  sehr,  recht  bald  das  vierte  Heft  dieser  der  Wissenschaft  schöne 
Früchte  tragenden  und  deren  weitere  Verbreitung  wesentlich  for- 
dernden Zeitschrift  anzeigen  zu  können. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer  Begrün- 
dung. Zum  Gebrauche  in  den  höheren  Schulen  und  zum 
Selbstunterrichte.  Von  Dr.  August  Kunzek,  k.  k.  ord. 
Professor  der  Physik  an  der  Universität  in  Wien  u.  s.  w. 
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Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Mit  390  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Wien.  1860. 
Brauraüller.  8. 

Unsere  Leser  werden  sich  aus  den  im  Literarischen  Bericht 
Nr.CXXIV.  S.2.  — Nr.  LXXXVI.  S.  11.  — Nr.  CV.  S.  7.  gelie- 
ferten Anzeigen  erinnern,  dass  der  Herr  Verfasser  des  vorliegen- 
den ausgezeichneten  Werkes  in  drei  methodisch  vom  Leichteren 
zum  Schwereren  fortschreitenden  Werken  einen  trefflichen  voll- 
ständigen Cursus  der  gesammten  Physik  veröffentlicht  hat,  welcher 
nicht  genng  empfohlen  werden  kann.  Zwischen  dem  „Lehrbuche 
der  Experimentalphysik“  und  den  „Studien  aus  der 
höheren  Physik“  steht  das  vorliegende  Werk  gewissermassen 
in  der  Mitte.  I>ie  erste  Auflage  desselben  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  LXXXVI.  S.  11.  mit  hinreichender  Ausführlichkeit  und  verdien- 
tem Lobe  von  uns  angezeigt  worden.  In  dieser  ersten  Auflage 
musste  der  Leser  häufiger  auf  das  oben  genannte  „Lehrbuch 
der  Expevimentalphysik“  zurückgehen,  weil  beide  Werke  in 
einem  gewissen  inneren  Zusammenhänge  standen  und  nach  der  Ab- 
sicht des  Herrn  Verfassers  stehen  sollten.  Die  vorliegende  neue 
Auflage  tritt  dagegen  jetzt,  was  wir  nur  sehr  lohen  können,  als 
ein  völlig  selbstständiges , von  dem  erwähnten  Elementarbuche 
ganz  unabhängiges  Werk  auf,  indem  der  Herr  Verfasser,  wie  er 
in  der  Vorrede  selbst  sagt,  „bemüht  war,  das  Werk  iu  ein  selbst- 
ständiges Ganze  umzugestalten,  so  dass  zum  Verständnis  der  in 
demselben  behandelten  Naturgesetze  und  ihrer  Begründung  das 
Nachschiageo  seiner  Experimentalphysik  oder  eines  anderen  Wer- 
kes jetzt  nicht  mehr  erforderlich  ist,  und  nur  die  Kenntnis  eini- 
ger einfachen  Lehren,  die,  einmal  gelernt,  nicht  leicht  vergessen 
werden,  vorausgesetzt  wird.“  Der  streng  mathematische  Charak- 
ter, welchen  wir  schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit 
so  vielem  Lobe  uns  hervorzuheben  bemühten,  ist  dem  Werke  auch 
in  der  neuen  Auflage  nicht  bloss  vollständig  erhalten  worden, 
sondern  dasselbe  ist  in  mehreren  Partieen,  ohne  die  experimen- 
tale Seite  der  Physik  im  Geringsten  zu  vernachlässigen  und  hin- 
tenanzusetzen, noch  mehr  wie  früher  in  den  Vordergrund  getre- 
ten, wobei  sich  jedoch  der  Herr  Verfasser  seiner  Absicht  gemäss 
ganz  streng  in  den  Gränzen  der  sogenannten  Elementar- Mathe- 
matik , so  weit  dieselbe  auf  Schulen  gelehrt  zu  werden  pflegt, 
gehalten  bat,  was  gegenwärtig  um  so  mehr  gerechtfertigt  erscheint, 
da  ja  die  später  erschienenen  Studien  aus  der  höheren  Phy- 
sik denen,  die  weiter  zu  gehen  beabsichtigen,  das  trefflichste 
Hülfsroittei  darbicten.  Den  mathematischen  Darstellungen  ist  auch 
in  dieser  neuen  Auflage  wie  in  der  früheren  ein  mehr  geometri- 
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scher  als  rein  analytischer  Charakter  verliehen  worden,  was  wir 
nicht  bloss  vollkommen  billigen , sondern  als  einen  besonderen 
■ Vorzug  eines  solchen  Werkes  erkennen,  weil  dadurch  dem  Schü- 
ler die  schönste  Gelegenheit  zur  Anwendung  seiner  in  der  reinen 
Elementar  - Mathematik  erworbenen  Kenntnisse  dargeboten  wird. 
Die  mathematischen  Beweise  sind  überall  streng,  und  liefern  den 
Beweis,  dass  der  Herr  Verfasser  selbst  in  einer  streng  mathema- 
tischen, hauptsächlich  geometrischen  Schule  erzogen  worden  ist, 
diesen  streng  geometrischen  Geist  in  erfreulichster  Weise  sich  im" 
mer  zu  erhalten  gewusst  hat,  und  denselben  überall  auch  in  das 
Feld  der  Anwendung  zu  übertragen  bemühet  ist,  was  namentlich 
das  vorliegende  Buch  für  Anfänger  zu  einer  höchst  lehrreichen, 
den  streng  mathematischen  Geist  immer  mehr  kräftigenden  und 
weckenden  Lectüre  macht.  Rücksicbtlich  des  Inhalts  können  wir 
nur  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  sich  derselbe,  mit  Einschluss 
der  wichtigsten  chemischen  Lehren,  so  wie  der  Grundlehren  der 
Astronomie  und  der  Meteorologie,  über  das  weite  Gebiet  der  gan- 
zen Physik  in  ziemlich  gleichmässiger  Ausführung  der  einzelnen 
Partieen  erstreckt  Eine  grosse  Anzahl  gut  ausgeführter  Holz- 
schnitte trägt  sehr  viel  sowohl  zur  Deutlichkeit  der  mathematischen 
Beweise  als  auch  znr  Veranschaulichung  der  vielen  physikalischen 
Instrumente  und  Apparate  bei,  welche  man  in  diesem  schönen 
Werke  beschrieben  und  erläutert  findet.  Wir  können  nicht  sagen, 
wie  sehr  wir  uns  über  das  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  des 
von  uns  schon  in  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  so  warm  em- 
pfohlenen Werkes  gefreuet  haben,  da  hierin  zugleich  unser  frühe- 
res so  günstiges  Urtheil  die  beste  Bestätigung  findet.  Dasselbe 
nimmt  in  Rücksicht  auf  wahre  Gründlichkeit  in  theoretischer  Be- 
ziehung, namentlich  aber  auch  rücksichtlich  der  überall  vorwalten- 
den mathematischen  Strenge,  ferner  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit, 
mit  welcher  die  verschiedenartigsten  Apparate  beschrieben  und 
abgehildet  sind,  und  in  Bezug  auf  die  Umsicht,  mit  welcher  auch 
stets  Anwendungen,  wo  sie  sich  irgend  auf  dem  Gebiete  der  ei- 
gentlichen Praxis  darboten,  Berücksichtigung  gefunden  haben, 
jedenfalls  eine  der  ersten  Stellen  in  der  neueren  physikalischen 
Literatur  ein,  und  verdient  daher  solchen  Anfängern,  denen  es, 
mit  einer  gründlichen  und  möglichst  vollständigen  Kenntniss  der 
sogenannten  Elementar -Mathematik  ausgerüstet,  um  eine  ent- 
sprechende wahrhaft  gründliche  Kenntniss  der  Physik  zu  tbun  ist, 
vorzugsweise  zum  sorgfältigsten  Studium  empfohlen  zu  werden, 
womit  wir  nur  in  erhöhetem  Maasse  das  wiederholen,  was  wir 
schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit  wärmster  Anerken- 
nung der  Verdienstlichkeit  dieses  Werkes  gesagt  haben. 
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1 Endlich  fügen  wir  noch  hinzu,  dass  dasselbe  wegen  seiner 
grossen  Deutlichkeit  sich  ganz  vorzüglich  auch  zum  Selbststudium 
eignet;  und  dass  namentlich  auch  alle  Lehrer  der  Physik  den 
reichsten  Nutzen  aus  demselben  ziehen  können,  versteht  sieb  nach 
dem  Obigen  ganz  von  selbst.  Möge  dem  Werke  die  Anerkennung, 
welche  es  nach  unserer  Meinung  in  jeder  Beziehung  so  sehr 
verdient,  in  reichstem  Maasse  zu  Theil  werden. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e compilati  da  E.  Betti  a Pisa, 
F.  Brioschi  a Pavia,  A.  Genocchi  a 'Torino,  B.  Torto- 
lini a Roma.  4°.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXI.  S.  9.). 

No.  4.  (Luglio  e Agosto  1859.). 

Intorno  alle  coniche  inscritte  in  una  stessa  superficie  svilup- 
pabile  del  quarto  ordine  (e  terza  classe).  Nota  del  Prof.  Luigi 
Cremona.  p. 201.  — Note  de  Geometrie  infinitesimale.  Par 
A.  Mannheim,  p.  208.  — Sur  quelques  formules  pour  la  diffd- 
rentiation.  Par  M.  A.  Cayley.  p.  214.  — Dimostrazione  dell' 
irreduttibilita  dell'  equazione  formata  con  le  radici  primitive  dell’ 
unita.  Nota  del  Sig.  V.  A.  Lefyesgue.  p.  232.  — Sur  les  diffe- 
rences  de  lP,  et  sur  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli.  Par 
E.  Catalan.  p.  239.  — Ricerche  analitiche  sopra  le  attrazioni 
esercitate  da  una  linea  piana  verso  un  punto  materiale  colfocato 
nel  suo  piano,  ed  in  particolare  sull’  attrazione  del  quadrante  di 
un’  ellisse  verso  il  centro.  Nota  del  Prof.  Barnaba  Tortolini. 
p.  244.  — Intorno  ad  una  equazione  trinomia.  Nota  del  Prof.  A. 
Genocchi.  p.  253.  — Applicazione  di  una  formola  d’integrale 
definito  multiplo  all’  integrazione  di  una  classe  di  equazioni  a 
derivate  parziali,  e a coefficienti  costanti  del  Prof.  Barnaba  Tor- 
tolini.  p.260. 

RIvista  bibliografica.  Sopra  una  nuova  espressione  pel 
risultante  di  due  equazioni  algebriche.  Articolo  del  Prof.  Fran- 
cesco Brioschi.  p.  262.  — Pubblicazioni  recenti.  p.264. 

No.  5.  Settembre  e Ottobre  1859. 

La  Teorica  dei  Covarianti  e degli  Invarianti  delle  forme  binarie, 
e le  sue  principali  applicazioni.  Monografia  del  Sig.  Prof.  F. 
Brioschi  (Continuazione).  p. 265.  — Sur  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface  des  ondes  par  Mr.  Ed.  Combescure.  p.  278.  — 
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Oseervasioni  sulla  precedente  Memoria  del  Sig.  Prof.  Francesco 
Brioschi.  p.  283.  — Fondaraenti  di  una  Teorica  generale  deile 
fmizioni  di  oua  variable  complessa  di  B.  Riemann  (Traduzione 
dal  Tedesco).  p.  288.  — Sopra  alcune  proprieta  della  propaga- 
zione  della  correnfo  elettrica  nei  tili  telegrafici,  dedotte  dalla 
Teoria  di  Ohm.  Nota  del  Sig.  Filippo  Keller,  p.  305.  — 
Sopra  alcune  linee,  e superficie  derivate.  Memoria  del  Sig.  Prof. 
Barnaha  Tortolini.  p. 316.  — Extrait  d’une  lettre  de  Mr. 
Mich.  Roberts  a Mr.  Tortolini,  sur  la  theorie  des  equations 
algebriques.  p.  330. 

Rivistn  blbliografi  cn.  Sulla  riduzione  delle  equazioui 
isoperimetriche  alla  forma  canonica.  Articolo  del  Sig.  Prof.  F. 
Brioschi.  p.  333.  — Differential  Equations  by  George  Boole. 
Articolo  del,  Prof,  ßarnaba  Tortolini.  p.336. 


Bulletins  de  l’Academie  Royale  des  Sciences,  des 
lettres  et  des  beanx-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CXXV.  S.  7.). 

26"“  Annee,  2mc  Ser.  T. I.  1857.  Tremblements  de  terre  en 
1855,  par  M.  A.  Perrey.  Rapport  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  48. 
— Occoltation  de  Jupiter  par  la  lune,  le  12.  janvier  1857;  note  par 
M.  Ern.  Quetelet.  p.  50.  — Note  sur  les  tremblements  de 
terre  ressentis  en  1855,  avec  Supplements  pour  les  anndes  ante- 
rieurs;  par  M.  A.  Perrey.  Deuxieme  Partie.  Tremblements  de 
terre  en  1855.  p.  64.  (Sehr  vollständige  und  lieissige  Arbeit).  — 
Note  de  M.  Geniller  sur  la  Constitution  physique  du  soleil.  Rap- 
port de  M.  le  capitaine  Liagre.  p.221.  — Sur  les  triangulations 
qui  ont  ete  faites  en  Belgique  posterieurement  k 1830;  par  M.  le 
gdneral  Nerenburger.  p.28l.  — Observations  des  passages  de 
la  lune  et  des  etoiles  de  raeme  culmination;  par  M.  A.  Quetelet 
p.  478. 

26”“  Annee,  2me  Ser.  T.  II.  1857.  Essais  analytiqnes.  Les 
lignes  du  troisieme  ordre;  par  M.  F.  Dagore  au.  Rapport  de 
M.  Brasseur,  p.  7.  — Determination  de  la  differeoce  de  loo- 
gitude  de  Bruxelles  et  de  Berlin;  par  M.  A.  Quetelet  p.  17. — 
Observations  des  passages  de  la  lune  et  des  dtoiles  de  mdue 
culmination  faites  en  1855  et  1856;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  18. 
— Theorie  geometrique  des  rayons  et  centres  de  courbure ; par  M. 
E.  La m arte.  p. 33.  (Sehr  lesenswerthe  Abhandlung).  — Theorie 
geometrique  des  rayons  et  centres  de  conrbure.  Note  additionelle. 
PaT  M.  Lamarle.  p.  307.  — Variation«  annuelles  des  instru- 
. ments  meteorologiques  ä Bruxelles;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  321. 
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— Variation»  horaires  des  Instruments  raäteorologiques  ä Bruxelles. 
Observations  faites  dans  le  royaurae.  2"e  article;  par  M.  A. 
Quetelet  p.  501.  — Theorie  g^ometrique  dea  rayons  et  centres 
de  courbure.  Note  additioneile.  Cuurbes  reductibles  au  type  ey- 
cloVdal.  Par  M.  Lamarle  p.528.  (S.  oben). 

(FortMtaiiKg  im  nächsten  Hefte.) 


Unterrichtswesen. 

Als  ich  in  der  vorigen  Nummer  des  Literarischen  Berichts 
das  Referat  über  die  neu  erlassene,  nach  meiner  vollkommensten 
Ueberzeugung  in  allen  Beziehungen  in  hohem  Grade  treffliche 
„Unterrichts-  und  Prüfungs-Ordnung  der  (preussi- 
sehen)  Realschulen  und  der  höheren  Bürgerschulen“ 
schrieb,  lag  mir  nur  das  October-H«ft.  1859.  des  „Central- 
blatts für  die  gesammte  Unterrichts-Verwaltung  in 
Preussen  von  Stiehl“  vor,  welches  fiir’s  Erste  nur  unter  I. 
den  Lehrplan  und  die  innere  Gliederung  der  Real- 
schulen, unter  UI,  die  Unterscheidung  der  Realschulen 
und  deren  Berechtigungen,  und  hauptsächlich  unter  II.  das 
Reglement  für  die  A biturienten  • P riifungen  der  Real- 
schulen enthält,  an  welches  letztere  ich  mich  daher  bei  meinem 
Referat  auch  nur  aliein  angeschlossen  habe  und  anschliesseo 
konnte.  Das  No vem her- Heft,  1859.  des  genannten  Journals, 
welches  S.  6-1Ö.  ff.  noch  Erläuternde  Erklärungen  zu  der 
eigentlichen  Unterrichts-  und  Prüfungs-Ordnung  mit- 
theilt, war  damals  noch  nicht  in  meinen  Händen.  Namentlich  in  Be- 
ziehung auf  meine  in  jenem  Referat  rücksichtlich  des  Unterrichts 
in  der  höheren  Analysis  gemachte  Bemerkung  halte  ich  mich  jetzt 
für  verpflichtet  — und  tbue,  wegen  des  sehr  lebhaften  Interesses, 
welches  ich  an  diesem  neuen  Reglement  und  den  Lehranstalten, 
die  dasselbe  betrifft,  nehme,  dies  auch  sehr  gern,  — hier  nachträg- 
lich zu  bemerken,  dass  die  Erläuterungen  (S.  668  a.  a.  O.)  noch  fol 
gemle  Bestimmung  enthalten  : „Besonders  befähigte  Abthei- 
lungen und  einzelne  talentvolle  Schüler  in  Prima  wird  der 
Lehrer  auch  in  die  höhere  Analysis,  die  Differential  - und  Integral- 
rechnung und  die  sphärische  Astronomie  einluhren  können.“  — 
Dass  ich  auch  diese  Bestimmung  unter  dieser  Form  mit  dem 
vollkommensten  Beifall  begrüsse  und  in  derselben  nur  noch  mehr 
die  grosse  Umsicht,  mit  welcher  das  fragliche  Reglement  verfasst 
ist,  freudigst  erkenne,  versteht  sich  von  selbst.  Nur  gegen  jede 
obligatorische  Einführung  des  Unterrichts  in  der  höheren  Ana- 
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lysis  in  den  Lehrplan  der  Realschulen  und  als  eigentlicher 
Prüfungs-Gegenstand  erkläre  ich  mich  nach  wie  vor  in  be- 
stimmtester Weise.  Mit  plmrlnm  talentvollen  Schülern 
den  Versuch  zu  machen,  wenigstens  dies  zu  können,  d.h.  dazu 
die  Erlaubniss  zu  haben,  ist  ganz  in  der  Ordnung,  und  kann  gegen 
die  hohe  Unterrichts -Behörde  nur  zu  neuem  aufrichtigen  Danke 
auffordern.  Wenn  man  aber  einmal  einen  solchen  Versuch  macht, 
dann  thue  man  es  auch  in  völlig  strenger  Weise,  nicht  etwa  so 
ä la  Lacroix  seligen  Andenkens,  oder  nach  der  Weise  mancher 
deutschen  Elementarbücher,  welche  auch  der  Differentialrechnung 
einige  Seiten  widmen,  und  zwar  den  Begriff  der  Gränze  einführen, 
aber  den  argen,  die  ganze  Darstellung  völlig  illusorisch  machenden 
Fehler  begehen , dass  sie  bei  ihren  sogenannten  Gränzen  - Be- 
stimmungen oder  Gränzen -Ermittelungen  die  Existenz  einer 
Gränze  schon  stillschweigend  voraussetzen,  wogegen  doch  der 
Nachweis  dieser  Existenz  einer  Grftnze  gerade  das  ist, 
worauf  es  zunächst  und  hauptsächlich  ankommt.  Wie  schädlich 
ein  solcher  ganz  ungründlicher  und  fehlerhafter  Elementar -Un- 
terricht für  den  höheren  Unterricht  ist,  und  wie  entmuthigend  er 
bei  diesem  letztereu  namentlich  auch  auf  die  Schüler  wirkt,  wenn 
ihnen  klar  gemacht  wird,  dass  sie  das  früher  Erlernte  völlig  bei 
Seite  werfen  und  sich  in  ganz  neue  Vorstellungen  und  Anschauun- 
gen finden  müssen,  kann  nur  der  Lehrer  gehörig  beurtheilen, 
welchem  bei  dem  höheren  Unterrichte  eine  reiche  und  vielfache 
Erfahrung  zur  Seite  steht,  und  der  es  als  einen  wesentlichen 
Theil  seiner  Aufgabe  betrachtet,  sich  im  Einzelnen  mit  den  Be- 
dürfnissen seiner  Schüler  bekannt  zu  machen,  und  jeden  nach 
seiner  Individualität  genau  kennen  zu  lernen.  GrunerL 
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Am  27.  Juli  1859  statt)  zu  Saatfeld  nach  zwei  und  einvier- 
teljähriger segensreicher  amtlicher  Wirksamkeit  als  Lehrer  für 
Mathematik  und  Naturwissenschaft  an  der  dortigen  Realschule, 
tief  betrauert  von  seinen  Vorgesetzen,  Collegen  und  Schülern, 

Dr.  Andreas  V&ller, 

welchem  das  Archiv  einige  sehr  werthvotle  Beiträge  verdankt. 
Derselbe  war  geboren  zu  Helba  am  11.  September  1833. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Die  Märtyrer  unter  den  Naturforschern.  Ein  Vor- 
trag zu  Gunsten  der  Humboldt-Stiftung  gehalten  zu 
Stettin  am  7.  Februar  1860.  von  Dr.  H.  Emsmann,  Pro- 
fessor zu  Stettin.  Leipzig.  O.  Wiegand.  1860.  8. 

So  wie  die  im  Literarischen  Bericht  Nr.  CXXX.  S.  i.  ange- 
zeigte  Schrift  desselben  Herrn  Verfassers,  enthält  auch  die  vor- 
liegende einen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Naturwissenschaft,  wenn  auch  die  in  demselben 
mitgetheilten  Thatsachen  schon  allgemeiner  bekannt  sind  als  die 
in  der  früheren  Schrift  gemachten  Mittheilungen.  Neben  Anaxa- 
goras,  Aristoteles,  Aristarch,  dem  Bischof  V irgi lius  von 
Salzburg  im  8ten  Jahrhunderte , haben  natürlich  die  bekannten 
Schicksale  Roger  Bacon’s,  des  Copernicus,  Giordano 
Bruno’s,  Kepler’s  und  hauptsächlich  Galilei’s,  mit  welchem 
Thl.XXXJV.  Hfl.  4.  4 


Digitized  by  Google 


2 


Literarischer  Bericht  CXXXVJ. 


das  eigentliche  Märtyrertbum  In  den  Naturwissenschaften  schliesst, 
die  meiste  Berücksichtigung  gefunden. 


Arithmetik. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Doctor  J.  II.  W.  Leh- 
mann in  Spandau  an  den  Herausgeber. 


Der  Hauptmann  a.  D.  Adolf  von  der  Schulenburg  in 
Magdeburg  hat  sich  seit  Jahren  in  die  Theorie  der  höheren 
algebraischen  Gleichungen  so  weit  hineingearbeitet,  dass  es  ihm 
gelungen  ist,  allgemeine  und  sehr  merkwürdige,  mir  bisher  unbe- 
kannte Sätze  zu  entdecken,  welche  die  form  der  Wurzeln  aller 
Gleichungen  in  Functionen  der  Coefßcienten  evident  darstellen, 
indem  das  nfache  jeder  Wurzel  einer  Gleichung  des  nten  Grades 
aus  Auflösungssummen  zusammengesetzt  ist,  deren  jede 
gleich  ist 

n n n n 

yV\  + »Vl-f-iVl  + ttVl  + ••.. 


(wobei  y',  v,  z,  u, 

n 


...  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des 

n n ii 


nten  Grades,  Vl,  vT,  Vl»  Vl,....  aber  die  n verschiedenen 
Wurzeln  der  nten  Ordnung  aus  1 sind,  nämlich,  wenn  n gerade 
ist,  +1  und  — 1 und  n — 2 imaginäre  Wurzeln , und  wenn  n un- 
gerade ist,  +1  und  n — 1 imaginäre).  Unter  diesen  Auflösungs- 


summen  ist  die  erste  —y  -f-e -f * + « + •••  •»  indem  hier  Vl  überall 
= 1 gesetzt  wird;  sie  ist  gleich  dem  Entgegengesetzten  des  Coef- 
ßcienten von  a:”-1  in  der  gegebenen  Gleichung;  in  jeder  der  übri- 


n 

gen  n — I Auflösungssummen  aber  werden  für  Vl  alle  n verschie- 


n 

denen  Werthe  von  Vl  gesetzt,  und  zwar  für  die  verschiedenen 
Auflüsungssummen  in  verschiedener  Permutation.  Herr  von  der 
Schulenburg  zeigt  alsdann,  dass  die  genannten  n — 1 Auf- 
lösungssummen die  Formen 


VF,  C(VF)*,  D(VF)3,  E(vF)*, ....  M(yF)*~l 


haben,  wobei  VF  überall  mit  derselben  (reellen  oder  imaginä- 
ren) nten  Wurzel  aus  1 multiplicirt  gedacht  werden  muss  (so  dass, 
wenn  man  nach  und  nach  alle  n Wurzeln  aus  1 wählt,  alle  n Wnr- 
zeln  der  gegebenen  Gleichung  herauskommen),  jede  der  Grössen 
F,  C,  D,  £,...,  aber  von  der  Form 
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G'  +VV  + clvF ')*  + D'lvF')*  + E'(vF)*  + ....+  af'CvF)"-2, 
jede  der  Grössen  G' , F' , V , D' , aber  von  der  Form 

G“  +*VF“ + C*'(V  £")*+  />"(  v~  F")5+ £"(” V A’")4+-  • ■ . + J#"(  VF'")"-» 

ist,  u.  s.  »v.  Er  entwickelt  eine  Methode,  wie  man  F,  C,  D,  E, ....  /!/ 
vermittelst  Gleichungen  bestimmen  kann,  die  den  (n  — ])sten  Grad 
nicht  tibersteigen,  und  bedient  sich  dazu  nicht  nur  der  vollstän- 
digen symmetrischen  Functionen  von  y,  v,  z,  u,  .....  sondern 
auch  der  getheilten  symmetrischen  Functionen,  auf  welche 
Abel  in  seinem  Beweise  der  Unmöglichkeit  der  allgemeinen  Auf- 
lösung der  den  4ten  Grad  übersteigenden  Gleichungen  keine 
Rücksicht  genommen;  er  zeigt,  dass  die  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung der  getheilten  symmetrischen  Functionen,  wenn  sie  auch 
anfangs  vom  nten  oder  einem  noch  höheren  Grad  zu  sein  scheinen, 
sich  doch  auf  den  (n — ])sten  Grad  zurückführen  lassen,  und  legt 
dadurch  die  Schwäche  des  A b e I ’schen  Beweises  der  Unmöglich- 
keit der  allgemeinen  Auflösung  dar.  Er  führt  die  allgemeine 
Auflösung  der  Gleichungen  des  fünften  Grades  in  ex- 
tenso d u rc  h. 

Es  ist  wegen  der  grossen  Weitläufigkeit  dieser  Arbeit  nicht 
zu  verwundern,  dass  Herr  von  der  Schulen  bürg  seine  Ent- 
wickelung noch  nicht  so  weit  ausgeftihrt  hat,  dass  jeder  andere 
Mathematiker  von  Profession  sich  daraus  vernehmen  könnte;  die 
vollständige  Ausführung  möchte  noch  ein  halbes  Jahr  auf  sich 
warten  lassen,  und  die  Vollendung  des  Drucks  sich  bis  gegen 
den  Schluss  des  gegenwärtige!!  Jahres  hinziehen. 

Ich  habe  die  moralische  Ueberzeugung,  dass  der  Ver- 
fasser die  Schwäche  des  Abel’schen  Beweises  aufgedeckt,  die 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades  gefunden, 
und  dadurch  ein  Problem  gelöst  hat,  woran  man  seit  250  Jahren 
vergebens  arbeitete,  und  dass  seine  Methode  sich  auf  alle  höheren 
Gleichungen  ausdehnen  lassen  würde . wenn  nicht  die  zu  grosse 
Weitläufigkeit  die  Ausführung  verböte.  Dass  hier  nicht  von  prak- 
tischer Anwendung  auf  numerische  Gleichungen  die  Rede  sein 
könne,  versteht  sich  von  selbst;  das  Interesse  ist  rein  wissenschaft- 
lich; es  handelt  sich  hauptsächlich  um  Darlegung  der  Schwäche 
des  Abel’schen  Beweises.  Meine  gründliche  Revision  der  Ma- 
nuscripte  erstreckt  sich  auf  die  Theorie  der  Gleichungen  des  3ten 
und  4ten  Grades,  und  ich  finde  darin  ein  abgeschlossenes  Ganzes, 
worin  der  organische  Zusammenhang  viel  klarer  nachgewiesen  Ist 
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als  von  Card  an  und  Bombe  lli;  ausserdem  habe  ich  das,  was 
der  Verfasser  von  den  Gleichungen  des  Sten  Grades  bisher  klar 
übersichtlich  entwickelt  hat,  schon  sehr  weit  verfolgt,  und  finde 
darin  eine  ausnahmslose  strenge  Consequenz  und  Schärfe,  na- 
mentlich eine  bewundernswürdige  Sicherheit  und  Leichtigkeit  im 
Gebrauch  des  Imaginären;  mit  einem  Worte,  ich  halte  den  Ver- 
fasser fiir  einen  Mann,  welcher  der  Aufgabe,  die  er  sich  vorge- 
setzt hat,  gewachsen  ist.  Die  geordnete  Ausarbeitung  der  Blätter, 
welche  mir  Vorgelegen  haben,  würde  an  und  für  sich  schon  ein 
gutes  Buch  werden,  auch  wenn  das  Endziel,  die  allgemeine  Auf- 
lösung der  Gleichungen  des  Sten  Grades,  noch  nicht  hinzukäme. 
Ist  aber  das  Endziel  erreicht  und  in  die  Oeffentiicbkeit  gegeben, 
so  ist  an  dem  glücklichen  buchhändlcrischen  Erfolge  nicht  zu 
zweifeln,  insofern  man  sein  Augenmerk  nicht  auf  den  Absatz  in 
Deutschland  allein,  sondern  auch  auf  das  ganze  wissenschaftliche 
Europa  und  Amerika  richtet. 

Sollten  Sie,  hochgeehrter  Herr  Professor,  geneigt  sein,  die 
von  mir  hier  gegebenen  Notizen  in  Ihre  geschätzte  Zeitschrift 
aufzunehmen,  so  würden  Sie  dadurch  dem  Herrn  von  der  Schu- 
len bürg  und  mir  einen  grossen  Gefallen  thun;  denn  es  ist  nicht 
zu  zweifeln,  dass  die  Bekanntmachung  auf  den  von  soliden  Buch- 
handlungen zu  fassenden  Entschluss  des  Verlags  einen  sehr  we- 
sentlichen Einfluss  haben  würde.  Ich  aber  bin  bereit,  alle  Ver- 
antwortung zu  tragen. 

Spandow,  den  22.  März  1860. 

Dr.  J.  H.  W.  Lehmann. 

Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  aller 
Grade.  Von  L.  Mossbrugger,  Lehrer  der  Mathema- 
tik an  der  Kanto  nschule  zu  Aarau.  Aarau.  Sauerlän- 
der. 1S59.  4°. 

Gegenüber  der  vorstehenden  Anzeige  des  Herrn  Doctor  Leh- 
mann, nach  welcher  Herr  von  der  Schulenburg  in  Magde- 
burg die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  gefunden  haben 
soll,  halte  ich  mich  für  verpflichtet,  zu  bemerken,  dass  mit  einem 
„Aarau,  den  17ten  December  1859“  datirten  Briefe  die 
oben  genannte  Schrift  von  ihrem  geehrten  Verfasser  mir  zugesandt 
worden,  und  etwa  am  Ende  des  vorigen  oder  am  Anfänge  des 
laufenden  Jahrs  in  meine  Hände  gelangt  ist.  Leider  hat  mir  bis 
jetzt  die  nöthige  Zeit  und  Ruhe  gefehlt,  diese  Schrift  einer  so 
sorgfältigen  und  eingehenden  Prüfung  zu  unterwerfen,  wie  dieselbe 
namentlich  bei  einem  Gegenstände  von  der  Art  des  in  Rede  ste- 
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henden  unbedingt  nöthig  ist,  wenn  ich  mich  soll  für  berechtigt 
halten,  ein  bestimmtes  Urtheil  zu  fällen,  oh  Herr  Mossbrugger 
seinen  Zweck,  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  zu  ge- 
ben, wirklich  erreicht  hat.  Ich  bin  also  genüthigt,  ein  solches 
bestimmtes  Urtheil  noch  zurück-  und  einer  späteren  Zeit  vorzu- 
behalten, würde  auch  deshalb  über  die  vorliegende  Schrift  für 
jetzt  noch  geschwiegen  haben,  wenn  mir  nicht  so  eben  die  vor- 
stehende Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  zugegangen 
wäre,  welche  unverzüglich  zum  Druck  zu  bringen,  ich  mich  für 
verpflichtet  hielt.  Dadurch  glaubte  ich  aber  nach  meinen  Grund- 
sätzen in  solchen  Dingen  zugleich  auch  die  Verpflichtung  über- 
nommen zu  haben,  von  der  obigen  seit  et«a  einem  Vierteljahre 
in  meinen  Händen  befindlichen  Schrift  für  jetzt  wenigstens  eine 
vorläufige  kurze  Anzeige  zu  liefern,  wie  ich  dies,  eine  weitere 
Besprechung  mir  noch  vorbehaltend,  jetzt  thun  werde. 

Zuerst  sei  daher  im  Allgemeinen  bemerkt,  dass  Herr  L.  Moss- 
brugger in  $.7.  der  obigen  Schrift  die  allgemeine  Auflösung 
der  Gleichung  des  nten  Grades  gegeben  hat,  welche  er  auf  die 
Form 

x”  — Axx :*-2  + Aax"-3  + — -f  An-2X*  + An-lX  + A„ 

gebracht  und  also  in  gewöhnlicher  Weise  das  zweite  Glied  aus 
der  Gleichung  weggeschafft  annimmt,  bevor  er  zu  der  Auflösung 
selbst  übergeht.  Diese  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  wird 
in  §.  1.  gelehrt.  Nach  einem  für  die  Gleichungen  aller  Grade  im 
Allgemeinen  übereinstimmenden  Verfahren  wird  nun  zuerst  in  §.2. 
die  Auflösung  der  Gleichung  des  dritten  Grades  gegebeu,  welche 
zu  der  gewöhnlichen  Auflösung  des  Cardanus,  natürlich  auf 
einem  besonderen,  Herrn  Mossbrugger  eigentümlichen  Wege 
führt.  In  §.  3.  wird  die  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten , in 
§.4.  die  der  Gleichung  des  fünften  Grades,  überall  io  ganz  allge- 
meinen Formeln  und,  wie  schon  erwähnt,  bei  den  Gleichungen 
aller  Grade  nach  einem  im  Wesentlichen  übereinstimmenden 
Verfahren  gegeben.  Dann  beschäftigt  sich  in  §.5.  Herr  Moss- 
brugger mit  der  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  gerader 
Grade  von  der  Form 

Xlm  + _J_  A3Xtm- 8 +....+  Atm—lX  + Aim  = 0 , 

geht  in  §.  6.  zu  der  Auflösung  der  Gleichung  des  sechsten  Gra- 
des über,  und  giebt  dann,  wie  schon  oben  erinnert,  in  §.  7.  ganz 
im  Allgemeinen  die  Auflösung  jeder  beliebigen  Gleichung  des 
nten  Grades. 

Dies  ist  im  Allgemeinen  der  Inhalt  der  offenbar  mit  grosser 
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Sorgfalt  and  Genauigkeit  verfassten  Schrift,  und  die  angewandte, 
bei  den  cubischen  Gleichungen  zu  der  bekannten  cardanischeii 
Auflösung  führende  Methode  für  die  Gleichungen  aller  Grade  im 
Wesentlichen  dieselbe,  was  jedenfalls  ein  günstiges  Vorurtheil 
erwecken  muss.  Mehr  über  die  Methode  hier  zu  sagen,  ist  für 
jetzt  nicht  möglich,  indem  wir  uns  mit  der  Bemerkung  begnügen 
müssen,  dass  dieselbe  zunächst  und  hauptsächlich  auf  die  Bil- 
dung einer  Hülfsgleichung  zurückkommt,  welche  bei  der  allgemei- 
nen Gleichung  des  nten  Grades  vom  Grade  n(n  — 1)  ist. 

4 

Ich  wiederhole,  dass  diese  Anzeige  für  jetzt  durchaus  nur 
als  eine  vorläufige  zu  betrachten  ist,  und  dass  ich  mich  eines  be- 
stimmten Urtheils  über  den  Werth  und  Erfolg  der  angewandten 
Methode  ganz  enthalte,  dasselbe  einer  späteren  Besprechung  vor- 
behaltend. Es  würde  die  jetzige  Anzeige  auch  ganz  unterblieben 
sein,  wenn  ich  nicht  durch  die  so  eben  eingegangene  vorstehende 
Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  genüthigt  worden  wäre, 
oder  vielmehr  durch  dieselbe  mir  die  Verpflichtung  auferlegt  ge* 
glaubt  hätte,  zugleich  über  Herrn  Mossbruggers  Schrift  im 
Kurzen  zu  berichten.  Unter  allen  Bedingungen  ist  dieselbe  der 
Aufmerksamkeit  und  Beachtung  der  Leser  zu  empfehlen. 

r < t • 

Gr  u n e r t. 


Astronomie. 

Aufruf. 

Joanuis  Kepleri  opera  omnia 
edidit  dir.  Frisch.  Francofnrti  et  Erlangae,  Ileyder  et 
Zimmer.  Vol.  1.  1858. 

Eine  Ehre,  deren  sich  mancher  wenig  bedeutende  Schrift- 
steller in  Deutschland  rühmt,  war  einem  der  grössten  Namen 
unseres  Vaterlandes  bisher  nicht  widerfahren:  wirbesassen  keine 
Ge8ammtausgabe  der  Werke  Kepier’s.  Und  doch  gehört  Kep- 
ler zu  den  wenigen  Auserwählten,  bei  denen  jedes  Epithet 
überflüssig,  die  nicht  dem  Fachmanne  allein,  sondern  jedem  Ge- 
bildeten bekannte,  fuhragekrönte  Gestalten  sind.  Kein  beson- 
derer Gau  kann  ihn  sein  eigen  nennen,  die  Orte  seiner  Geburt, 
seiner  Erziehung  und  selbstständigen  Thätigkeit  machen  ihn 
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zum  Deutschen  im  allgemeinsten  Sinne  des  Wortes.  Er  hat 
den  deutschen  Geist  für  immer  und  alle  Zonen  verherrlicht 
durch  Tiefe  der  Gedanken  und  unverwüstlichen  Humor,  durch 
Ausdauer  sonder  gleichen  und  ungebrochene  Phantasie,  durch 
unerschütterliche  Ehrenhaftigkeit  und  seltene  Urtheilskraft. 
Und  die  Producte  dieses  Geistes  existiren  grossentheils  nur  in 
wenigen  Exemplaren  oder  sind  geradezu  bloss  handschriftlich 
vorhanden.  Sollen  die  widerlichen  Erbärmlichkeiten,  welche 
einen  der  edelsten  Menschen,  die  es  je  gab,  sein  ganzes  Leben 
hindurch  verfolgten,  sich  noch  an  seinen  unsterblichen  Arbei- 
ten fortsetzen,  und  uns  Epigonen  beschicden  sein,  die  allent- 
halben zerstreuten  Erzeugnisse  seiner  Hand  nach  und  nach  dem 
Untergange  geweiht  zu  sehen,  wie  seine  Zeitgenossen  einst  um- 
sonst die  Stätte  suchten,  wo  seine  irdischen  Ueberreste  ruhen  7 

In  acht  vaterländischer  Weise  hat  Professor  Frisch  seit 
vielen  Jahren  in  aller  Stille  daran  gearbeitet,  diese  Schmach 
von  uns  abzuwenden,  und  tritt  nun  mit  einem  völlig  geordneten, 
aus  den  verschiedensten  Quellen  mit  bewundernswürdiger  Auf- 
opferung gesammelten  Materiale  für  nicht  weniger  als  acht 
ziemlich  starke  Bände  vor  die  Verehrer  Kepler’s  hin,  deren 
Zahl  Legion  — sein  sollte.  Zwei  bereits  erschienene,  den  er- 
sten Band  bildende  Hefte  enthalten:  Mysterium  Cosmographi- 
cum,  Apologia  Tychonis,  Calendaria,  Opera  Astrologica,  mit 
wichtigen,  hauptsächlich  aus  Kepler’s  Briefwechsel  geschöpften 
Commentaren,  und  zeugen  für  die  Umsicht  und  Sorgfalt,  welche 
hier  aufgewendet  wurden,  um  uns  die  Werke  des  unvergängli- 
chen Todten  in  würdiger  Gestalt  vorzuführen.  Aber  das  treff- 
liche Unternehmen  stockt  — aus  Mangel  an  Theiinahme.  Schon 
einmal*)  erhob  ich  meine  Stimme  im  Vereine  mit  meinen  Col- 
legen:  Argeiander,  Hansen,  Encke,  Gould,  Peters, 

Rümker,  Struve  d.ä.u.j.,  Zech,  leider  nicht  mit  der  ge- 
wünschten Wirkting  zu  Gunsten  dieser  so  höchst  verdienstlichen 
Publikation,  die  nicht  nur  eine  alte  Schuld  Deutschlands  an 
einen  seiner  herrlichsten  Söhne  bezahlen,  sondern  die  heutige 
Welt  in  den  Stand  setzen  soll  an  der  Quel(p  zu  schöpfen,  was 


*)  Augsburger  Allgemein*-  Zeitung,  14.  Juli  1857,  H'dhtge. 
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ihr  nachgerade  unzählige  Male  unlauter  geboten  wurde.  Ich 
wähle  heute  zu  diesem  wiederholten  Aufrufe  ein  Organ-*),  das  als 
Reliquie  des  deutschen  Reiches  doppelt  berufen  ist,  sich  Sr. 
Römisch  kaiserlichen  Majestät  Mathematikers  anznnehm'eü.  Möge 
die  patriotische  Begeisterung  für  einen  anderen  grossen  Deut- 
schen, deren  Nachklänge  wir  noch  vernehmen , sich  auch  hier 
bewähren!  Kepler  litt  im  Leben  hauptsächlich  unter,  der  un- 
glückseligsten aller  Spaltungen  unseres  Vaterlandes;  möge  die 
Erinnerung  an  ihn  versöhnt  werden  durch  die  Einigkeit,  mit 
der  wir  beitragen  zur  Errichtung  eines  Denkmals,  das  in  unse- 
ren Tagen  von  der  Presse  dauernder  und  erfolgreicher  gegrün- 
det wird  als  durch  Meissei  und  Marmor!  Wenn  nur  einige 
Länder  noch  dem  von  Preussen  und  Oesterreich  gegebenen 
schönen  Beispiele  in  Unterstützung  dieses  Unternehmens  bei- 
treten, wenn  insbesondere  öffentliche  Bibliotheken  es  'dicht  ver- 
schmähen, ein  Werk  zu  erwerben,  das  jeder  derselben  zur 
Zierde  gereichen  wird,  so  ist  die  Bereicherung  nicht  hloss  der 
deutschen,  sodern  der  gesammten  Literatur  um,  eäpeg.yalireii 
Schatz  gesichert,  dessen  universeller  Charakter  in  dfl»  glänzen- 
den Liberalität  der  russischen  Regierung  einer!  Sprechenden 


Ausdruck  gefunden  hat. 

Wien,  den  17.  December  1859. 
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Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebrauche  hqk;V°fl*’ 
suugen  und  zum  Selbstunterrichte  von  Dr.  \V-  Eiseu- 
lohr, Grossb erzogl.  Bad.  Geheimerathe  und  Professor 
der  Physik  an  der  polytechnischen  Schule  in  Carls- 
rube,  u.s.  w.  Achte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  665  Holzschnitten.  Stuttgart.  Krals  und  Hoffmanu. 
1860.  8. 


Wenn  ein  physikalisches  Lehrbuch  in  einem  verhältnissmässig 
kurzen  Zeiträume  in  einer  achten  Auflage  erscheint,  — gewiss 
ein  seltener  Fall,  wenigstens  in  Deutschland,  — so  hat  durch 
diesen  grossen  dem  Werke  geschenkten  Beifall  das  PublikumFüber 
dessen  Werth  und  Vortreffiichkeit  ein  Urtheii  gesprochen,  gegen 

*)  Ursprünglich  mitgctheilt  in  der  „Leopoldina.  Nr.  9.“ 
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welches  jede  weitere  Kritik  auch  selbst  dann  verstummen  müsste, 
wenn  dieselbe  nicht  so  vollständig  mit  der  Stimme  des  Publi- 
kum* übereiuzustimmen  sich  gedrungen  fühlte,  wie  dies  bei 
dem  Unterzeichneten  rücksichtlich  des  vorliegenden  Werkes  der 
Fall  ist.  Der  Unterzeichnete  kennt  und  benutzt  dieses  Werk  seit 
langer  Zeit,  und  bekennt  gern  und  dankbar,  aus  demselben 
Vieles  gelernt  und  durch  dasselbe  vielfach  bei  seinen  Bestrebun- 
gen unterstützt  worden  zu  sein.  Vor  allem  ist  die  grosse  Fülle 
von  Thatsachen  hervorzubeben,  die  in  diesem  Werke  enthalten 
sind,  wobei  es  sich  zugleich  über  das  ganze  Gebiet  der  Physik 
gleichmässig  verbreitet,  so  dass  es  schwerlich  einen  Gegenstand 
geben  möchte,  über  den  man  nicht  eine,  wenn  auch  zuweilen  nur 
kurze,  aber  für  den  Kundigeren  und  Geübteren  stets  ausreichende 
Belehrung  in  demselben  Rinde.  Dabei  sind  die  betreffenden  nu- 
merischen Bestimmungen  überall  sehr  vollständig,  genauer  als  in 
vielen  anderen  Werken,  und  überall  nach  den  neuesten  und  besten 
Untersuchungen  gegeben.  Die  zu  den  Versuchen  erforderlichen 
Instrumente  und  Apparate  sind  durchgängig  nach  ihren  neuesten 
und  bessern  Einrichtungen  sehr  deutlich  beschrieben  und  durch 
sehr  gut  ausgeführte  Holzschnitte  erläutert,  so  wie  auch  ihre  Vor- 
züge und  Mängel  stets  Berücksichtigung  gefunden  haben  ; und 
zu  ihrer  Handhabung  die  nüthigen  Fingerzeige  gegeben  worden 
sind.  Unter  den  Instrumenten  sind  nicht  gerade  bloss  die  neuesten 
und  besten,  sondern  auch  die  älteren,  sollten  dieselben  auch  zu- 
weilen nur  eine  historische  Bedeutung  haben,  wie  z.  B.  das 
Saussure'sche  Haar -Hygrometer  und  einige  andere,  beschrieben 
worden,  was  jedenfalls  vollständig  gebilligt  werden  muss,  und  von 
Vielen  dankbar  erkannt  werden  wird.  Im  Ganzen  kann  man  sagen, 
dass  rücksichtlich  der  Thatsachen  und  der  physikalischen  Instru- 
mente das  vorliegende  Werk  eine  ira  höchsten  Grade  vollständige 
Darstellung  der  heutigen  Physik  liefert,  was  wenigstens  alles  We- 
sentliche und  irgend  Wichtige  oder  zu  kennen  Wünschenswerte 
betrifft.  Aber  auch  die  darin  befolgte  wissenschaftliche  Darstellung 
ist  eine  sehr  ansprechende  und  gründliche,  die  mit  zweckmässiger 
Kürze  sehr  grosse  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  vereinigt,  und 
überall  das , worauf  es  bei  jedem  Gegenstände  vorzugsweise  an- 
kommt, gehörig  hervorhebt  und  in  den  Vordergrund  stellt.  Und 
ist  die  Darstellung  auch  nicht  vorherrschend  eine  mathematische, 
die  sie  bei  der  ganzen  Anlage  des  Werkes  und  dem  durch  das- 
selbe zu  erreichenden  Zweck  nicht  sein  konnte  und  sollte;  so 
gehört  dasselbe  doch  keineswegs  in  die  grosse  Klasse  derjenigen 
physikalischen  Bücher,  welche  vor  jeder  mathematischen  Betrach- 
tung zurückschrecken.  Vielmehr  muss  man  dem  Herrn  Verfasser 
dass  Zeugniss  geben,  dass  er  auch  in  dieser  Beziehung  so  viel 
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geleistet  hat,  wie  <der  Zweck  des  Buche«  irgend  gestattete  Und 
forderte.  Wo  der  Gegenstand  eine  mathematisch«  Behandlung 
bi  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  war,  ist  dieselbe., auch  auf 
elementarem  Wege  deutlich  und  bestimmt,  zogieich  so  einfach 
wie  möglich,  gegeben  worden,  namentlich  auch  in  dem  mechant» 
sehen  Theile  der  Physik,  in  welchem  bekanntlich' so  viele  andere, 
selbst  beliebte  physikalische  Bücher  sehr  schwach  sind.  Natürlich 
ist  überall  nur  so  weit  gegangen  worden,  wie  die  vorausgesetzten 
elementaren  Kenntnisse  gestatteten,  was  ganz  mit  dem  vorge- 
steckten Zielte  überein  stimmt,  in  welcher  Beziehung  wir  z.  B.  auf 
die  Lehre  vom  Pendel  verweisen,  wo  nur  die  bekannte  Formel 

5T  = 2*^  - bewiesen  worden  ist,  natürlich  nicht  bis  zu  der  die 

Zeit  einer  Pendelschwingung  ausdrückenden  unendlichen  Keifae 
fortgeschritten  werden  konnte,  zu  der  nur  auf  dem  Wege  der  In- 
tegralrechnung zu  gelangen  möglich  ist.  Endlich  heben  wir  nach 
•hervor,  was  wir  jederzeit  für  einen  besonderen  Vorzug  eines  phy- 
sikalischen Lehrbuchs  zu  halten  geneigt  sind,  dass  überall  das, 
was  als  ausgemachte  Thatsacbe  betrachtet  werden  darf,  von  dem, 
was  zur  Zeit  nur  hypothetisch  ist,  streng  gesondert  worden  ist 

'rfli:  Tii,,- 

Ueber  den  Inhalt  eines  Boches,  welches  in  einer,  achten  Anf- 
lage vorliegt»  >m  Einzelnen  noch  etwas  sagen  zu  wollen,  würde 
natürlich  ganz  unnütze  Weitläufigkeit  sein.  Dass  in  der  neuen 
Auflage  alle  neueren  Entdeckungen  nachgetragen  worden  sind, 
versteht  sich  nach  dem  Obigen  ganz  von  selbst,  wobei  übrigens 
die  in  der  vorhergehenden  Auflage  befolgte  Eiutheilung  auch  io 
der  neuen  ganz  beibehalten,  und  nnr  erst  am  Schluss  ein  neuer 
Paragraph  eingeführt  worden  ist,  was  die  vielen  Lehrer,  welche 
das  Buch  bei  ihrem  Unterrichte  benutzen,  dem  Herrn  Verfasser 
gewiss  besonders  Dank  wissen  werden.  , / 

Möge  das  Buch  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  so  segensreich 
wie  bisher  zur  Förderung  einer  der  schönsten  und  edelsten  Wis- 
senschaften wirken,  und  der  Herr  Verfasser  darin  seine  beste 
Belohnung  finden  für  die  auf  dessen  Ausarbeitung  und  stete,  mit 
der  fortschreitenden  Wissenschaft  gleichmässige  Wetterführung 
verwandte  sehr  grosse  Sorgfalt  und  Mühe.  Vorzugsweise  allen 
Lehrern,  aber  auch  für  das  Selbststudium,  körnen  wir  dasselbe 
nur  zu  sorgfältigster  Beachtung  auch  in  seiner  neuen  Ausgabe 
dringend  empfehlen. 
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Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  I'Acaddmie  Royale  de«  «Sciences,  des 
lettres  et  de»  beanx-art»  deBelgiqu«.  (VergJ.  Lite  rar. 
Ber.  Nr.CXXXV.  S.  14.). 

26m*  AnnCe,  2”*  Ser.  T.  HI.  1857.  Sur  un  «nämoire  de  AL 
J.  F.  Raraeaux  infitulA:  Oes  lois  suivant  lesquelle«  les  dioocn- 
»ions  du  corps,  dans  certatnes  classes  d’animaux,  determinent 
I«  capacitd  et  les  mourements  fonctionelle»  de»  Pouiuoos  st  du 
coeur.  Rapport  de  M.  Tb.  Schwann.  (Banz  mathematisch  ge- 
haltener physiologischer  Artikel),  p.  94.  — Determination  de  la 
diffdrence  des  longitudes  des  observatoires  de  Bruxelles  et  de 
Berlin;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  104  — Sur  ies  etoiles  Alantes 
et  le  magndtisme  terrestre,  extrait  d’une  lettre  de  M.  Hansteen 
AM.  Ad.  Quetelet.  p.  105.  — Etoiles  filantes  observeeo  au 
mois  d’aodt  1857,  ä Bruxelles  et  k Gand;  note  de  M.  A.  Que- 
telet. p.  116.  — Les  etoiles  Alante»  du  mois  d’aoüt  1857;  par 
M.  Wartmann,  pAre,  de  GenAve.  p.  121.  — Recherche«  sur  la 
pevsistance  des  impressions  de  la  retine;  par  M.  M e ine  na.  p.  214- 
(Sehr  lesenswert!»).  — Theorie  gAomAtriqhe  des  rayon»  etcentres 
de  conrbure.  2™  note  additionelle ; par  M.  Lara  arte.  p.  295. 
(S.  oben).  — Note  sur  la  mesure  de  predsiou  des  ohaerratum« 
mdridiennes  faites  ä l’observatotre  royal  de  Bruxelles;  per  M, 
Liagre.  p. 330.  — Coup  d’ocil  sur  le»  apparede  enregistreurs 
des  phAnomenes  raeteorologiques  et  pcojet  d'ue  nouveau  Systeme 
d’mstruments ; par  M.  Ch.  Montigny.  p.465. 


Monats-Berich  t der  König!  Preussischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zn  Berlin.  Januar  1860. 

Durch  die  Liberalität  der  Königlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Berlin  ist  der  Herausgeber  des  Archivs  in  den  Stand 
gesetzt  worden,  regelmässig  und  sogleich  nach  dem  Erscheinen 
dieser  Monats -Berichte  deren  Inhalt  — natürlich  nur  so  weit 
derselbe  ln  den  Kreis  des  Archivs  der  Mathematik  und  Bhysik 
gehört,  — anzeigen  es  können,  wofftr  derselbe  häer  der  KiiargN- 
cben  Akademie  seinen  verbindlichsten  und  gehorsamsten  Danlk 
auszusprechen  nicht  unterlassen  bann. 

Das  vorliegende  Heft  (Januar  1800)  enthält  streng  genommen 
zwar  »ur  eine  io  des  Kreis  de«  Archivs  gehörende  Abhandlung, 
auf  welche  aber  die  Leser  unserer  Zeitschrift  besonders  aufmerk- 
sam gemacht  werden  müssen,  da  dieselbe  jedenfalls  sehr  lehr- 
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reich  ist  and  jedwede  Beachtung  sehr  verdient.  Es  ist  dies  die 
Abhandlung : 

Ueber  die  Prüfungsmittel  des  Stromes  der  ley- 

d'ener  Batterie.  Von  Herrn  Rless.  S.5  — S.  25. 

Begreiflicherweise  können  wir  auf  Einzelheiten  in  diesen  Lite- 
rarischen Berichten  nicht  eingehen.  Indess  bemerken  wir  im 
Allgemeinen  Folgendes.  Der  Herr  Verfasser  sagt  im  Eingänge 
seiner  Abbandlnng:  „Im  elektrischen  Strome  unterscheidet  man 

die  Elektricitätsmenge,  Dichtigkeit,  Entladungsdauer,  Art  der  Ent- 
ladung und  Richtung  des  Stroms.“  „Die  Elektricitätsmenge  wird 
durch  die  Anzahl  gleichwertiger  Erregungsakte  gemessen,  welche 
die  Batterie,  die  Dichtigkeit  durch  die  Anzahl,  welche  die  Flächen- 
einheit derselben  in  den  elektrischen  Zustand  versetzt  hat.  Die 
Entladung  der  Batterie  geschieht  durch  ihre  Verbindung  mit  dem 
Schliessungsbogen,  in  welchem  der  Entladungsstrom  durch  viel- 
fache Wirkungen  merklich  wird.  Aber  die  Stärke  dieser  Wir- 
kungen ist  im  Allgemeinen  nicht  gegeben  durch  die  Kenntniss 
der  Elektricitätsmenge  und  Dichtigkeit  der  Batterie,  man  muss 
noch  die  Dauer  und  Art  der  Entladung,  in  einigen  Fällen  auch 
die  Richtung  des  Stromes  kennen.  Zeit  und  Art  der  Entla- 
dung sind,  bei  constanter  Elektricitätsmenge  und  Dichtigkeit, 
veränderlich  mit  der  Beschaffenheit  des  Scbliessungsbogens ; sie 
werden  indirect  bestimmt  durch  Beobachtung  der  Wirkung  des 
Stromes.“  „Die  hauptsächlichsten  Prüfungsmittel  des  Entladungs- 
stroms  bezwecken  die  Kenntniss  dieser  unbekannten  Factoren 
des  Stromes  und  dürfen  nur  solchen  Wirkungen  entnommen  sein, 
welche  von  der  Zeit  und  Art  der  Entladung  abhangen.“ 

In  dieser  Beziehung  werden  nun  nach  und  nach  discutirt: 
§.  1.  Die  Elongation  der  Magnetnadel.  — §.2.  Magnetisiruog  von 
Eisennadeln.  — §.  3.  Schlagweite.  — §.  4.  Erwärmung.  — §.  5. 
Elektrodynamische  Abstossung.  — §.  6.  Mechanische  Wirkung. 
Glühen  von  Metalldräthen.  — §.  7.  Chemische  Wirkung.  Zündung. 
— §.  8.  Polarisirung  von  Metallplatten.  Bildung  von  Staubfiguren. 
Durchbohrung  von  Papier. 

Wenn  auch  nicht  eigentlich  in  den  Kreis  des  Archivs  gehö- 
rend, können  doch  als  allgemein  interessant  hier  noch  die  beiden 
folgenden  Aufsätze  erwähnt  werden: 

Karsten:  Beitrag  zur  Kenntniss  des  Verwesungs- 
prozesses.  S.38. — S.44. 

Kühne:  Ueber  die  Wirkung  des  amerikanischen 
Pfeilgiftes. 
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ligen Dreiecks.  Lex. -8U.  geh.  Berlin.  I Thlr. 
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G.  A.  Baurmeister,  Die  Ursachen  der  zunehmenden  Fall- 
geschwindigkeit bei  Körperbewegungen.  gr.  8°.  geh.  Leipz.  10  Ngr. 

Correspondance  meteorologique.  Publication  annuelle  de  l’ad- 
laiaistration  des  raines  de  Russie  red.  par  A.  T.  Kupffer.  Annee 
1857.  gr.  4°.  St.  Petersburg  u.  Leipzig,  geh.  6 Thlr.  20  Sgr. 

W.  Eisenlohr,  Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebrauche  bei 
Vorlesungen  und  zum  Selbstunterrichte.  8.  Aull.  1.  Hälfte,  gr.  8°. 
geh.  Stuttgart.  Preis  für  das  vollst.  Werk  2 Thlr.  20  Ngr. 
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A.  H.  Emsmaun,  Physikalische  Vorschule,  ein  ausgefübr- 
ter  vorbereitender  Cursus  der  Experimental  - Physik  für  Gymna- 
sien, Realschulen  und  höhere  Bürgerschulen.  gr.  8°.  geh.  20  Ngr. 

A.  v.  Ettingshausen,  Anlängsgrüude  der  Physik.  4.  Aufl. 
gr.  8°.  Wien.  3Va  Thlr. 

J.  Gavarret,  Lehrbuch  der  Elektricität.  Deutsch  bearbei- 
tet von  K.  Arendt.  3.  Lief.  8°.  geh.  Leipzig.  1 Thlr. 

J.  F.  Herbart,  Die  metaphysischen  Anfangsgründe  der  Theo- 
rie der  Elementar- Attraktion.  Aus  dem  Latein,  übersetzt  und 
eingeleitet  von  K.  Thomas.  Lex. -8°.  geh.  Berlin.  20  Ngr. 

K.  W.  Knochenhauer,  lieber  die  Theilung  des  elektrischen 
Stroms.  Lex. -8°.  geh.  Wien.  4 Ngr. 

W.  Lachmann.  Die  Jahreszeiten  in  ihrer  klimatischen  und 
thermischen  Begrenzung,  ein  Beitrag  zur  Meteorologie.  Braun- 
schweig. 8°.  12  Ngr. 

J.  Lamont,  Monatliche  und  jährliche  Resultate  der  an  der 
köu.  Sternwarte  bei  München  in  dem  32jährigen  Zeitraum  1825—1856 
angestellten  meteorologischen  Beobachtungen.  3.  Suppl.-Band  zu 
den  Annalen  der  Münchener  Sternwarte,  gr.  8°.  München.  1 Thlr. 
23  Ngr. 

Physikalisches  Lexicon.  Encyklopädie  der  Physik  und  ihrer 
Hültswissenschaften.  Von  O.  Marbach.  Fortges.  von  C.  S.  Cor- 
nelius. 75. — 78.  Lief.  geh.  Lex.  -8°.  Leipzig,  ä 15  Ngr. 

L.  Mathiessen,  Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende 
Flüssigkeiten  im  Zustande  des  Gleichgewichts.  Ein  Beitrag  zur 
mathematischen  Physik,  gr.  4°.  geh.  Kiel.  1 Thlr. 

F.  J.  Pisco,  Lehrbuch  der  Physik  für  Unter- Realschulen. 
4.  Aull.  8°.  geh.  Brünn.  24  Ngr. 

M.  A.  F.  Prestel,  Beobachtungen  über  die  mit  der  Höhe 
zunehmende  Temperatur  in  der  unmittelbar  auf  der  Erdoberfläche 
ruhenden  Region  der  Atmosphäre.  Lex.-8U.  geh.  Wien.  8 Ngr. 

Repertorium  für  Meteorologie.  Herausg.  von  der  kaiserl.  geo- 
graphischen Gesellschalt  zu  St.  Petersburg,  red.  v.  L.  F.  Kämtz. 
I.  Bd.  1.  Hft.  gr.  4°.  Dorpat  u.  Leipzig.  Preis  fiir  4 Hft.  8 Thlr. 

A.  Reslhuber,  Bericht  über  die  am  21.  u.  29.  April  1859  zu 
Kremsmünster  beubachteteiiNordlicbter.  Lex.  8°.  geh.  Wien.  2Ngr. 

B.  v.  Wüllerstorf-Urbair,  Zur  Vertheilung  der  Winde  auf 
der  Oberfläche  der  Erde,  die  Monsune,  insbesondere  jene  deschines. 
Meeres.  Schreiben  anHrn.  v.  VViillerstorf  von  M.F.  Maury.  Zwei 
Mittheil,  vorgelegt  v.  W.  Haidinger.  Lex.-8°.  geh.  Wien.  V«  Thlr. 

G.  Zeuner,  Grundzüge  der  mechanischen  Wärmetheorie.  Mit 
besond.  Rücksicht  auf  das  Verhalten  des  Wasserdampfes.  gr.8°.  geh. 
Freiberg.  I */4  Thlr. 


- Digitized  by  Google 


Mathematische 

und  physikalische  Bibliographie. 

XXXIV. 


Systeme,  Lehr-  and  Wörterbücher. 

L.  Hoffman  n,  Mathematisches  Wörterbuch.  10.  Lief.  gr.  8". 
geh.  Berlin.  20  Ngr. 

Arithmetik. 

J.  H.  Jellett,  l>ie  Grundlehren  der  Variationsrechnung.  Frei 
bearb.  von  C.  H.  Schnuse.  Braunschweig.  8”..  3 Thlr.  71/*  Ngr. 

H.  Schwager,  Die  Elemente  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Ein  Leitfaden  für  den  Unterricht  an  technischen  Lehranstalten. 
I.  Thl. : Besondere  Arithmetik.  8“.  geh.  Würzburg.  25  Ngr. 

K.  Thomas,  Das  pythagoräische  Dreieck  und  die  ungerade 
Zahl.  Ein  Beitrag  zur  Einleitung  in  das  Studium  des  rechtwink- 
ligen Dreiecks.  Berlin.  8°.  1 Thlr. 

Geometrie. 

W.  Zeh  me.  Die  Geometrie  der  Körper.  Für  Gewerbeschu- 
len und  zum  Selbst- Unterrichte,  gr.  8".  geh.  Iserlohn.  24  Ngr. 

Geodäsie. 

Rogg,  Abriss  einer  Geschichte  der  astronomisch -trigonome- 
trischen Vermessungen  im  südlichen  Deutschland  und  der  Schweiz. 
4°.  geh.  Tübingen.  10  Ngr. 

Astronomie. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmels  für  den  Anfang  des 
Jahres  IS55  entworfen  auf  der  künigl.  Sternwarte  zu  Bonn.  5.  Lief. 
Qu.  Imp.- Fol.  Bonn.  3 Thlr. 

Eichstrom,  Bildliche  Darstellung  der  bei  uns  sichtbaren 
Sonnen-  und  Mondfinsterniss  im  Jahre  1860  (Mondlinsterniss  den 
7.  Febr. , Sonnenlinsterniss  den  18.  Juli).  Nebst  beigefügter  Er- 
klärung über  die  Stellung  der  Weltkörper  bei  Sonnen-  und  Mond- 
finsternissen überhaupt  und  Entstehung  derselben.  Stuttgart  6 Ngr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1862  von  J.  F.  Encke 
unter  Mitwirkung  von  J.  P.  Wolfers.  gr.8“.  geh.  Berlin.  3 Thlr. 

Astronomische  Nachrichten,  begründet  von  H.  C.  Schumacher. 
Fortges.  von  P.  A.  Hansen  und  C.  A.  F.  Peters.  52.  ßd.  No.  I. 
u.  2.  gr.  4".  Altona  u.  Hamburg.  Preis  für  den  voliständ.  Band  5 Thlr. 

Prestel,  M.  A.  F.,  Das  astronomische  Diagramm,  ein  Instru- 
ment, mittelst  dessen  der  Stand  und  Gang  einer  Uhr,  das  Azimuth 
terrestrischer  Gegenstände,  die  Mittagslinie  etc.  bestimmt  und  an- 
dere Aufgaben  der  astronomischen  Geographie  und  nautischen 
Astronomie  schnell,  sicher  und  bequem  ohne  Rechnung  gelöst 
werden  können.  Für  Seefahrer,  reisende  Geographen,  Ingenieure, 
Feldmesser  etc.  Mit  140  in  den  Text  eingedr.  Holzschn.  und  dem 
Instrumente  (Diagramm  nebst  Maassstab)  auf  2 Taf.  Braunschweig. 
8°.  3 Thlr.  20  Ngr. 

Nautik. 

A.  O.  Tuxen,  Vorbereitung  zur  praktischen  Navigation  Mit 
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steter  Hinweisung  auf  Hie  nautischen  Tafeln  von  H.  u.  J.  Tuxeo. 
Lex. -8".  geh.  Altona.  I Thlr.  18  Ngr. 

Physik. 

Allgemeine  Encvklopädie  der  Physik.  Bearbeitet  v.  C.  \V.  Brix 
etc.  Herausgegeben  v.  G.  Karsten.  6.  Lief.  Lex.-8".  geh.  Leip- 
zig. 2 Thlr.  20  Ngr. 

Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1857.  Dargestellt  von  der 
physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  13.  Jahrg.  Redig.  v.  A.  Krö- 
nig  n.  O.  Hagen.  2.  Abth.  gr.  8".  geh.  Berlin.  1 Thlr.  20 Ngr. 

R.  A.  Hof  m eister.  Leitfaden  der  Physik,  gr.8".  cart.  Zürich. 

1 Thlr.  6 Ngr 

Jahrbücher  der  k.  k.  Central  - Anstalt  für  Meteorologie  und 
Erdmagnetismus  von  K.  Kreil.  6.  Bd.  (Jahrg.  1854).  Mit  I lith.  Taf. 
Herausg.  durch  die  kais.  Akademie  der  Wisseusch.  Anhang:  Beob- 

achtungen über  periodische  Erscheinungen  im  Pflanzen-  und  Thier- 
reiche  von  K.  Fritsch.  Wien.  4'.  8 Thlr. 

A.  Kunzek,  Lehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer  Begrün- 
dung. Zum  Gebrauche  in  den  höheren  Schulen  und  zum  Selbst- 
unterrichte. 2.  Aufl.  gr.  8°.  geh.  Wien.  3 Thlr.  20  Ngr. 

Lamont,  J.,  Monatliche  und  jährliche  Resultate  der  ander  kgl. 
Sternwarte  bei  München  in  dem  32jährigen  Zeiträume  1825 — 1856 
angestellten  meteorologischen  Beobachtungen  nebst  einigen  allgemei- 
nen Zusammenstellungen  und  daraus  abgeleiteten  Interpolations- 
Reihen.  III.  Snpplementband  zu  den  Annalen  der  Münchener  Stern- 
warte. München.  8".  1 Thlr.  23  Ngr.  , 

A.  Moritz,  Lehensliuien  der  meteorologischen  Stationen  am 
Kaukasus,  gr.  4°.  Petersburg  und  Leipzig,  geh.  10  Ngr. 

Repertorium  für  Meteorologie  , herausgegeben  von  der  kaiserl. 
geographischen  Gesellschaft  zu  St.  Petersburg, redig.  v.  L.  F.  Kämt  z. 

I.  Bd.  4 Hfte.  Dorpat  und  Leipzig.  4°.  6 Thlr. 

Vermischte  Schriften. 

Mathematische  Abhandlungen  der  königl.  Akademie  der  Wis- 
senschaft, zu  Berlin.  Ans  d.  Jahre  1858.  gr.  4“.  geh.  Berlin.  1\  Thlr. 

Phy  sikalische  Abhandlungen  der  königl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1858.  gr.  4".  geh.  Berlin.  0 Thlr. 

F.  Arago,  Oeuvres  completes,  puhliees  par  J.  A.  BarraT. 
Tome  II  gr.  8"  geh.  Leipzig  2 Thlr. 

F.  Arago’s  sämmtliche  Werke.  Herausgeg.  von  W’.  G.  Han- 
kel.  8.  Bd.  gr.8".  geh.  Leipzig.  lThlr.25Ngr.  Velinpap. 3 Thlr 

Melange*  mathematiques  et  astronomiques  tires  du  hulletin 
physico- mathematique  et  du  hulletin  de  l’acad.  imp.  des  Sciences 
de  St.  Petersbourg.  Tome  HI.  I.  Livr.  Lcx.-8n.  St.  Petersbourg 
et  Leipzic.  geh.  10  Ngr. 

Melanges  physiques  et  chimiques  tires  du  hulletin  physico- 
mathdmatique  et  du  hulletin  de  l’acad.  imp.  des  Sciences  de  St.  Peters- 
bourg. Tome  Hl.  5.  u. 6.  Livr.  Lex. -8’.  geh.  St.  Petersbourg  et  Leip- 
zic. 1 Thlr. 

Zeitschrift  liir  Mathematik  und  Physik,  herausgeg.  von  Schlö- 
milchetc.  V.  Jahrg.  1s  Hft.  Lex.-8°.  Preis  für  den  vollsf.  Bd. 5 Thlr. 

Neue  Wochenschrift  für  Astronomie,  Meteorologie  u.  Geogra- 
phie. Neue  Folge.  3r  Jahrg.  1860.  Redig.  von  Heis.  N*.  I. 
gr.  8°.  Preis  für  den  Jahrg.  3 Thlr. 
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Oeschlchte  der  Ualhrmittlk  und  Physik. 

Terquem,  Bulletin  de  bibliographie,  d'histoire  et  de  bio- 
graphie  mathematique.  Tome  V.  Paris.  8°.  20  Ngr. 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 

A.  S.  de  Montferrier,  Encyclopedie  mathematique,  ou  Expo- 
sition complete  de  toutes  les  branches  des  matbematiques  d’apres 
les  principes  de  la  philosopbie  des  matbematiques  de  Hoind  Wronski- 
Tome  IV.  Paris.  8°.  3 Thlr. 

Arithmetik. 

* E.  A.  Bourquin,  Arithmetische  Denkübungen  mit  erklärender 
Auflösung.  8®.  geh.  Dorpat.  10  Ngr. 

P.  Guida,  La  scienza  della  proprietä  numeriche  de’  piü  illustri 
maternatici.  Napoli.  8°.  1 Tblr.  18  Ngr. 

E.  E.  Kummer,  Ueber  die  allgemeinen  Keciprocitäts  - Gesetze 
unter  den  Resten  und  Nichtresten  der  Potenzen,  deren  Grad  eine 
Primzahl  ist.  gr.  4°.  cart.  Berlin.  1 Tblr.  10  Ngr. 

L.  Schrön,  Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der  Zahlen 
von  1 bis  108000  und  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und  Cotan- 
geilten  etc.,  nebst  einer  Interpolatioustafel  zur  Berechnung  der 
Proportronaltheile.  Stereot.-Ausg.  Gesammt-Ausg.in3Taf.  hocb8°. 
geh.  Braunschweig.  I Thlr. 22 V*  Ngr.  (Inhalt:  Taf.  1. und 2.  sieben- 
stellige gemeine  Logarithmen  und  Zahlen  von  I bis  108000.  1 Thlr. 
7'/a  Ngr.  — Taf.  3.  Interpolationstafel  zur  Berechnung  der  Propor- 
tionaltheile. 15  Ngr.) 

W.  Simerka,  Dietrinären  Zahlformen  und Zahhverthe.  Lex  -8®. 
geh.  Wien.  14  Ngr. 
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S.  Spitzer,  Studien  über  die  Integration  linearer  Differen- 
tialgleichungen. Lex.-8°.  geh.  Wien.  1 Thlr. 

VV.  Wagner,  Bestimmung  der  Genauigkeit,  welche  die  New- 
ton’sche  Methode  zur  Berechnung  der  Wurzeln  darhietet  für  Glei- 
chungen mit  einer  und  mehreren  Unbekannten,  gr.  8°.  geh.  Leip- 
zig. 6 Ngr. 

Th.  Wittstein,  Vierstellige  logarithmisch - trigonometrische 
Tafeln.  Lex. -8°.  geh.  Hannover.  */«  Thlr. 

Geometrie. 

F.  W.  Becker,  Lehrbuch  der  Elementar -Geometrie.  2.  Thl. 

1.  Abth.  Stereometrie,  gf.  8°.  geh.  Oppenheim  n.  R.  18  Ngr. 

Euklid,  Sammlung  geometrischer  . Aufgaben  und  Lehrsätze 
für  den  Schulgebrauch  und  zum  Selbstunterricht.  Aus  der  engl. 
Ausgabe  von  R.  Potts  in’s  Deutsche  übers,  von  H.  H.  v.  Aller, 
gr.  8°.  geh.  Hannover.  24  Ngr. 

J.  G.  Fischer,  Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  Elementar- 
Geometrie.  1.  Cutsus.  3.  Aufl.  gr.  8°.  cart.  Hamburg.  6 Ngr. 

F.  Mocnik,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  die  Obergymnasien. 
6.  Aufl.  gr.  8°.  geh.  Wien.  1 Thlr. 

J.  Müller,  Anfangsgründe  der  geometrischen  Disciplinen  für 
Gymnasien,  Real  - und  Gewerbeschulen,  sowie  auch  zum  Selbst 
unterrichte.  3 Bde.  gr.  8°.  Braunschweig,  geh.  I Thlr.  10  NgT. 
Inhalt : I.  Elemente  der  ebenen  Geometrie  und  Stereometrie.  2.  Aufl. 
15  Ngr.  II.  Elemente  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie. 

2.  And.  10  Ngr.  III.  Elemente  der  analytischen  Geometrie  in  der 
Ebene  und  im  Raume.  15  Ngr. 

C.  H.  Nagel,  Materialien  zur  Selbstbeschäftigung  der  Schü- 
ler bei  dem  Unterrichte  in  der  ebenen  Geometrie.  3.  Aufl.  gr.  8*. 
geh.  Ulm.  7'/i  Ngr. 

C.  H.  Nagel,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  znm  Gebrauche 
bei  dem  Unterrichte  in  Real-  und  Gymnasial- Anstalten.  0.  Aufl. 
gr.  8°.  geh.  Ulm.  20  Ngr. 

K.  Poh  Ikc,  Darstellende  Geometrie  zunächst  für  den  Gebrauch 
hei  den  Vorträgen  an  der  königl.  Bau-Akademie  und  dem  küuigl. 
Gewerbe -Institut  zu  Berlin.  1.  Abth.  gr.  8°.  Nebst  einem  Hefte 
von  10  Taf.  in  4°.  geh.  Berlin.  1 Thlr. 

H.  Seeger,  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geo- 
metrie. 2.  Aull.  geh.  8°.  Schwerin.  4 Ngr. 

Trigonometrie. 

K.  Koppe,  Anfangsgrfinde  der  reinen  Mathematik  für  den 
Schul- und  Selbst-Unterricht.  4.  Thl.:  Ebene  Trigonometrie.  3.  Auf), 
gr.  8°.  Essen.  16  Ngr. 
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A.  Uh  de.  Die  ebene  Trigonometrie,  zum  Gebrauche  beim 
Unterrichte  und  zum  Selbststudium,  gr.  8°.  geh.  Braunschweig. 
10  Ngr. 

A.  Wiegand,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst 
vielen  Uebungsaufgaben.  4.  Aufl.  gr.  8°.  geh.  Halle  a.  d.  S.  10  Ngr. 

(aruitünie. 

J.  Quiquandon,  Notions  theoriques  et  pratiques  de  topo- 
graphie  appliquees  aux  levers  niveles  ä Ja  boussole.  Publid  avec 
Autorisation  du  ministre  de  Ja  guerre.  Paris.  8°.  Mit  10  Tat'. 
2 Tblr.  10  Ngr. 

Mechanik. 

G.  Lejeune  Dirichlet,  Untersuchungen  über  ein  Problem 
der  Hydrodynamik.  Aus  dessen  Nachlasse  hergestellt  von  R.  De* 
dekind.  gr.  4°.  geh.  Güttingen.  16  Ngr. 

II.  Iliemann,  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von 
endlicher  Schwingungsweite,  gr.  4°.  geh.  Güttingen.  10  Ngr. 

K.  H.  Scbellhacb,  Neue  Elemente  der  Mechanik.  Darge- 
stellt  u.  bearbeitet  v.  G.  Arendt.  gr.8°.  geh.  Beriiu.  1 Tbir.25Ngr. 

Praktische  Mechanik. 

H.  Scheffler,  Die  Elasticitäts- Verhältnisse  der  Rühren, 
welche  einem  hydrostatischen  Drucke  ausgesetzt  sind , insbeson- 
dere die  Bestimmung  der  Wanddicke  derselben.  Lex. -8°.  geh. 
Wiesbaden.  12  Ngr. 

•ptik. 

S.  Parkinson,  A TreatiseonOptics.  London.  8°.  4TMr.öNgr. 

Reh.  Potter,  Physical  Optica.  Part  2.  The  Corpuscular 
Theory  of  Light,  discussed  mathematically.  London.  8°.  3 Th  Ir. 

Astronomie. 

F.  W.  A-  Argeiander,  Astronomische  Beobachtungen  anfder 
Sternwarte  zu  Bonn.  III.  Bd.:  Bonner  Sternverzeichniss.  1.  Section. 
gr.  4°.  geh.  Bonn.  5 Thlr. 

F.  Kaiser,  De  sterrenhemel.  le  deel.  De  sterrenhemel  ver- 
klaard.  3e  druk.  Amsterdam.  8°.  3 Tblr.  15  Ngr. 

D.  Ragona,  Lezioni  memorie  ed  articoti  intorno  avarj  argo- 
menti  di  astronnmia  sferica  e teorica.  Vol.  I.  Palermo.  8°.  Mit 
1 Taf.  24  Ngr. 

D.  Ragona,  Giornale  astronomico  e meteorologico  del  R. 
Osscrvatorio  di  Palermo.  Opera  che  fa  seguito  ai  libri  della  spe- 
cola  astronomica  dei  Regii  studii  di  Palermo  dei  chiarissimi  G.Piazzi 
e N.  Cacciatore.  Vol.  1.  eil.  Palermo.  4°.  Jed. Bd. 4 Tblr. 24 Ngr. 

Nautik. 

C.  Wilkes,  Theory  of  the  Winds.  Accompanied  by  a Map 
of  the  World,  showings  the  Extent  and  Direction  of  the  Winds; 
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to  which  18  added  Sailing  Direction  for  a Voyage  round  tbe  World, 
by  tbe  same  Author.  2d.  edit.  London.  8°.  2 Thlr.  12  Ngr. 

Physik. 

P.  Beron,  Atlas  du  magndtisme  terrestre,  representant  en 
3 pl.  in  fol.  coloriees  l’aimantation  de  la  terre  par  le  soleil  et 
l’aimantation  du  fer  par  ta  terre,  avec  un  texte  contenant  l’ex- 
plication  de  tous  les  faits  .magnetiques  suivant  les  lois  physiques. 
Appendice:  Variation»  diurnes,  annuelle»  et  sdculaires  des  ele- 
ments  magnetiques  et  interrnptions  des  tdlegraphes  produites  par 
les  cbangements  thermonietriques.  ln  4.  3 pl.  — Texte  des  ex- 
plications  des  faits  contenus  dans  l’Atlas  meteorologique  respre- 
sentant:  1.  la  formation  des  faits  atmosphdriques ; 2.  la  distribution 
des  dldments  climatologiques ; 3.  I’aimantation  de  la  terre  par  le 
soleil  et  du  fer  par  la  terre ; 4.  la  circulation  de  l’eau  et  sa  dimi- 
nution  dans  la  terre.  Appendice:  Fin  du  monde  ou  du  genre  bu- 
main.  Ouvrage  indispensable  aux  marins.  ln  4.  Paris.  16  fr. 

The  Mierograpbic  Dictionary:  a Guide  to  the  Examination  and 
Investigation  of  the  Structure  and  Nature  of  Microscopic  Objects. 
By  J.  W.  Griffith  and  Arth.  Henfrey.  2d  edit.  illustrated  by 
46  plates  and  812  woodcuts.  London.  8°.  18  Thlr. 

E.  E dl  und,  Berättelse  oni  Framstegen  i Fisik  un.der  är  1853. 
Afgifven  tili  Kongl.  Vetenskaps- Akademien.  Stockholm.  8°.  1 Tblr. 

A.  H.  Emsmann,  Leitfaden  zu  der  physikalischen  Vorschule 
für  Gymnasien,  Realschulen  und  höhere  Bürgerschulen,  gr.  8°. 
geh.  Leipzig.  6 Ngr. 

Fel.  Julien,  Courants  et  revolutious  de  Patroosphere  et  de 
la  mer,  comprenant  une  thdorie  nouvelle  sur  les  ddluges  periodi- 
ques.  Paris.  8°.  1 Thlr.  15  Ngr. 

T.  Du  Moncet,  Recherche»  sur  la  non- homogeneitd  de  l'etin- 
celle  d’induction.  Paris.  8°.  Mit  Fig.  im  Text.  25  Ngr. 

J.  F.  Pisco,  Lehrbuch  der  Physik  für  Unter- Gymnasien. 
2.  Aull.  gr.  8°.  geh.  Wien.  1 Thlr. 

A.  F.  Pourriau,  Climatologie  de  la  Saulsaise  (Ain).  Resume 
de  neuf  annees  d’observations.  Paris.  8°.  15  Ngr. 

D.  Ragona,  Su  taluni  nuovi  fenomeni  di  colorazione  sogget- 
tiva.  Palermo.  4°.  Mit  I Taf.  12  Ngr. 

J.  Schabus,  Grundzüge  der  Physik,  als  Lehrbuch  f.  d.  ober. 
Klassen  d.  Realschul,  u.  Gymnas.  2.  Aufl.  gr.  8°.  geh.  Wien.  2 Thlr. 

Vermischte  Sehrlften. 

Arago.  — Oeuvres  comptetes  de  Francois  Arago,  publiees 
d’apres  son  ordre  sous  la  direction  de  J.  A.  Barral.  Tome  XI. 
Mdmoires  scientifiques.  Tome  II.  Paris.  8°.  2 Thlr.  15  Ngr. 
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Mathematische 

und  physikalische  Bibliographie. 

XXXVI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

J.  H.  T.  Müller,  Beiträge  zur  Terminologie  der  griechischen 
Mathematiker,  gr.  8°.  geh.  Leipzig.  8 Ngr. 

Systeme,  Lehr  - und  Wörterbücher. 

\V.  Gallenkamp,  Die  Elemente  der  Mathematik.  Ein  Leit- 
faden für  den  mathematischen  Unterricht  an  höheren  Lehranstal- 
ten. 2.  Aull.  I.  Thl.  g.  8°.  geh.  Iserlohn.  15  Ngr. 

Arithmetik. 

Carnot,  Reflexions  sur  la  mdtaphysique  du  calcul  infinitesimal. 
4*  edition.  Paris.  8°.  Mit  1 Tafel.  1 Thlr.  10  Ngr. 

H.  Faraguet,  Etudes  mathematiqnes.  Premiere  ötude.  Des 
fractions  decimales  periodiques.  Paris.  8°. 

G.  F.  Meyer,  Ueber  Bernoullische  Zahlen  Inaug.-Dissert. 
gr.  8°.  geh.  Göttingen.  10  Ngr. 

K.  H.  Scbel Ibach,  Mathematische  Lehrstunden.  Aufgaben 
aus  der  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten.  Bearbeitet  und  ber- 
ausgegeben  von  A.  Bode  und  E.  Fischer,  gr.  8°.  geh.  Berlin. 
1 Thlr.  — (Enthält  nicht  bloss  arithmetische,  sondern  Aufgaben 
aus  allen  Theilen  der  Mathematik). 

S.  Spitzer,  Anleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten  und 
Anwartschaften.  Lex.  8°.  geh.  Wien.  1 Thlr. 

S.  Spitzer,  Studien  über  die  Integration  linearer  Diffe- 
rential- Gleichungen.  Wien.  8°.  I Thlr. 

Geometrie. 

Brennecke,  Die  Berührungs- Aufgabe  für  Kreis  und  Kugel 
in  sechsfacher  geometrischer  Behandlung.  Ergänzungsband  zu 
jedem  Lehrbuche  der  elementaren  Geometrie,  gr.  8°.  geh.  Ber- 
lin. % Thlr. 

N.  Fialkowsky,  Theilung  des  Winkels  und  des  Kreises, 
oder:  Bi-,  Tri-,  Quadri-,  und  Polysection  des  beliebigen  Win- 
kels in  72  neuen  Methoden,  nebst  mehreren  neuen  Lehrsätzen 
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und  Sectious-Curven,  mit  geschichtlicher  Einleitung  der  historisch' 
merkwürdigen  Aufgabe  über  die  Trisection  des  Winkels,  und 
einem  Anhänge  über  die  Construction  der  Winkel  in  Graden, 
als  Beitrag  zur  elementaren  und  höheren  Geometrie.  Mit  178  in 
den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Wien.  8°.  2 Thlr. 

Th.  Lange,  Uebungsstoff  für  den  ersten  Unterricht  in  der 
Geometrie.  1.  Hft.  gr.  8°.  Berlin.  Ngr. 

W.  Mink,  Geometrische  Formenlehre  oder  Uebungen  für  den 
Unterricht  in  der  Geometrie.  8°.  geh.  Crefeld.  7*/a  Ngr. 

W.  Mink,  Lehrbuch  der  Geometrie  als  Leitfaden  beim  Un- 
terricht an  höheren  Lehranstalten.  3.  Afl.  gr.  8°.  geh.  Cre- 
feld. 27  Ngr. 

F.  Müller,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Handwerker-  und 
Fortbildungsschulen,  sowie  zum  Selbstunterrichte  für  Baubeflissene, 
Mechaniker  und  Techniker,  gr.  8°.  geh. 

C.  von  Rerny,  Constructive  Methoden  zur  Umwandlung  der 
regelmässigen  Polygone  im  Kreise  von  angenähertem  Flächen- 
inhalte. gr.  8°.  geh.  Wieu.  8 Ngr. 

J.  Schneider,  Anfangsgründe  der  Stereometrie,  für  Schu- 
len und  zum  Selbstunterrichte.  8°.  Wien.  geh.  16  Ngr. 

«eodäsie. 

E.  Heyer,  Flächentheilung  und  Ertragsberechnungsformelu. 
gr.  8°.  Giessen.  Ngr. 

KEecbanik. 

F.  Grube,  De  cylindri  et  coni  attractione.  Dissert.  inaug. 
gr.  4°.  geh.  Göttingen.  18  Ngr. 

K.  H.  Schellbach,  Neue  Elemente  der  Mechanik,  darge- 
stellt und  bearbeitet  von  G.  Arendt.  Mit  12  Figurentafeln. 
Berlin.  8°.  1 Thlr.  25  Ngr. 

Optik. 

Poudra,  Traite  de  perspective -relief.  Paris.  8°.  Mit  18 
Tafeln.  5 Thlr. 

G.  W.  Strauch,  Auszug  aus  der  Abhandlung:  das  umge- 
kehrte Problem  der  Brennliuien.  Lex.  8°.  geh.  Wien.  3 Ngr. 

Astronomie. 

M.  Alle,  Ueber  die  Bahn  der  Nemausa.  Lox.  8°.  geh. 
Wien.  2 Ngr. 

Annales  de  l'Observatoire  imperial  de  Paris,  publiees  par 
J.  U.  Le  V7errier.  Observations.  Tomeil.  Paris.  4°.  13l/,  Thlr. 

Annales  de  l’Observatoire  imperial  de  Paris,  publiees  par 
J.  U.  Le  Verrier.  Tome  V.  Paris.  4°.  9 Thlr. 

F.  W.  A.  Argeiander,  Astronomische  Beobachtungen  auf 
der  Sternwarte  der  K.  Rhein.  Friedrich- Wilhelms- Universität  zu 
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Bonn.  111.  Bd.:  Bonner  Sternverzeichniss.  1.  Sect.  enth.  die  ge- 
näherten mittleren  Oerter  von  110984  Sternen  zwischen  2 Grad 
südl.  und  20  Grad'nördl.  Declination  für  den  Anfang  des  J.  1835. 
Unter  Mitwirkung  von  E.  Schönfeld  und  A.  Krüger.  Bonn. 
8°.  3 Thlr. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmels  für  den  Anfang  des 
Jahres  1855  entworfen  auf  der  Künigl.  Sternwarte  zu  Bonn.  (Von 
F.  Argeiander).  5.  Lfg.  Bonn.  Fol.  4 lith.  Tafeln.  3 Thlr. 

A.  Diesterweg,  Populäre  Himmelskunde  und  astronomische 
Geographie.  6.  Aull.  gr.  8U.  geh.  Berlin.  1 Rthlr.  15.  Ngr. 

M.  Lüwy,  Ueber  die  Bahn  der  Eugenia.  Lex.  8°.  geh. 
Wien.  3 Ngr. 

J.  H.  Mädler,  Der  Wunderbau  des  Weltalls  oder  populäre 
Astronomie.  5.  Aull.  2.  Lfg.  gr.  8.  geh.  Berlin.  8 Ngr. 

J.  H.  Mädler,  Beobachtungen  der  kaiserl. Universitäts-Stern- 
warte Dorpat.  15.  Bd.  1.  Abthlg.  4°.  Dorpat.  2 Thlr. 

IVautlk. 

C.  Bremiker,  Anuuaire  nautique  ou  ephemerides  et  tables 
corapletes  pour  Pan  1802.  gr.  8°.  geh.  Berlin.  15  Ngr. 

C.  Bremiker,  Nautisches  Jahrbuch  oder  vollständige  Ephe- 
meriden  und  Tafeln  für  das  Jahr  1852.  gr.  8°.  geh.  Berlin.  15  Ngr. 

E.  P.  Dubois,  Cours  de  navigation  et  d’bydrographie.  Paris. 
8°.  Mit  zahlreichen  Holzschu.  und  mehreren  Taf.  3 Thlr.  10  Ngr. 

E.  Giquel,  Notes  d'astronoinie  et  de  navigation  ä l’usage 
des  candidats  an  grade  de  capitaine  au  long  cours,  augmentees 
d’une  nouvelle  methode  de  latitude  de  Pagel,  et  d’observations 
relatives  aux  chrouoiuetres  et  au  grossissement  des  lunettes. 
Paris.  8°.  Mit  2 Tafeln.  1 Thlr.  20  Ngr. 

Physik. 

Allgemeine  Encyklopädie  der  Physik.  Bearbeitet  von  C.  W. 
Brix,  G.  Decher,  F.  C.  0.  von  Feilitzsch,  F.  Grasbof, 
F.  Harms  etc.  Herausgegeben  von  Gst.  Karsten.  4. — ß.  Lfg. 
Leipzig.  8°.  Mit  eingedruckten  Holzschnitten.  Jede  Lieferung 
2 Thlr.'  20  Ng-. 

Inhalt:  1.  Bd.  Allgemeine  Physik,  von  Gst.  Kars fen, 
F.  Harmsund  G.  VVeger.  p.  97— 112. — 19.  Bd.  Ferne- 
wirkungen  des  galvanischen  Stroms,  von  F.  v.  Feilitzsch. 
p.  337 — 464.  Mit  eingedruckten  Holzschnitten.  — 20.  Bd. 
Angewandte  Elcktricitätslehre  von  C.  Kuhn.  p.  1 — 80. 
Illit  eingedruckten  Holzschnitten.  — 2L  Bd.  Meteorologie 
von  E.  E.  Schmid,  p.  289— 704.  Mit  eingedr.  Holzschu. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1857.  Dargestellt  von 
der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  XIII.  Jahrgang-  Red. 
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von  A.  Krittlig  und  O.  Hagen.  ‘2.  Abtb.  Enth. : Elektricitäts- 
lebre  und  Physik  der  Erde.  Berlin.  8°.  1 Thlr.  20  Sgr. 

K.  Fritsch,  Ueber  die  Störungen  des  ‘ täglichen  Ganges 
einiger  der  wichtigsten  meteorologischen  Elemente  an  Gewitter- 
tagen.  Lex.  8°.  Wien.  14  Ngr. 

J.  Jam  in,  Cours  de  physique  de  l'^cole  polytechnique. 
Tome  II*,  illustrd  de  191  figures  dans  le  Texte  et  de  trois  plan- 
ches  sur  acier.  (Chaleur-Acoustique).  Paris.  8°.  Schluss.  Preis 
des  in  3 Bänden  vollständigen  Werkes  10.  Thlr.  20  Ngr. 

E.  Külp,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  1.  Bd  : Die  Sta- 
tik und  Dynamik  fester  und  flüssiger  Körper,  gr.  8°.  geh.  Darm- 
stadt. 2 Thlr. 

L.  Matthieson , Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende 
Flüssigkeiten  im  Zustande  des  Gleichgewichts.  Ein  Beitrag  zur 
mathematischen  Physik.  Kiel.  4°.  Mit  1 'Steintafel.  1 Tblr. 

Physikalisches  Lexikon.  Encyklopädie  der  Physik  und  ihrer 
Hilfswissenschaften.  2.  neu  bearb.  und  mit  in  den  Text  gedruck- 
ten Abbildungen  ausgestattete  Auflage.  Begonnen  von  Osw. 
Marbach.  Fortgesetzt  von  C.  S.  Cor  n cl  i us.  6.  Bd.  Leipzig.  8°. 

Vct.  Meurein,  Observations  metöorologiqucs  faites  ä Lille 
pendant  l’annee  1857—58.  Lille.  8°.  Mit  1 Tabl. 

T.  du  Moncel,  Notice  sur  l’appareil  d’induction  electrique 
He  Ruhmkorff,  suivie  dun  memoire  sur  les  courants  induits. 
4'  edition.  Paris.  8°.  2 Thlr.  10  Ngr. 

A.  Mühry,  Allgemeine  geographische  Meteorologie  oder  Ver- 
such einer  übersichtlichen  Darlegung  des  Systems  der  Erd-Me- 
teoration  in  ihrer  klimatischen  Bedeutung,  gr.  8°.  geh.  Leipzig. 
1 Thlr.  6 Ngr. 

G.  S.  Ohm,  Theorie  mathdmatique  des  courants  electriques. 
Traduction,  preface  et  notes  par  J.  M.  Gaugain.  In-8°.  Paris. 

Vermischte  Schriften. 

F.  Arago’s  sämmtliche  Werke.  Herausg.  v®n  W.  G.  Han- 
kel.  15.  Bd.  gr.  8°.  geh.  Leipzig.  2 Thlr.  Velinpapier  3*/3  Tblr. 

Arago.  — Oeuvres  completes  de  Frangois  Arago,  publies 
d’apres  son  ordre  sous  ia  direction  de  J.  A.  Barral.  Tome  111. 
Notices  biographiques.  — Gay-Lussac.  — Biograpkies  des  prin- 
cipaux  astronomes,  etc.  — Discours  funeraires.  Paris.  8°.  2 Thlr. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathematisch-naturwissenschaftl.  Classe.  Jahrg.  1860.  Nr.  1. — 3. 
Lex.  8.  Wien.  Preis  für  den  vollständigen  Jahrg.  16  Thlr. 

Lord  H.  Brougham,  Tracts,  Mathematical  and  Physical. 
London.  8°.  3 Thlr. 
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